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Введение 
Данное учебное пособие предназначено для студентов направлений 

подготовки “Математическое обеспечение и администрирование инфор-
мационных систем”, “Прикладная математика и информатика”, “Матема-
тика и компьютерные науки”, которые изучают дисциплину “Функцио-
нальный анализ” в течение одного семестра.  

В учебных планах нового поколения предусмотрено увеличение числа 
часов на самостоятельную работу студентов при одновременном сокраще-
нии числа аудиторных часов. В этих условиях возрастает роль учебных по-
собий, которые помогли бы студенту самостоятельно разобраться в неко-
торых разделах курса. В данном пособии изложен базовый теоретический 
материал по трем темам (разделам) функционального анализа: “Метриче-
ские пространства”, “Линейные нормированные пространства”, “Про-
странства со скалярным произведением”, приведены доказательства ос-
новных утверждений, некоторые утверждения предложено доказать сту-
дентам в качестве упражнений. Приведены решения практических задач и 
упражнений технического характера. Приведены задачи для самостоятель-
ного решения.   

Материал данного пособия давно является классикой, поэтому не 
представляет научной и методической новизны, но он помогает студенту 
систематизировать базовые структуры функционального анализа по трем 
перечисленным темам.   

 
1. Метрические пространства 

 
1.1. Определение, основные понятия 

Основным объектом изучения в функциональном анализе являются 
множества, снабженные одновременно алгебраической и топологической 
структурой. Наиболее просто топология на множестве задается с помощью 
метрики. Кроме того, задание метрики позволяет рассмотреть с общей 
точки зрения ряд других понятий, используемых в анализе, но не имеющих 
смысла в произвольных топологических пространствах. 

Определение 1.1. Пусть X  непустое множество. Неотрицательная 
функция 0: X X  R  (  0 0,     R ) называется метрикой (метриче-
ской функцией), если она обладает следующими свойствами (аксиомами): 

1)  ,  0x y   тогда и только тогда, когда x y  (аксиома тождества), 
2)    ,  ,  x y y x   при всех ,x y X  (аксиома симметрии), 
3)      ,  ,  ,  x y x z z y     при всех , ,  x y z X (неравенство тре-

угольника). 
Значение  ,  x y  метрики   на паре ,  x y X  называется расстояни-

ем между элементами х и у. Пара  ,  X   называется метрическим 
пространством.  

Приведем примеры метрических пространств, типичных для функ-
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ционального анализа.  
Пример 1.1. Пространство  ,  n

p pR элементов  1 2,  ,  ..., n
nx x x x R , 

 1 2,  ,  ..., n
ny y y y R  (упорядоченных наборов из n действительных чи-

сел) с метрикой  

   1/

1
,  

pn p
p k kk

x y x y


    ( ,  1p p R ).    

В случае 1p   проверка аксиом метрики проводится достаточно про-
сто: метрика задается формулой  

 1 1
,  n

k kk
x y x y


  . 

Аксиомы 1, 2 метрики проверяются непосредственно. Справедливость ак-
сиомы 3 вытекает из свойств модуля числа:  

     1 1 1 1
,  n n n n

p i i i i i i i i i ii i i i
x y x y x z z y x z z y

   
               

   ,  ,  p px z z y   . 
В случае 1p   справедливость аксиомы 3 вытекает из следующего не-

равенства Минковского для конечных сумм:  

     1/ 1/ 1/

1 1 1
,

p p pn n np p p
k k k kk k k

a b a b
  

       (1.1) 

в котором требуется положить ,  k k k k k ka x z b z y    .  

Пространство  2 2,  n R  с метрикой  2 ,  x y    1/ 22

1

n
k kk

x y


  на-

зывается n-мерным евклидовым пространством.  
В пространстве nR  метрику можно задать в виде 

 
1

,  max k kk n
x y x y  

  . 

Соответствующее метрическое пространство обозначается  ,  n  R .  

Пример 1.2. Пространство  ,  p pl   последовательностей веществен-

ных (или комплексных) чисел  1 2,  ,  ...x x x  таких, что сходится числовой 

ряд 
1

n p
ii

x
  ( 1p  ), с метрикой  

   1/

1
,  

pp
p k kk

x y x y 


   ( 1,  p p   ).    (1.2) 

Следует показать, что метрика, задаваемая равенством (1.2), определя-
ется корректно, то есть ряд 

1

p
i ii

x y


  является сходящимся. В этом 

можно убедиться, воспользовавшись неравенством Минковского (1.1) для 
любого натурального n:  

       
 

1/ 1/ 1/ 1/

1 1 1 1

1/

1
.

p p p pn n np p p p
k k k k kk k k k

pp
kk

x y x y x

y



   





    



   


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В силу того, что ряды 
1 1

,  p p
k kk k

x y 

    являются сходящимися, из 
последнего неравенства следует ограниченность сверху последовательно-
сти  1

n p
k kk

x y


 . А тогда ряд 
1

p
k kk

x y


  является сходящимся, то 

есть метрика (1.2) определена корректно. Неравенство треугольника для 
метрики (1.2) следует из неравенства Минковского предельным переходом 
при n  .  

Пример 1.3. Пространство  ,  m   [также используется обозначение 
 ,  l  ] ограниченных последовательностей вещественных (или ком-
плексных) чисел  1 2,  ,  ...x x x  с метрикой  

 ,  sup k k
k

x y x y   .  

Проверка аксиом 1, 2 очевидна. Докажем неравенство треугольника 
для данной метрики. При всех kN  имеем  

sup supk k k k k k k k k k
k k

x y x z y z x z z y         . 

Перейдя в левой части к точной верхней грани, получим неравенство 
треугольника.   

Пространство  ,  c   сходящихся последовательностей вещественных 
(или комплексных) чисел с метрикой как в пространстве  ,  m   является 
метрическим пространством.  

Пространство  0,  c   сходящихся к нулю последовательностей веще-
ственных (или комплексных) чисел с метрикой как в  ,  m   также являет-
ся метрическим пространством, причем 0c c m  .  

Пример 1.4. Пространство  ,  ps   произвольных последовательно-

стей вещественных (или комплексных) чисел  1 2,  ,  ...x x x  с метрикой  

  1

1,  .
2 1

k k
kk

k k

x y
x y

x y
 



       
      (1.3) 

Корректность введения метрики по формуле (1.3) следует из того фак-

та, что 1
1

k k

k k

x y
x y



 

 и ряд, стоящий в правой части (1.3), мажорируется 

сходящимся числовым рядом 
1

1 1
2kk




 .  

Аксиомы тождества и симметрии очевидны. Докажем неравенство 
треугольника. Так как функция   / 1t t   0t   является возрастающей, и 

k k k k k kx y x z y z     , то 

1 1 1 1
k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k

x y x z z y x z z y
x y x z z y x z z y
     

  
         

. 
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Умножая левую и правую части полученного неравенства на 2 k , 
складывая по k  от 1 до n и переходя к пределу при n  , получаем нера-
венство треугольника для данной метрики. 

Пример 1.5. Пространство   max, ,  С a b   непрерывных на отрезке 

 ,a b  вещественных функций  x t  с метрикой 

 
 

   max ,
,  max .

t a b
x y x t y t


   

Аксиомы 1, 2 метрики очевидны. Справедливость неравенства тре-
угольника следует из свойства модуля вещественного числа: 
           

 
   

 
   

, ,
max max
t a b t a b

x t y t x t z t z t y t x t z t z t y t
 

         , 

откуда  
 

   
 

   
 

 
   
 

, , ,

, , 

,  max max max
t a b t a b t a b

x z z y

x y x t y t x t z t z t y t

 


  

 

     
 

. 

На множестве  ,С a b  метрику можно ввести иначе, например в виде 

      1/

,  ,
pb p

p a
x y x t y t dt    ( 1p  ).    (1.4) 

Выполнимость аксиом 1, 2 очевидна. Неравенство треугольника при 
1p   проверяется следующим образом:  

               1 ,  
b b

a a
x y x t y t dt x t z t z t y t dt          

           1 1,  ,  .
b b

a a
x t z t dt z t y t dt x z z y         

В случае 1p   доказательство аксиомы 3 основывается на интеграль-
ном неравенстве Минковского 

          1/ 1/ 1/p p pb b bp p p

a a a
x t y t dt x t dt y t dt     ,  

в котором следует заменить  x t  на    x t z t , а  y t  на    z t y t .  

Полученное пространство с метрикой (1.4) обозначим   , ,  pС a b  .  

Пример 1.6. Пусть  ,  x y  - метрика на множестве X . Доказать, что 

функция     1 ,  ln 1 ,  x y x y    также задает метрику на X .  
Проверка аксиомы 1:  

        1 ,  0 ln 1 ,  0 1 ,  1 ,  0 .x y x y x y x y x y               
Выполнимость аксиомы 2 очевидна. Проверка неравенства треуголь-

ника производится с использованием свойств логарифма 
     

        
         

1 1 1,  ,  ,  

ln 1 ,  ln 1 ,  ln 1 ,  

ln 1 ,  ln 1 ,  1 ,  

x y x z z y

x y x z z y

x y x z z y

  

  

  

  

      

      
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         
     

1 ,  1 ,  ,  ,  ,  

,  ,  ,  .

x y x z z y x z z y

x y x z z y

    

  

       

  
 

Последнее неравенство выполняется в силу неотрицательности по-
следнего слагаемого в правой части.  

Пример 1.7. Какой должна быть непрерывная функция :f R R , 
чтобы метрику на R можно было определить равенством  
     ,  x y f x f y   .  

Проверка аксиомы тождества:  
         ,  0 0x y f x f y f x f y x y         .  

Последнее равенство возможно только в том случае, когда функция 
определена на всей числовой оси и является на ней строго монотонной.  

Аксиомы 2, 3 проверяются непосредственно. 
Пример 1.8. Пусть задана некоторая функция :f R R  такая, что 

  1f t dt 
R

. На R  определим функцию    ,  
y

x
x y f t dt   . Показать, что 

функция   задает метрику на R .  
Проверим аксиому тождества 1. Учитывая, что функция :f R R  

строго положительна на R , получаем  

     
0

,  0 0 0
y y

x x
x y f t dt f t dt x y



        .  

Справедливость аксиомы 2 следует из свойств определенного инте-
грала и модуля вещественного числа:  

         ,  ,  .
y x x

x y y
x y f t dt f t dt f t dt y x         

Проверим неравенство треугольника. Ограничимся случаем, когда 
x z y  . На основании свойств определенного интеграла имеем  

           ,  
y z y z y

x x z x z
x y f t dt f t dt f t dt f t dt f t dt          
   ,  ,  .x z z y    
 

Задачи для самостоятельного изучения 
Задача 1.1. Пусть X произвольное множество. Доказать, что функ-

ция 0: X X  R , определяемая в виде 

 
0,   ,

,
1,   ,

если x y
x y

если x y



  

 

определяет метрику на X  (данная метрика называется дискретной).  
Задача 1.2. Пусть  ,  x y  метрика на X . Доказать, что функция 

    1 ,  min 1, ,  x y x y   также задает метрику на X . 
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Задача 1.3. В множестве X  всевозможных последовательностей на-
туральных чисел для элементов  1 2,  ,  ..., ,...kx n n n ,  

 1 2,  ,  ..., ,...ky m m m  обозначим через  0 ,  k x y  наименьший индекс, при 
котором k kn m . Доказать, что функция  

   0

0,   ,
,

1/ ,  ,   ,
если x y

x y
k x y если x y




  
 

задает метрику на множестве X . 
Задача 1.4. Можно ли на множестве X  непрерывных функций ввести 

метрику: 

а)      , sup
t

x y x t y t


 
R

,           б)      
   

, sup
1t

x t y t
x y

x t y t







 R
.  

Задача 1.5. Пусть  ,  X   - метрическое пространство,  задана неко-
торая функция 0 0:h  R R , непрерывная, строго возрастающая, такая что 
 0 0h  ,      1 2 1 2h t t h t h t    (при 1 2,  0t t  ). Выяснить, является ли 

метрическим пространством пара  1,  X  , где     1 , ,x y h x y  .  
Задача 1.6. Пусть    1 2,  ,  ,  X Y    метрические пространства. По-

ложим на    Z X X Y Y    функцию h  по правилу  

        1 2 1 2 1 1 2 2 1 2, , , , ,h x x y y x x y y   . Показать, что функция h  задает 
метрику на множестве Z .  

Задача 1.7. Проверить, задает ли на множестве X  функция   метри-
ку, если:  

а)  ,
1 1

x yx y
x y

  
 

, X  R ;    

б)  ,x y arctgx arctgy   , X  R ;  

в)  , x yx y e e    , X  R ;      

г)   3 3,x y x y   , X  R ;  

д)      2 2, ln 1 ln 1x y x y     ,  X  R ;    

е)   2 2, 1 1x y x y     , X  R ;  

ж)    ,x y arctg x y   , X  R ;      

з)    , ln 1x y x y    , X  R ;  

и)    0, 1 , 1x y x y    , где 0 некоторая заданная на R  метрика. 
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1.2. Основные понятия, связанные с метрикой 
В теории метрических пространств аксиоматизированы основные 

свойства расстояния, и эта теория изучает те свойства и понятия, которые 
могут быть введены с помощью расстояния. Такие базовые понятия мате-
матического анализа, как предел, непрерывность, равномерная непрерыв-
ность, последовательность Коши, можно сформулировать так, что они ис-
пользуют лишь расстояние между точками и, следовательно, имеют смысл 
в произвольных метрических пространствах. В результате получаем соот-
ветствующие определения для произвольных метрических пространств. 

Определение 1.2. Последовательность  nx  элементов метрического 
пространства  ,  X   называется сходящейся к элементу *x X  (пишут 

  *
nx x , *lim nn

x x


 ), если числовая последовательность   *,nx x  схо-

дится к нулю при n :  
      *0 , .nn n n n x x           N N  

Элемент *x X  называется пределом последовательности  nx .   
Можно доказать (опираясь на аксиому 1), что в метрическом про-

странстве сходящаяся последовательность имеет только один предел.  
Определение 1.3. Отображение    : , ,X Yf X Y   называется не-

прерывным в точке 0x X , если из того, что   0nx x  при n , следу-

ет, что     0nf x f x , то есть   

           0 00 0 ,  ,  .X Yx X x x f x f x                

Отображение f  называется непрерывным на множестве X , если оно не-
прерывно в каждой точке 0x X . 

Определение 1.4. Отображение    : , ,X Yf X Y   называется рав-
номерно непрерывным в точке 0x X , если  

           1 2 1 2 1 20 0 ,  ,  ,  .X Yx x X x x f x f x                

Отображение f  называется непрерывным на множестве X , если оно не-
прерывно в каждой точке 0x X . 

Определение 1.5. Последовательность  nx  элементов метрического 
пространства  ,  X   называется фундаментальной (последовательно-
стью Коши), если  ,  0n mx x   при ,  n m  (номера ,  n m  увеличива-
ются одновременно и независимо друг от друга), то есть  

      0 0 00 ,  ,  ,  .n mn n m n n m n x x           N N  
При изучении различных метрических пространств возникает естест-

венное понятие изоморфизма – биективного отображения одного про-
странства в другое, которое сохраняет заданную структуру.  
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Определение 1.6. Отображение    : , ,X Yf X Y   называется изо-
метрией, если оно сохраняет расстояние между элементами, то есть для 
любых элементов 1 2,  x x X  выполняется равенство 

      1 2 1 2,  ,  Y Xf x f x x x  . 
Биективное (взаимно-однозначное) изометрическое отображение 
   : , ,X Yf X Y   называется изометрическим изоморфизмом. При 

этом сами пространства    , ,  ,X YX Y   называются изометричными, и 
это записывают в виде    , ,X YX Y  .  

Согласно определению, с точки зрения метрических пространств изо-
метричные пространства считаются одинаковыми (неразличимыми). 

Пример 1.9. Пусть    1 2,  ,  ,  X Y  метрические пространства. Оп-
ределим на множестве    Z X X Y Y     функцию h  по правилу  

        1 2 1 2 1 1 2 2 1 2, , , , ,h x x y y x x y y   . 
Непосредственно показывается, что функция h  задает метрику на Z . 

При этом сходимость     * *, ,n n n
x y x y  на множестве Z  влечет сходи-

мости   *
n n

x x ,   *
n n

y y .  
Пример 1.10. Показать, что метрика   как отображение из X X  в 

0
R  есть непрерывное отображение.  

Достаточно показать, что если   0n n
x x ,   0n n

y y , то 

    0 0, ,n n n
x y x y  . Используя неравенство 

       1 1 2 2 1 2 1 2, , , ,x y x y x x y y      , 

получим        0 0 0 0, , , , / 2 / 2 .n n n nx y x y x x y y             

Последнее неравенство и означает, что     0 0, ,n n n
x y x y  . 

Пример 1.11. Задана функция : R R  такая, что   1t dt 
R

. На 

R  определим функцию    2

1
1 2,  

x

x
x x t dt  R , на  0,1Y   функцию 

 1 2 1 2,  Y y y y y   . Показать, что    , , YY RR .  

Положим    
x

f x t dt


  . Так как   строго положительна, то при 

1 2x x :    1 2f x f x , то есть f  биективно отображает R  на  0,1Y  . Да-
лее f  сохраняет расстояние между элементами:  

              

 

1 2 2

1
1 2 1 2

1 2

,   

,  .

x x x

Y x
f x f x f x f x t dt t dt t dt

x x

   


 

     



  
R
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Задачи для самостоятельного изучения 

Задача 1.8. Показать, что отображение  
1

tf t
t




 задает изометрию 

между пространствами  ,RR  и  , YY  , где  1,  1Y   , а метрики опре-

деляются по правилам   1 2
1 2

1 2

,
1 1

x xx x
x x

  
 R ,  1 2 1 2,Y y y y y   .  

Задача 1.9. Показать, что пространства   ,  ,C a b   и   0,  1 ,C   

изометричны. В качестве изометрии взять отображение   f x t   

  1x a t bt   , действующее из   0,  1C  в  ,  C a b . 
 

1.3. Анализ сходимости в конкретных метрических пространствах 
Общее понятие сходящейся последовательности в метрическом про-

странстве в конкретных случаях может иметь различный вид. Рассмотрим 
конкретный вид сходимости последовательностей в различных пространствах. 

1. Пространство  ,  n
p pR  элементов  1 2,  ,  ..., n

nx x x x R  с метри-

кой    1/

1
,  

pn p
p k kk

x y x y


  ( ,  1p p R ). Если последовательность 

 mx , (       1 2,  ,  ..., m m m
m nx x x x ) сходится при m  к элементу 

        0 0 0 0
1 2,  ,  ..., nx x x x , то по определению сходимости   0,  0p mx x   

при m , т.е.        00 ,  ,mm m m m x x           N N  

что равносильно тому, что при всех 1,  k n :    0m
k kx x    ( m m ). Это 

означает, что числовая последовательность   m
kx  сходится к числу  0

kx  

(при всех 1,  k n ), то есть в пространстве  ,  n
p pR  сходимость есть по-

координатная сходимость.  
2. Пространство   max, ,  С a b   непрерывных на  ,  a b  вещественных 

функций  x t  с метрикой  
 

   max ,
,  max .

t a b
x y x t y t


   Если последова-

тельность   nx t  функций (    ,nx t С a b ) сходится к функции 

   0 ,x t С a b  в метрике max , то по определению сходимости 

   
 

   0,
0 max ,nt a b

n n n n x t x t  


           
 

N N  то есть нера-

венство    0nx t x t    верно при всех  ,t a b . А это означает, что по-

следовательность   nx t  равномерно сходится к функции  0x t , то есть в 
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пространстве   max, ,  С a b   сходимость есть равномерная сходимость.  

3. Пространство  ,  p pl   последовательностей вещественных (или 

комплексных) чисел  1 2,  ,  ...x x x  таких, что 
1

p
kk

x


   ( 1p  ), с мет-

рикой    1/

1
,  

pp
p k kk

x y x y 


   ( 1,  p p   ). Как и в случае простран-

ства  ,  n
p pR , можно показать, что сходимость в  ,  p pl   есть покоорди-

натная сходимость.  
Заметим, что в  ,  p pl   не всякая покоординатно сходящаяся после-

довательность является сходящейся по метрике (см. примеры).  
4. Пространство  ,  ps   последовательностей вещественных (или 

комплексных) чисел  1 2,  ,  ...x x x  с метрикой  ,  p x y   

1

1 .
2 1

k k
kk

k k

x y
x y





       
    Пусть   0n n

x x  при n  (     1 2,  ,  ...n n
nx x x , 

    0 0
0 1 2,  ,  ...x x x ). По определению сходимости  

   
   

   

0

1 0

10 ,
2 1

n
k k

kk n
k k

x x
n n n n

x x
  





                   
N N   

откуда при всех n n , всех kN : 
   

   

0

0

1
2 1

n
k k

k n
k k

x x

x x



 
 

, то есть при каж-

дом kN :    0 2
1 2

k
n

k k kx x 


 


 ( n n ). В силу малости величины   за-

ключаем, что последовательность   n
k n

x  ( kN  фиксировано) сходится к 

числу  0
kx , то есть сходимость в пространстве  ,  ps   по метрике p  вле-

чет покоординатную сходимость. Заметим, что из покоординатной сходи-
мости следует сходимость по метрике p .  

5. Рассмотрим пространство   1, ,  С a b   с метрикой  

     1 ,  
b

a
x y x t y t dt   . 

Если последовательность   nx t  (    ,nx t С a b ) сходится к функции 

   0 ,x t С a b  в метрике 1 , то по определению имеем 

        00
b

na
n n n n x t x t dt           N N .  

Данный тип сходимости в функциональном анализе называется схо-
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димостью в среднем. При этом используется обозначение   , ,  L LС a b  . 
Можно доказать, что в  ,С a b  из равномерной сходимости следует сходи-
мость в среднем. Обратное утверждение неверно, более того, из сходимо-
сти в среднем не следует даже обычная (поточечная) сходимость. 

6. Можно показать, что в пространстве  ,  m   ограниченных последова-
тельностей вещественных (или комплексных) чисел  1 2,  ,  ...x x x  с метри-
кой  ,  sup k k

k
x y x y    сходимость есть покоординатная сходимость. 

Пример 1.12. Выяснить, какие из последовательностей сходятся по 
метрике в пространстве   max0,1 ,  С  :  

а)   n
nx t t ;   б)   nt

nx t t e  ;  

в)   2 21n
ntx t
n t




;   г)  
     
   

1

1

1 / 1 ,  0,  ,

0,            ,  1 .
n

n
n n

nt n t
y t

y t t

    
 

  

Решение: а) при  0,1t :  lim lim 0n
nn n

x t t
 

  , а при 0t  :  1 1nx  . 

Последовательность   n
nx t t  сходится поточечно (но неравномерно) на 

отрезке  0,1  к разрывной функции    
0

0,  0,1 ,
1,  1,

t
x t

t
 

 


 значит, она не схо-

дится по метрике;  

б) при всех  0,  1t   lim lim lim 0nt
n ntn n n

tx t t e
e



  
    . Значит, предел  

 0 0x t  . Найдем  
 

   
 

 max 0 00,1 0,1
, max max nt

n nt t
x x x t x t t e 

 
    . Обозна-

чим   ntf t t e  . Используя аппарат дифференциального исчисления, по-

лучим, что    1 0ntf t e nt      при  1 0,1t
n

  . Значит, 

 
     

0,1
max 1/ 1/nt

nt
t e x n ne


   . При этом    max 0, 1/ 0nx x ne    при 

n . Значит, последовательность   nt
nx t t e   сходится по метрике к 

функции  0 0x t  ;  

в) при всех  0,  1t    2 2lim lim 0
1nn n

ntx t
n t 

 


. Значит,  0 0x t  . Най-

дем  
 

   
 max 0 0 2 20,1 0,1

, max max .
1n nt t

ntx x x t x t
n t


 

      
 Обозначая функцию 

  2 21
ntf t
n t




, как и выше, получаем, что 
  2 20,1

1 1max
1 2nt

nt x
n t n

          
. При 

этом  max 0, 1/ 2nx x  не стремится к нулю при n . Значит, последова-
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тельность  nx t  не сходится по метрике к функции  0 0x t  ;  
г) при всех  0,  1t    0lim 0nn

y t y t


  , при этом  max 0,ny y   

 
    1

10,1
max 0 0n n nt

y t y 
     при n , следовательно, последователь-

ность  ny t  сходится по метрике.  

Пример 1.13. Исследовать на сходимость в пространствах  2 2,  l   и 

 3 3,  l   последовательность  1 1
2 2

1,  ,  , ..., ,  0,  0,...n n

n

x
 
 
 
 


. 

Решение. Имеем  1 1,  0,  0,...x  ,  1
2 2

1,  ,  0,0,...x  , 

 1 1
3 2 3

1,  ,   ,0,0,...x  , …,  1 1
2 2

1,  ,  , ..., ,  0,  0,...n n
x  , так что 

 1 1 1
0 2 1

lim 1,  ,  ...,  ,  ,...n n nn
x x


   (покоординатный предел), но 0 2x l , 

так как числовой ряд  
2

20
1 1 1

1 1
kk k k

x
kk

  

  

   
 

    расходится. Значит, 

в пространстве  2 2,  l   последовательность  nx  расходится. 

В  3 3,  l   числовой ряд  
3

30
3/ 21 1 1

1 1
kk k k

x
kk

  

  

   
 

    сходится, 

так что 0 3x l . Далее найдем     303
3 0 3 / 21 1

1,  n k kk k n
x x x x

k


 

  
    . При 

этом  3
3 0 3 / 21

1,  0n k n
x x

k




 
   при n  как остаток сходящегося ряда. 

Значит, последовательность сходится по метрике в  3 3,  l  . 

Пример 1.14. Исследовать на сходимость в пространствах  ,  l    и 

 ,  s   последовательность  1,  1,  , ..., 1,  0,  0,...n
n

x
 

   
 
 . 

Решение. Имеем  1 1,  0,  0,... ,x   2 1,  1,  0,0,... ,x  …, 

1,  1,  , ..., 1,  0,  0,...n
n

x
 

   
 
 , так что покоординатный (поточечный) предел 

 0 lim 1,  1,  ...,  1,  1,...nn
x x


  , 0x l m  , так как  0sup 1k

k
x  . При этом 

   0
0,  sup 1n k k

k
x x x x     не стремится к нулю при n , что означает, 

что  nx  не сходится по метрике в  ,  l   . 
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В пространстве  ,  s  : 0x s ,  

 
 

 

0

0 11 1 10

1 01 1 1,  .
2 2 1 1 0 21

k k
n k k kk k n k n

k k

x x
x x

x x
   

    

                    
    

При этом  0,  0nx x   при n , что означает, что последователь-

ность  nx  сходится по метрике в пространстве  ,  s  . 

Пример 1.15. Показать, что последовательность   nt
nx t t e   сходит-

ся в среднем в пространстве   1,2 ,  L LС  .  
Решение. При всех  1,  2t :    0 lim 0nn

x t x t


  . Учитывая, что  

 
2 2

0 2 2 21 1

1 2 1 1 1 1, 0nt nt
L n n n n nx x t e dt t e dt

n e e n e e
                   

     , 

получим, что  0, 0L nx x   при n .  
Пример 1.16. Показать, что последовательность    sin /nx t t t n   

сходится в пространствах   0,1 ,  L LС   и   2 20,1 ,  С  .  

Решение. При всех  0,  1t :     0 lim sin / 0
n

x t t t n


   . Находим  

         
1 1 2 1 1

0 0 0
, sin / 0 sin / sin cosL n n nx x t t n dt t t n dt n n           . 

Применяя разложение функций синуса и косинуса по формуле Тейло-
ра (в окрестности нуля), находим предел в пространстве   0,1 ,  L LС  :  

           2 21 1 1 1 1
0lim , lim sin cos lim sin cosL n n n n n nn n n

x x n n n
  

          

2
3 5 5 2 4 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1lim 1
3! 5! 2! 4!n

n o o
n n n n n n n n

                         
 

3 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1lim 0
3! 2! 5! 4!n

o
n n n n n

            
.  

В пространстве   2 20,1 ,  С   имеем  

   
2 3 222 2 2 2

2 0 1

1 2 2 2, sin / sin sin cos
4 6 4 8 2n
n n n nx x t t n dt

n n n
                 

      .  

Применяя разложение элементарных функций по формуле Тейлора, 
находим предел в пространстве   0,1 ,  L LС  :  2

2 0lim , 0nn
x x


 .  
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Задачи для самостоятельного изучения 
Задача 1.10. Исследовать на сходимость в пространстве 

  max0,1 ,  С   последовательности:   

а)   2 tn
nx t  ;   б)   1n n

nx t t t  ;    в)  
n

n
tx t
n

 ;   г)   2 21n
tx t
n t




;  

д)    1ny t n nt  ,  10,  nt ,   0ny t  ,   1 ,  1nt . 

Задача 1.11. Дана последовательность 1 1 1
2 4 2

1

1, , , ..., ,  0,  0,...nn

n

x


 
 
 
 
 . Ис-

следовать ее на сходимость в пространствах  ,  p pl  ,  ,  l   ,  ,  s  . 

Задача 1.12. В каких из пространств  ,  p pl  ,  ,  l   ,  ,  s   сходят-

ся последовательности: а) 1 1,...,  ,  0,  0,...n n n

n

x
 
 
 
 
  [покоординатный предел 

 0 0,  ...,  0,  0,...x  ]; б) 2 2
1 1,...,  ,  0,  0,...n n n

n

x
 
 
 
 
  [покоординатный предел 

 0 0,  ...,  0,  0,...x  ]; в) 2
1 1 1, ,  ...,  ,  0,  0,...nn e e e

n

x
 
 
 
 
  [покоординатный пре-

дел  0 0,  ...,  0,  0,...x  ]? 
Задача 1.13. Доказать, что при любом 1p   каждый элемент про-

странства  ,  p pl   является и элементом пространства  0,  c  , но элемент 

  01,  1/ ln 2,  1/ ln3,  ...x c   не является элементом пространства  ,  p pl   
ни при каком 1p  . 

Задача 1.14. Доказать, что последовательность   nt
nx t t e   не явля-

ется сходящейся в метрическом пространстве       1 10,1 ,  С  , где метрика 

задается правилом    
 

   
 

   1

, ,
,  max max

t a b t a b
x y x t y t x t y t

 
     .  

 
1.4. Полные метрические пространства 

Напомним определение фундаментальной последовательности, данное 
в пункте 1.2. Последовательность  nx  элементов метрического простран-
ства  ,  X   называется фундаментальной (последовательностью Коши), 
если  ,  0n mx x   при ,  n m  (номера ,  n m  увеличиваются неограни-
ченно одновременно и независимо друг от друга), то есть  
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      0 0 00 ,  ,  ,  .n mn n m n n m n x x           N N  

Любая сходящаяся последовательность  nx  элементов  ,  X   явля-
ется фундаментальной. Действительно, если   0nx x  при n , то в 
силу неравенства треугольников  ,  n mx x     0 0,  ,  n mx x x x   имеем 
 ,  0n mx x   при ,  n m .  

Обратное утверждение для произвольных метрических пространств 
неверно. Приведем примеры. 

Пример 1.17: а) пространство  ,  Q рациональных чисел с метрикой 

 ,x y x y   . Последовательность  nx , где  1 1/ n
nx n   является 

фундаментальной, сходится к числу 2,71...e  , которое не является ра-
циональным числом; 

б) пространство  1,  R действительных чисел с метрикой 

 1 ,
1 1

x yx y
x y

  
 

. Последовательность  n  в метрике 1  является 

фундаментальной, так как  1 ,
1 1

n mn m
n m

  
 

, и  

     1
1 1lim , lim lim 1 1 0

1 1 1/ 1 1/ 1n n n
m m m

n mn m
n m n m


  
  

      
   

.  

Однако последовательность  n  в метрике 1  не сходится. Предполо-
жим, что  n  сходится к числу 0x R . Однако  

  0 0
1 0

0 0

lim , lim 1 0
1 1 1n n

n x xn x
n x x


 

    
  

; 

в) в пространстве   0,1 ,  L LC   рассмотрим последовательность 

функций    
0,                   0 1/ 2,

1/ 2 ,     1/2 1/ 2 1/ ,
1,                     1/2 1/ 1.

n

t
x t n t t n

n t

 
    
   

 

Последовательность   nx t  является фундаментальной, так как при 

n m  имеем          
1 1/ 2 1/

0 1/ 2
1

,  1/ .
n

L n m n m n mx x x t x t dt x t x t dt n




      
 

Значит,  ,  0L n mx x   при ,  n m . Однако пределом последовательно-

сти   nx t  является разрывная функция  
0,   0 1/ 2,
1,    1/ 2 1n

t
x t

t
 

   
 (точка 

разрыва 1/ 2t   с конечным скачком). 
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Определение 1.7. Метрическое пространство  ,  X   называется пол-
ным (пространством Фреше), если в нем сходится любая фундаменталь-
ная последовательность. 

Таким образом, пространства из примера 1.17 с введенными в них 
метриками не являются полными метрическими пространствами.  

Приведем примеры полных пространств. 
Пример 1.18: а) в курсе математического анализа доказывается кри-

терий сходимости Коши о том, что в пространстве R  действительных чи-
сел всякая фундаментальная последовательность является сходящейся в R , 
то есть по сути доказывается полнота пространства  ,  R  со стандартной 
метрикой  , .x y x y    Учитывая, что сходимость в пространстве 

 ,  n
p pR  есть покоординатная сходимость, можно сделать вывод и о пол-

ноте  ,  n
p pR ; 

б) пространство   max, ,  С a b   непрерывных на отрезке  ,a b  веще-

ственных функций  x t  с метрикой  
 

   max ,
,  max

t a b
x y x t y t


   является 

полным пространством. Этот факт известен из курса математического ана-
лиза как критерий Коши о равномерной сходимости последовательности 
непрерывных функций;  

в) покажем, что пространство   max, ,  M a b   ограниченных на  ,a b  

вещественных функций  x t  с метрикой  
 

   max ,
,  max

t a b
x y x t y t


   явля-

ется полным пространством. Пусть   nx t  есть фундаментальная после-
довательность в  ,M a b , то есть по определению  

   
 

   
,

0 ,  ,  max / 2 .n mt a b
n n m n m n x t x t  



           
 

N N  

Отсюда при каждом  ,t a b  для ,  n m n  имеем     / 2n mx t x t   . Это 

означает, что при каждом  ,t a b  числовая последовательность   nx t  
является фундаментальной в R , а значит, и сходящейся в R . Обозначим 

   *lim nn
x t x t


 . Покажем, что    * ,x t M a b . При m   имеем 

   * / 2nx t x t    при всех  ,t a b  и n n . Значит, 

 
   *

,
max / 2nt a b

x t x t  


   . В силу малости   можно полагать, что 

0 1  . Тогда найдется 0K   такое, что для всех  ,t a b   nx t K . 

При этом        * * 1n nx t x t x t x t K     , что и означает 

   * ,x t M a b . 
По определению полноты метрического пространства показывается, 
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что ,  ,  ,  pl m s c  являются полными пространствами (см. [6]).  

Пример 1.19. На множестве  1 ,С a b  непрерывно дифференцируемых 
на отрезке  ,a b  функций введем функцию   

   
 

   
 

   1

, ,
,  max max

t a b t a b
x y x t y t x t y t

 
     . 

Проверить, что  1  задает метрику на  1 ,С a b . Доказать полноту мет-

рического пространства     11 , ,  С a b  .  

Решение. Проверим аксиому тождества:  

     
   

 
   

   
   

   ,1

,

max 0, 0,
,  0

0,max 0,
t a b

t a b

x t y t x t y t
x y x t y t

x t y tx t y t






          
      

. 

Если  nx  фундаментальная последовательность в  1 ,С a b , то по-
следовательности  nx ,  nx  фундаментальны в  ,С a b . В силу полноты 
пространства  ,С a b  для  nx ,  nx  существуют функции  x x t ,  

 y y t :      nx t x t ,     nx t y t  . Так как  

     
t

n n na
x t x a x s ds   , 

то, переходя к пределу в последнем равенстве, получаем равенство  

     
t

a
x t x a y s ds   ,  

откуда следует, что функция  x x t  непрерывно дифференцируема (то 

есть    1 ,x t С a b ) и         
t

a
x t x a y s ds y t


    . Значит, 

   
 

   
 

   1

, ,
lim ,  lim max max 0n n nn n t a b t a b

x x x t x t x t x t
   

       
 

, 

что доказывает, что фундаментальная последовательность  nx  является 
сходящейся к функции  x x t .  

 
Задачи для самостоятельного изучения 

Задача 1.15. Показать, что пространство   1,1 ,   с метрикой 

 ,  x y x y    не является полным пространством на примере последо-
вательности  / 1nx n n  .  

Задача 1.16. Показать, что в пространстве   0,1 ,  L LC   последова-Ка
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тельность функций  
1,   1/ ,
,   1/ 1/ ,

1,      1/
n

t n
x t nt n t n

t n

  
   
 

 является фундаменталь-

ной, но не сходящейся.  
Задача 1.17. Показать с помощью определения, что последователь-

ность  
 
 

1 ,  0,   1/ ,

0,        1/ ,   1n

nt t n
x t

t n

   


 в пространстве   max0,1 ,  C   не фунда-

ментальна (а значит, и не сходится). 
Задача 1.18. Показать с помощью определения, что последователь-

ность    

 

1 ,  0,   1/ ,
1

0,        1/ ,   1
n

nt t n
nz t

t n

   
 

 в пространстве   max0,1 ,  C   фунда-

ментальна (а значит, сходится). 
Задача 1.19. Докажите, что пространство   0 sup,  C R  непрерывных 

на R  функций, таких что  lim 0
t

x t


 , с метрикой 

 
 

   sup
,

,  sup
t a b

x y x t y t


  , является полным пространством.  

Задача 1.20. Пусть  1 1,  X   и  2 2,  X   - два полных метрических 
пространства. Положим на множестве 1 2X X  функцию 

        1 2, ,  , , ,h x y x y x x y y      . Выяснить, является ли пара 

 1 2,  X X h  полным метрическим пространством? 
  

1.5. Принцип сжимающих отображений 
Определение 1.8. Пусть  ,  X   метрическое пространство, 

: X XP  - отображение X  в себя. Точка *x X  называется неподвиж-
ной точкой отображения P , если  * *x xP .  

Иначе говоря, неподвижная точка отображения есть решение уравне-
ния  x xP . Уравнения, которые могут быть записаны в таком виде, воз-
никают в различных приложениях, вопрос о существовании и поиске не-
подвижной точки есть один из важнейших — это вопрос о существовании 
и построении решений уравнений. Одним из общих методов построения 
решений уравнений указанного специального вида является метод про-
стых итераций. Он заключается в следующем: берется точка 0x X  (ну-
левое приближение) и по ней строится последовательность  nx :  

     1 0 2 1 1,  , ...,  ,  ...n nx x x x x x   P P P  
Если последовательность  n n

x  сходится к некоторой точке *x X  и 
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отображение : X XP  непрерывно, то, переходя к пределу в равенстве 
 1n nx x  P , получаем, что  * *x x P , т. е. *x X  есть неподвижная точ-

ка. Однако в общем случае последовательность  nx  может и не быть схо-
дящейся.  

Определение 1.9. Отображение : X XP  метрического пространст-
ва  ,  X   в себя называется сжимающим (или сжатием), если существу-
ет 0 1   такое, что для любых ,  x y X :       ,  ,  x y x y   P P . 

Другими словами, сжимающее отображение есть отображение, удов-
летворяющее условию Липшица с константой 0 1  . 

Любое сжимающее отображение является непрерывным. Рассмотрим 
  0n n

x x X  , то есть  0,  0nx x  . Тогда в силу условия сжимаемости   

      0 0,  ,  n nx x x x   P P ,    (1.5) 

то есть     0,  0nx x P P  при n  , что и доказывает непрерывность 
сжимающего отображения. 

Нижеследующая теорема С. Банаха 1 позволяет ответить на вопрос о 
существовании неподвижной точки отображения (а значит, и на вопрос о 
существовании решения уравнения). 

Теорема (принцип сжимающих отображений). В полном метриче-
ском пространстве  ,  X  сжимающее отображение : X XP  имеет 
единственную неподвижную точку. Для любого начального (нулевого) 
приближения 0x X  последовательные приближения  1n nx x  P  

( 1,2,...n  ) сходятся к неподвижной точке *x X :  * *x xP .  

Доказательство. 1. Покажем, что последовательность  nx  является 
фундаментальной. Применяя n  раз неравенство (1.5), получаем  
          2

1 1 1 1 2,  ,  ,  ,  ...n n n n n n n nx x x x x x x x              P P  

 1 0,  .n x x    
Пусть m n . Применим m n  раз неравенство треугольника и только 

что установленное неравенство. Получим 
       1 1 2 1,  ,  ,  ... ,  n m n n n n m mx x x x x x x x            

         1 1
1 0 1 0 1 0

1
... ,  ,  ,  

1 1

n m n n
n n m x x x x x x

  
     

 


 


     

 
.  

Так как 0 1  , то при n    ,  0n mx x  , то есть последователь-
ность  nx  является фундаментальной. Так как  ,  X   есть полное про-
странство, то  nx  имеет предел *x X . В силу непрерывности отображе-

                                                
1 Стефан Банах (Banax Stefan – 1892-1945) – польский математик, один из создателей современного 
функционального анализа. 
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ния P  получим  * *x x P , то есть *x X  - неподвижная точка.  
2. Доказательство единственности неподвижной точки. Пусть 

*y X   неподвижная точка, * *y x . Тогда  

        * * * * * *,  ,  ,  ,x y x y x y     P P  

откуда      * * * * * *1 ,  0 ,  0 .x y x y x y         Это доказывает един-
ственность неподвижной точки.  

Если в неравенстве  ,  n mx x   1 0,  
1

n

x x



 устремить m в беско-

нечность, то получим  *,  nx x   1 0,  
1

n

x x



. При этом неравенство  

 
 1 0

11 ln
ln ,  

n
x x

 
 

 
    

 
     (1.6) 

определяет число n  последовательных приближений, достаточных для 
достижения требуемой точности 0  .  

Рассмотрим примеры применения принципа сжимающих отображений.  
Пример 1.20. Показать, что отображение P , задаваемое равенством 

 
2 2
2

xx
x


P  при  1,2x , является сжимающим. Найти его неподвиж-

ную точку.  
Решение. Возьмем полное метрическое пространство  ,  X    

  1,2 ,    с метрикой x y   ,  , 1,2x y . Покажем, что P  является 
сжимающим отображением отрезка  1,2  в себя. Имеем для каждого 

1 2x  : 
1 1 1
2 x
  ; тогда  

       1 1 2 11 1 2 2 1 2
2 2 2

x x x
x

          
 

P P . 

Последнее неравенство означает, что P  отображает отрезок  1,2  в 
себя. Далее, при всех  , 1,2x y  имеем 

        
2 2 2 22 2 1 2 2,  
2 2 2

x y x y xy y xx y x y
x y xy

     
     P P P P  

  21 1 2 1 .
2 2

x y xy
x y

xy xy
 

      

Рассмотрим функцию   2 1f t
t

  ,  1,4t . Эта функция на отрезке 

 1,4  непрерывна, строго монотонно убывает, ограничена значениями 
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 1 1f  ,  4 0,5f   , то есть   1f t   при  1,4t . Тогда при всех 

 , 1,2x y  

    
1

1 2 1,  1
2 2

x y x y x y x y
xy

 



         P P


, 0,5 1   , 

что доказывает, что отображение P  является сжимающим в отрезке  1,2 .  

Неподвижная точка *x X  является решением уравнения 
2 2
2

xx
x


 , 

то есть * 2x  . 
Пример 1.21. Пользуясь принципом сжимающих отображений, дока-

зать,  что последовательность цепных дробей  

1 2 3
1 12,  2 ,  2 ,  ...12 2

2

x x x    


 

является сходящейся, найти ее предел. 
Решение. Последовательность  nx  задается рекуррентной формулой 

общего члена 
1

12n
n

x
x 

   при 2,  3, ...n   ( 1 2x  ). Последовательность 

 nx  является строго монотонно убывающей, ограниченной сверху числом 
2,5 и снизу числом 2: 2 2,5nx  . Согласно признаку Вейерштрасса она 
является сходящейся. 

Введем отображение   12x
x

 P , которое переводит отрезок  

 2;  2,5  в себя (убедиться самостоятельно). Убедимся, что P  является 
сжимающим на  2;  2,5  отображением. При всех  1 2,  2;  2,5x x   имеем 

     1 2
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1, 2 2 x xx x x x
x x x x x x x x


    

             
   

P P  

 1 2 1 2 1 2
1 1 ,  ,  0,25 1

2 2 4
x x x x x x           


. 

Согласно принципу сжимающих отображений на отрезке  2;  2,5  
найдется единственная неподвижная точка *x  отображения P , которая яв-

ляется пределом последовательности  nx . Решая уравнение 
12x
x

  , по-

лучаем * 1 2x   .  
Пример 1.22. Задано отображение    :  0, 0,C C P  по правилу 
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     1 sin 2
3

x t x t t P . Пользуясь принципом сжимающих отображе-

ний, установить существование и единственность неподвижной точки дан-
ного отображения; найти число последовательных приближений для нахо-
ждения приближенного решения с точностью до 0,5.  

Решение. Покажем, что отображение P  является сжимающим. Для 
любых      , 0,x x t y y t C    :  

          
0

1 1,  max sin 2 sin 2
3 3t

x y x t t y t t



 

          
   

P P  

               
0 0

1

1 2max sin 2 sin 2 max sin cos
3 3t t

x t y t x t y t x t y t
    



      


 

     
0

2 max , ,  2 /3 1
3 t

x t y t x y


 
 

      . 

Согласно принципу сжимающих отображений существует единствен-
ная неподвижная точка    * * 0,x x t C    отображения P такая, что 

    * *1 sin 2
3

x t x t t  . Функцию  * *x x t  можно найти методом после-

довательных приближений  

    1
1 sin 2
3n nx t x t t  ( 1,2,...n  ), 

взяв за начальное (нулевое) приближение  0 0x t  . При этом первое при-

ближение       1 0
1 1sin 2 sin 2 0
3 3

x t x t t t t      . Из неравенства (1.6) 

найдем число n  последовательных приближений, достаточных для дости-
жения требуемой точности ( 0,5  ,    1 00 0

max max
t t

x t x t t
 


   

   ): 

 
 0,5 1 2 /31 ln 7,24

ln 2 /3
n


  

   
 

, то есть примем 8n  . 

При решении некоторых задач возможно использование модифициро-
ванной теоремы Банаха – обобщенный принцип сжимающих отображений.  

Теорема (обобщенный принцип сжимающих отображений). Пусть 
дано отображение : X XP  полного метрического пространства  ,  X   
в себя и существует такое nN , что отображение :n X XP  является 
сжатием [n-я степень отображения P  определяется индуктивно 

    1n nx xP P P ]. Тогда P  имеет единственную неподвижную точку 
*x X . При этом для любого начального (нулевого) приближения 0x X  

последовательные приближения  1n nx x  P  ( 1,2,...n  ) сходятся к 

неподвижной точке *x X :  * *x xP .  
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вижной точке *x X :  * *x xP .  
Пример 1.23. Рассмотрим линейное интегральное уравнение Вольтерра  

   
0

2 1
t

x t tsx s ds  . 

Доказать, что оно имеет на отрезке  0,  1  единственное непрерывное 
решение. Найти первые четыре приближения к точному решению.  

Решение. Определим отображение    :  0,1 0,1C CP по правилу 

    
0

2 1
t

x t tsx s ds P . Выясним, является ли оно сжимающим на  0,1C . 

Для любых      , 0,x x t y y t C    :  

              

     

     

0 1 0 1
0 0

2

0 1 0 1 0 1
0

3

0 1

,  2max 2max

2max max 2max ,
2

max , 1 , , ,

t t

t t

t

t t t

t

x y ts x s y s ds t s x s y s ds

tt sds x t y t t x y

t x y x y x y





  

   

     

 

     

       

    

 



P P

 

то есть не удалось доказать, что отображение P  является сжатием.  
Рассмотрим отображение     2 x xP P P . В данном случае имеем 

           

  

2

0 0 0

2 1 2 2 1 1
t t s

x s

x t x t ts x s ds ts s x d ds  



 
         

 
  

P

P P P P


 

   2

0 0 0 0 0

2 2 1 1 4 2 1
t s t s t

ts s x d ds ts x d ds tsds     
   

          
   

      

   2 3 2 3

0 0 0

4 1 4 1
t s t t

t s ds x d t t x d s ds t


     
 

       
 

     

 
3 3

3

0

4 1.
3 3

t tt x d t
  
 

     
 

  

Итак,    
3 3

2 3

0

4 1.
3 3

t tx t x d t  
 

     
 

P  Покажем, что отображе-

ние 2P  является сжатием:   

         
3 3

2 2

0 1
0

,  max 4
3 3

t

t

tx y t x y d    
 

 
     

 
P P

     
3 3 3 4

0 1 0 1 0 1
0 0

max 4 max max 4 ,
3 3 3 3

t t

t t t

t tt d x t y t t d x y     
     

   
           

   
 
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   
3 2 5 5 5

0 1 0 1
0

max 4 , max 4 ,
3 2 15 6 15

t

t t

t t tt x y t x y




   


   


   
           

   

   6

0 1
max 0,4 , 0,4 , ,   0,4 1.

t
t x y x y  

 
       

Так как 2P  является сжатием, то отображение P  имеет единственную 
неподвижную точку, то есть линейное интегральное уравнение Вольтерра 
имеет единственное непрерывное на отрезке  0,  1  решение. Построим 
первые три приближения к этому решению по итерационной схеме:  

     1 0
0

2 1,  1,2,...,  0
t

n nx t ts x s ds n x t     ,  

   1 0
0 0

2 1 1
t

x t ts x s ds


    ,    
3

2 1
0 01

2 1 2 1 1
t t

x t ts x s ds t sds t


         , 

       
3

3 4 6 3
3 2

0 0 01

22 1 2 1 1 2 1 1
5

t t t

s

x t ts x s ds t s s ds t s s ds t t
 

               .  

 
Задачи для самостоятельного изучения 

Задача 1.21. Доказать, что отображение :f R R ,   3f x x  являет-
ся сжимающим на множестве  0,5;  0,5X    и не является сжимающим 

на множестве  1 1
3 3
,X   . 

Задача 1.22. Пусть задана вещественная дифференцируемая функция  
:f R R ,  D f  R . Доказать, что f  есть сжимающее отображение в 

пространстве  ,  R  с естественной метрикой тогда и только тогда, когда 

существует  0,1  такое, что  f x    при всех xR . 
Задача 1.23. Доказать, что при  0,  1a  последовательность  nx  

 2
1 1

1 ,  1,  2,  ...,  0
2n n nx x x a n x      , является сходящейся к числу a .  

Задача 1.24. Пользуясь принципом сжимающих отображений, дока-
зать,  что последовательность цепных дробей  

1 2 3
1 14,  4 ,  4 ,  ...13 3

3

x x x    


 

является сходящейся, найти ее предел. 
Задача 1.25. Пользуясь принципом сжимающих отображений, дока-

зать, что уравнение  
     20,2 ,  0,  1x t t x t t     

имеет единственное непрерывное на  0,  1  решение. Найти число итераций, 
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которое потребуется для нахождения приближенного решения с точностью 
до 0,1 (указание: использовать тот факт, что вместе с неравенством 
0 1t   выполняется также и неравенство 20 1t  ).  

Задача 1.26. Пользуясь принципом сжимающих отображений, дока-
зать,  что уравнение 

     2 1 sin ,  0,  
2

x t t x t t 


     

имеет единственное непрерывное на  0,    решение. Найти число итера-
ций, которое потребуется для нахождения приближенного решения с точ-
ностью до 0,1 [принять  0 0x t  ].   

Задача 1.27. Доказать, пользуясь обобщенным принципом сжимаю-
щих отображений, что линейное интегральное уравнение Вольтерра имеет 
на отрезке  0,  1  единственное непрерывное решение. Найти первые два  
ненулевых приближения к точному решению (принять  0 0x t  ):  

а)     2 31
3

0

t

x t tsx s ds t t   ,  б)    2

0

3 1
t

x t t sx s ds t   .  

 
1.6. Решение скалярных уравнений 

Пусть дано скалярное уравнение  
 x x ,      (1.7) 

где функция    :  ,  ,  a b a b   удовлетворяет условию Липшица с кон-

стантой  0,  1L , то есть    1 2 1 2x x L x x     при всех  1 2, ,  x x a b . 

Тогда уравнение (1.7) имеет единственное решение  * ,  x a b , которое 
может быть получено методом простых итераций как предел последова-
тельности приближений  1n nx x  , 1,2,...n  ,  0 ,x a b  (см. рисунок).  

Покажем, что выполняются условия теоремы Банаха. Полагаем 
 ,  X a b , x y    [при этом  ,  X   есть полное метрическое про-

странство],    x xP . Согласно условию Липшица имеем 

                ,  ,  ,  ,x y x y x y L x y x y


       


       P P  

то есть P  есть сжимающее отображение. Значит, по принципу сжи-
мающих отображений существует единственная неподвижная точка 

 * ,  x a b , являющаяся решением уравнения (1.7).  
Условие Липшица для функции   с константой  0,1L  будет вы-

полняться, если выполняется неравенство   1x q    при всех  ,  x a b .  Ка
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Решение *x  уравнения (1.7) 
является абсциссой точки 
пересечения графиков двух 
функций:  y x y x ,  . На 
рисунке видно, что точки  

... , ..., , , , 210 nxxxx  приближа-
ются к *x . 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a b *x  

y x  

x 

 y 

 y x  

x0  x1  x2  x3  

  x0  

  x1  

 
 

В задачах, как правило, требуется найти решение уравнения  
  0f x  .        (1.8) 

Покажем, что в некоторых случаях это уравнение можно привести к 
виду (1.7) таким образом, чтобы для функции   выполнялись условия тео-
ремы Банаха. Уравнение (1.8) равносильно уравнению  

    x x f x             (1.9) 
[оно получается из (1.8) путем умножения на    и прибавления к обеим 
частям x ]. Будем полагать, что на отрезке  ba  ;  функция  xf  монотонна 
(а значит, ее производная  f x  сохраняет свой знак):  f x >0 или 

 f x <0. Рассмотрим в отдельности два этих случая: 
а) пусть   f x 0  при x  ba  ; . Так как  f x  непрерывна на  ba  ; , то 

существуют числа 
 

 m f x
a b

 min ( )
;

, 
 

 M f x
a b

 max ( )
;

 такие, что при всех 

x  ba  ;  выполняются неравенства  0    m f x M . Числа m M,   ищутся 
среди своих значений в стационарных точках [среди точек, в которых 

  f x 0 ] и в концах a, b. Кроме того, будем считать что m M . 
Возьмем   1 0/ M  и покажем, что для функции (1.9)  

    x x
M

f x 
1      (1.10) 

выполняется неравенство   1x q    при всех  ,  x a b . Имеем 

          x
M

f x
M

M1 1 1 1 0 , 

                       


 x x
M

f x
M

f x
M

т M m
M

1 1 1 1 1 1 1. 

Итак, при всех x  ba  ; :      x m
M

q1 , причем 0 1 q ;  
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б) пусть   f x 0  при всех x   ba  ; . В этом случае функцию  x  
находят в виде  

    x x
M

f x 
1 ,    (1.11) 

где 
 

 M f x
a b

  max ( )
;

, 
 

 m f x
a b

  min ( )
;

.  

Пример 1.24. Решить с точностью до   0 001,  методом простых ите-
раций уравнение x x x3 22 7 3 0    . 

Решение. Непосредственно можно убедиться, что на отрезке  1 0;   
уравнение имеет только одно решение. Подберем функцию   x  в виде 

(1.9). Имеем  f x x x x   3 22 7 3 , причем   23 4 7 0f x x x      на 
 1 0;   (функция f  строго возрастает на  1 0;  ). Значит, функцию   бу-
дем подбирать в виде (1.10).  

Найдем числа m M, . Стационарная точка x( ) /0 2 3  для функции 
 f x , определяемая из условия     f x x6 4 0 , не принадлежит отрез-

ку  1 0;  . А это значит, что m M,  ищутся среди значений функции  f x  
в концах отрезка  1 0;  , то есть в точках x x  1 0,  : 

                f f1 3 1 4 1 7 14 0 72 ,   , m  7 , M  14 . 
Итак, функция   имеет вид  

    x x
M

f x 
1 =  x x x x x x x        

1
14

2 7 3 1
14

1
7

1
2

3
14

3 2 3 2 . 

Составляем итерационную последовательность точек 

 1 nn xx  3 2
1 1 1

1 1 1 3
14 7 2 14n n nx x x       , где x0 0 , x1  –0,2143. 

Найдем число n, достаточное для получения решения уравнения с 
точностью до   0 001,  (при этом 1 / 1/ 2q m M    ) из неравенства 
(1.6):  

 
1 0

11 ln
ln

n
x x
 


 

       
1 0,5 0,001ln 8,74

ln 1/ 2 0,2143
n     

 
.   

Наименьшее натуральное значение n при этом равно 9. Все вычисле-
ния заносим в таблицу.  

n  xn1  1 nn xx   
1 x0 0  x1  –0,2143 
2 x1  –0,2143 x2  –0,3142 
3 x2  –0,3142 x3 –0,3551 
4 x3 –0,3551 x4 –0,3706 
5 x4 –0,3706 x5  –0,3763 
6 x5  –0,3763 x6  –0,3784 
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7 x6  –0,3784 x7 –0,3792 
8 x7 –0,3792 8x –0,3794 

Ответ: 0 8 0,3794x    . 
 

Задачи для самостоятельной работы 
Задача 1.28. Доказать, что уравнение 2 1xxe   имеет единственное 

решение, принадлежащее отрезку  0,  1 . Найти достаточное количество 
приближений для получения приближенного решения уравнения с точно-
стью до 0,01. 

Задача 1.29. Отделить корни уравнения x3 +3 x2 –1 0  аналитически и 
уточнить их методом простых итераций (последовательных приближений) 
с точностью до 0,01 (предварительно вычислить количество  приближений, 
достаточных для получения требуемой точности). 

 
 

1.7. Решение систем линейных алгебраических уравнений 
Рассмотрим в  ,  n  R  с метрикой  

1
,  max k kk n

x y x y  
   систему 

линейных алгебраических уравнений  
x Ax b  ,      (1.12) 

где  1 2,  ,  ..., T
nx x x x ,  1 2,  ,  ..., T

nb b b b ,  
, 1

n

ij i j
A a


  вещественная мат-

рица. Определим отображение :  n n
 P R R  по правилу  x Ax b P  

[при этом  ,  n  R  есть полное метрическое пространство]. Выясним, при 
каких условиях отображение P  является сжимающим. Обозначим через 

 iAx  i-компоненту вектора Ax , то есть  
1

n

ik ki
k

Ax a x


 . Тогда для любых 

векторов , nx y R  имеем 

              

    

1 1

1 1 11 1

,  max max

max max max

i i i ii n i n

n n

ik k k ik k kii n i n i nk k

x x Ax b Ay b Ax Ay

A x y a x y a x y

    

     
 

      

        

P P

 
1 11
max max ,  ,

n

ik k ki n k nk
a x y x y



    




    


 где 
1 1

max
n

iki n k

a
 



  .  

Таким образом, если  

1 1

max 1
n

iki n k

a
 



  ,     (1.13) 

то отображение :  n n
 P R R  является сжимающим, то есть согласно 

принципу сжимающих отображений оно имеет единственную неподвиж-
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ную точку. Это означает, что система (1.12) имеет единственное решение 

 * * * *
1 2,  ,  ..., 

T

nx x x x , которое может быть найдено как предел последова-
тельности приближений 

     1 0,   1,2,...,  n n nx Ax b n x
    R произвольно,  (1.14) 

где         1 2,  ,  ..., 
Tn n n n

nx x x x . В частности, в качестве начального (нулево-

го) приближения удобно взять 0
nx b  R . При этом наименьшее число n  

итераций (последовательных приближений), достаточное для нахождения 
приближенного решения с точностью до 0  , удовлетворяет неравенству  

 
 

 
   1 0

1 0
1

1 11 1ln ln .
ln ,  ln max k kk n

n
x x x x

   
  

 

                
 

Будем называть систему вида (1.12), для элементов матрицы А кото-
рой выполняется неравенство (1.13), системой, допустимой для итераций 
(системой, допустимой для метода последовательных приближений).  

Пример 1.25. Решить методом простых итераций с точностью до 
0,01   систему линейных уравнений  

1 1 2

2 1 2

0,32 0,17 2,
0,11 0,29 3.

x x x
x x x
  

   
 

Решение. Для матрицы 
0,32 0,17
0,11 0,29

A
 

  
 

 системы имеем  

 
2

1 2 1

max max 0,5;  0,4 0,5 1iki k

a
 



    . 

Найдем первые два приближения по схеме (1.14):  
 0 2

3
x b  

    
,    1 0x Ax b  

0,32 0,17 2 2 3,15
0,11 0,29 3 3 3,65

       
                  

. 

Находим наименьшее число n  итераций (последовательных прибли-
жений), достаточное для нахождения приближенного решения с точностью 
до 0,001  , используя неравенство   

 
     

 
 1 0

1 2

1 0,01 1 0,51 1ln ln 11,168.
ln ln 0,5 max 1,15;  0,65max k kk

n
x x

 


 

                
 

Таким образом, для достижения требуемой точности 0,01   доста-
точно вычислить первые 11 приближений. Необходимые расчеты прово-
дим по таблице (расчеты округляем до десятитысячных). Ка
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n  
1

nx   
2
nx  n  

1
nx   

2
nx  

0 2 -3 6 3,8497 -3,6311 
1 3,15 -3,65 7 3,8492 -3,6295 
2 3,6285 -3,7119 8 3,8488 -3,6291 
3 3,7922 -3,6773 9 3,8486 -3,6291 
4 3,8386 -3,6493 10 3,8485 -3,6291 
5 3,8487 -3,6360 11 3,8485 -3,6291 
Таким образом, приближенное решение системы имеет вид 

 11 3,8485
3,6291

x  
   

. 

Пример 1.26. Можно показать, что если система линейных алгебраи-
ческих уравнений имеет вид   

Bx c ,      (1.15) 
где  1 2,  ,  ..., T

nx x x x ,  1 2,  ,  ..., T
nc c c c ,   

, 1

n

ij i j
B b


  - вещественная мат-

рица, для элементов которой выполняются условия 

   1,2,...,
n

ii ik
k i

b b i n


      (1.16) 

(в этих случаях говорят, что матрица В обладает свойством строгого диа-
гонального преобладания), то систему (1.15) можно записать в виде систе-
мы (1.12), для которой выполняются условия принципа сжимающих ото-
бражений.   

 
Задачи для самостоятельной работы 

Задача 1.30. Решить методом простых итераций с точностью до 
0,01   систему линейных уравнений, сравнить с ее точным решением:  

а) 1 1 2

2 1 2

0,2 0,7 0,2,
0,1 0,2 1,5,

x x x
x x x
   

   
  б) 1 1 2

2 1 2

0,3 0,5 0,5,
0,2 0,1 1,1.

x x x
x x x
  

    
 

Задача 1.31. Систему линейных уравнений преобразуйте так, чтобы ее 
можно было решить итерационным методом (то есть привести ее к системе 
допустимого вида). Найти количество последовательных приближений, 
достаточных для получения требуемой точности. Вычислить приближен-
ное решение СЛАУ. Сравнить с точным решением СЛАУ:   

а) 1 2

1 2

3 5,
2 3 7,
x x
x x
 

  
  б) 1 2

1 2

2 3 1,
4 5 9.

x x
x x

  
  

 

 
1.8. Линейные интегральные уравнения Фредгольма 2-го рода 
Определение. Уравнение вида  

       ,
b

a
x t K t s x s ds t      (1.17) 

относительно неизвестной функции  x x t , где  ,K t s   непрерывная 

Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и Р
ГР
ТУ



функция при  , ,t s a b (ядро уравнения),  t  заданная непрерывная 
функция аргумента  ,t a b , R  - параметр, называется линейным ин-
тегральным уравнением Фредгольма 2-го рода.  

Если   0t  , то уравнение (1.17) называется линейным однородным 
интегральным уравнением Фредгольма 2-го рода. При   0t   уравнение 
(1.17) называется линейным неоднородным интегральным уравнением 
Фредгольма 2-го рода.  

Решением уравнения (1.17) называется функция  x x t , при подста-
новке которой в уравнение последнее обращается в тождество относитель-
но  ,t a b .  

Применив принцип сжимающих отображений, покажем, что при дос-
таточно малом значении R  и заданной функции   уравнение (1.17) 
имеет единственное непрерывное на отрезке  ,a b  решение  x x t . В си-
лу непрерывности функции  ,K t s  на    , ,a b a b  найдется число 0M   

такое, что  ,K t s M . В качестве полного метрического пространства 

возьмем   max, ,  C a b   с метрикой  
 

   max ,
,  max .

t a b
x y x t y t


   В качест-

ве отображения    : , ,C a b C a bP  возьмем  

        ,
b

a
x t K t s x s ds t  P . 

Тогда для любых  , ,x y C a b   

    
 

     
 

      max , ,
,  max max ,

b

at a b t a b
x y x t y t K t s x s y s ds 

 
    P P P P

 
      

 
     , ,

max , max
b b

a at a b t a b
M

K t s x s y s ds M x t y t ds 
 



            
  

 
 

   max , .M b a x y       Итак, при всех  , ,x y C a b  

        max max,  , .x y M b a x y      P P  

Тогда, если   1M b a     , то есть   1/ M b a    , то отображе-
ние P  является сжатием, а значит, уравнение (1.17) имеет единственное 
решение  x x t . При этом решение можно построить методом последо-
вательных приближений по формулам 

           1 0, ,  1,2,...,  .
b

n na
x t K t s x s ds t n x t t         (1.18) 

Пример 1.27. Показать, что уравнение    
1 2 2

0
2x t s x s ds t   имеет 

единственное решение на отрезке  0,1 . Найти первые 3 последовательные 
приближения к точному решению. Найти точное решение уравнения. 
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Решение. Отображение     
1 2 2

0
2x t s x s ds t P  является сжимаю-

щим в   max0,1 ,  C  , так как при всех  , 0,1x y C :   

    
 

    
 

    1 12 2
max 0 00,1 0,1

,  max 2 2 max
t t

x y s x s y s ds x t y t s ds
 

       P P  

 
     max0,1

1 22 max , .
3 3t

x t y t x y


        

Построим первые 3 приближения к точному решению: примем  
  2

0 ,x t t  тогда находим  

   
1 1 12 2 2 2 2 4 2 2

1 00 0 0

22 2 2 ,
5

x t s x s ds t s s ds t s ds t t             

   
1 1 12 2 2 2 2 2 4 2

2 10 0 0

2 22 2 2
5 5

x t s x s ds t s s ds t s s ds t                
       

1 2 4 2 2 2

0

2 2 1 22 2 ,
5 15 5 3

s s ds t t t             
     

   
1 1 12 2 2 2 2 2 4 2

3 20 0 0

2 22 2 2
3 3

x t s x s ds t s s ds t s s ds t                
       

1 2 4 2 2 2

0

2 2 1 382 2 .
3 9 5 45

s s ds t t t             
     

Найдем точное решение уравнения. Решение будем искать в виде 
  2x t k t  , где k неизвестное число. Подставляя функцию   2x t k t   

в исходное уравнение, получаем  

   

 

1 12 2 2 2 2 2

0 0

1 12 4

0 0

2 2

12 2 1,2.
3 5

k t s k s ds t k s k s ds

kk k s ds s ds k k

         

         
 

 

 
 

Таким образом, точное решение уравнения имеет вид   21,2x t t  . 
Пример 1.28. Выяснить, при каких значениях параметра R  урав-

нение      
1

0

t sx t e x s ds t    имеет на  0,1  единственное решение?  

Решение. Введем отображение       
1

0

t sx t e x s ds t  P в про-

странстве   max0,1 ,  C  . При всех  , 0,1x y C  

    
 

    
 

    

   
 

 

         

1

max 00,1 0,1

1 1 1

max0 0 00,1 0,1 0,1

1
max max max

,  max max

max max , max

, 1 , 1 , .

t s

t t

t s t s t s

t t t

x y e x s y s ds x t y t

e ds e e ds x y e e ds

x y e e x y e x y

  

  

    



 

  

  



      

        

         



  

P P
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При   11e   отображение    : 0,1 0,1C CP  является сжимаю-
щим, что гарантирует существование единственного решения интеграль-
ного уравнения. 

Интегральные уравнения Фредгольма с вырожденным ядром. Ин-
тегральное уравнение Фредгольма 2-го рода (1.17) называется уравнением 
с вырожденным ядром, если функция  ,K t s  может быть представлена в 
виде суммы конечного числа произведений функций только от t на функ-
ции только от s, то есть ядро имеет вид  

     1
, n

k kk
K t s a t b s


 . 

При этом функции    ,  k ka t b s  ( 1,2,...,k n ) будем считать непре-
рывными при  , ,t s a b  и линейно-независимыми между собой. Перепи-
шем уравнение с вырожденным ядром в виде 

         1

bn
k kk a

x t t a t b s x s ds 


    .    (1.19) 
Перепишем уравнение (1.19) в виде  

     1

n
k kk

x t t C a t 


   ,      (1.20) 

где    
b

k ka
C b s x s ds   ( 1,2,...,k n ) – неизвестный коэффициент. Значит, 

решение интегрального уравнения (1.17) с вырожденным ядром сводится к 
нахождению неизвестных постоянных kC  ( 1,2,...,k n ). Подставляя функ-
цию (1.20) в интегральное уравнение (1.19), получаем 

        1
1

0
n b n

m m k k mka
m

C b s s C a s ds a t 




      . 

В силу линейной независимости функций  ka t  ( 1,2,...,k n ) из по-
следнего уравнения следует, что  

     1
0

b n
m m k kka

C b s s C a s ds 


     , 

или 

         1
  1,2,...,

b bn
m k k m mk a a

C C a s b s ds b s s ds m n 


      . 

Обозначив           ,     1,2,...,
b b

mk k m m ma a
a a s b s ds f b s s ds m n    , 

получим  1
 1,2,...,n

m mk k mk
C a C f m n


   , или в развернутом виде 

 
 

 

11 12 2 1 1

21 22 2 2 2

2

1

1

1

1 2

... ,

... ,
.................................................................

1

1

... 1 .

n n

n n

n n nn n n

a a C a C f

a a C a C f

a a a C f

C

C

C C

  

  

  

     

  




  


    
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Система (1.21) есть система n линейных алгебраических уравнений 
относительно неизвестных 1 2,  ,  ..., nC C C . Если ее определитель   

 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
det 0

... .

1
1

1
.. ... ...

...

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

  
  



  

 
 



 
    








 

, 

то она однозначно разрешима относительно 1 2,  ,  ..., nC C C . При найденных 
значениях 1 2,  ,  ..., nC C C  получим решение (1.20). 

Пример 1.29. Найти решение интегрального уравнения 

     2cos sin .x t t s t s x s ds t






      

Решение. В данном случае ядро является вырожденным, так как  
 

 


 


 


 


1 1 2 2

2, cos sin .
a t b s a t b t

K t s t s t s
   

     

Решение уравнения находим в виде  
        1 1 2 2x t t C a t C a t    , 

где 1 2,  C C   пока неизвестные коэффициенты. Для составления системы 
(1.21) находим коэффициенты    

   11 1 1 cos 0a a s b s ds s sds
 

  
      (учли нечетность подынтегральной 

функции coss s  на отрезке  ,    ),  

    2
12 2 1 cos 4a a s b s ds s sds

 

 


 
      , 

   21 1 2 sin 2a a s b s ds s sds
 

 


 
     , 

    2
22 2 2 sin 0a a s b s ds s sds

 

  
      (учли нечетность подынтегральной 

функции 2 sins s  на отрезке  ,    ),  

   1 1 cos 0f b s s ds s sds
 

 


 
     ,  

   2 2 sin 2f b s s ds s sds
 

 
 

 
     . 

Система (1.21) имеет вид 
2

2

1

1

0,
22 .

4
C

C
C

C 



 





 

 

Ее определитель   2 21 4
det 1 8 0

2 1


  


 
      

, что означает, 

что система имеет единственное решение, которое может быть найдено по 
формулам Крамера:  
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 
 
 
 

1
1

2
2

2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 ,
0 4 8det

2 11 8 1 8

1 0

 

1 .2det
2 21 8 1 8

C

C

  
   


   




 



    



   


 
   
 
   

 

В результате искомое решение интегрального уравнения имеет вид  

        
2

1 1 2 2 2 2
2

2 2

8 2
1 8 1 8

x t t C a t C a t t t t    
   

 
 

        
 . 

 
Задачи для самостоятельной работы 

Задача 1.32. Показать, пользуясь принципом сжимающих отображе-
ний, что следующие интегральные уравнения Фредгольма 2-го рода имеют 
на отрезке  0,1  единственные непрерывные решения. Построить итераци-
онный процесс и найти первые три последовательных приближения к точ-
ному решению; найти точные решения данных уравнений: 

а)    
1

0
1x t tsx s ds  ,   б)    

1 2 31
2 0

x t t s x s ds t  , 

в)    
1

51
2 60

x t tsx s ds t  .    
Задача 1.33. Найти решения следующих интегральных уравнений:  

а)    
1 2

0

s tx t te x s ds e  ,  б)      
2

0
sin sinx t t s x s ds t


   , 

в)      
1

1
60

2x t t s x s ds t   , г)    
1

0

t s tx t e x s ds e   . 
Задача 1.34. Доказать, пользуясь принципом сжимающих отображе-

ний, что интегральное уравнение    
1

0
sin

10
tx t s x s ds t    

   имеет на 

отрезке  0,1  единственное решение    0,1x x t C  . 
 

Ответы и указания к задачам  
1.4. а) да, б) да. 1.5. да. Указание: аксиома тождества выполняется, так 

как  0 0h  ,   0h t   (при 0t  ), то     1 , , 0x y h x y    в том и 
только в том случае, когда  , 0x y  , то есть x y . Проверка неравенст-
ва треугольника: 

               1 , , , , , ,x y h x y h x z z y h x z h z y          .   
1.7. а) да, б) да, в) да, г) да, д) нет (аксиома тождества неверна), е) нет 

(неверна аксиома тождества), ж) да, з) да. Указание: при доказательстве 
неравенства треугольника в данном пространстве использовать неравенст-
во треугольника для чисел x y x z z y     , и) да. 1.10. а) не сходится 
(пределом является разрывная функция), б) сходится, в) сходится,  г) схо-

Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и Р
ГР
ТУ



дится, д) не сходится (
 

 
0,1

max ny t n ). 1.12. а) покоординатный предел 

принадлежит всем пространствам. В пространстве  ,  p pl   имеем 

 
1/

0 11

1 1, 0
p

n p
p

x x n
n

n




     
 

 при 1p  . При 1p   последовательность 

расходится. В остальных пространствах последовательность сходится, б) 
сходится во всех пространствах. Покоординатный предел принадлежит 

всем пространствам. В  ,  p pl   имеем  
1/

0 12 2

1 1, 0
p

n p
p

x x n
n

n




     
 

 

при 1p  , в) сходится во всех пространствах. 1.15. Указание: показать, что 
данная последовательность является фундаментальной, но предел не явля-

ется элементом пространства. 1.20. Является; 1.24. * 14 4 13lim
3 13nn

x x



 


. 

Указание: определить последовательности 1
14n

n

x
y   , 

1

13n
n

y
y 

   и до-

казать, что отображение P , определяемое формулой   13P y
y

  , являет-

ся сжимающим на множестве 
103,
3

 
  

.  

1.26. Указание: ввести отображение       2 1 sin ,  0,  
2

P x t t x t t 


    , 

и показать, что оно сжимающее на множестве  0,  t   (константа 

1/ 2  ). Число итераций равно 
 

 
2

0,1 1 1/ 21 ln 1 3
ln 1/ 2


 

   
    

  
.  

1.28. Указание: функция   2 1xf x xe  ,  0 0f  ,  1 0f  , 

   2 1 0xf x x e     при  0,1x , функция  x  подбирается в виде  

   1x x f x
M

   , где 
 ;

max ( ) 4
a b

M f x e  . 1.29. Уравнение имеет ровно 

три корня  1 3,  2    ,  2 1,  0   ,  3 0,  1  . 1.30. а) приближенное ре-
шение  0,99,  1,99 , точное решение  1,  2 , б) приближенное решение 
 0,00095,  0,9999 , точное решение  0,  1 . 1.31. а) система допустимого 

вида 1 2

2 1

/ 3 5/3,
2 /3 7 /3,

x x
x x
  

  
 точное решение системы  2,  1 , б) один из при-
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меров системы допустимого вида 1 2

2 1

/ 3 4 /3,
4 /5 9/5,

x x
x x
  

   
 точное решение сис-

темы  1,  1 . 1.32. а) точное решение   3 1
4

x t t  , б) точное решение 

  26
55

x t t t  , в) точное решение  x t t . 1.32. а)    3 21 1
6

tx t e e   ,  

б)  
2 2

2 2 2 2sin sin cos
1 1

x t t t t  
   

  
 

,  

в)    
   2 2

6
6 6 6 3 3 6 3
tx t t

  
   


  
   

, г)   1
1

tx t e





.  
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2. Линейные нормированные пространства  
 

2.1. Понятие линейного пространства 
Напомним понятие линейного пространства, изучаемое в линейной 

алгебре. Под P  будем понимать поле вещественных чисел R , или поле 
комплексных чисел C .   

Определение 2.1. Множество V  элементов (векторов) , ,x y z , …, над 
которыми определены операции сложения двух векторов (при всех 

,x y V : x y V  ) и умножения вектора на число (при всех x V , P : 
x V   ) так, что выполняются условия (аксиомы):  

1) x y y x    при всех ,x y V ; 
2)    x y z x y z      при всех , ,x y z V ; 
3) существует вектор V   такой, что для каждого x V  x x  ; 
4) для каждого x V  существует вектор x V   такой, что  x x    ;  
5) 1 x x   для каждого x V ;  
6)    x x      для каждого x V  при всех , P  ; 
7)   x x x          для каждого x V  при всех , P  ; 
8)  x y x y        при всех ,x y V  для каждого P ,  
называется линейным пространством. 

Приведем примеры линейных пространств, рассматриваемые в курсе 
линейной алгебры.  

Пример 2.1. 1. Пространство  ,m nMat  матриц размером m n  с ве-
щественными элементами:  

    1, ,
1,

, :  ,  1, ,  1,i mij ijm n j n
m n A a a i m j n 

 
     
 

Mat R . 

Операции сложения двух матриц и умножения матрицы на число вво-
дятся по законам матричной алгебры. Нулевым элементом в  ,m nMat  яв-
ляется нулевая матрица 

m n
O


, противоположным элементом к матрице A  яв-

ляется матрица  1A A    . 

2. Линейное арифметическое пространство nR  вектор-столбцов с ве-
щественными элементами [частный случай пространства  ,m nMat ]: 

  1 ... :  ,  1,
Tn

n iX x x x i n   R R .  

Пример 2.2. 1. Пространство  nP t  многочленов относительно пере-
менной tR  с вещественными коэффициентами степеней, не превышаю-
щих число nN : 

    1
1 1 0

0
... :  , ,  0, ,  

m
m m i

n m m m i i
i

P t p t a t a t a t a a t a t i m m n




 
          
 

 R . 
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Операции сложения двух многочленов и умножения многочлена на 
действительное число производятся следующим образом: 

     
0 0 0

m s
i i i

m s i i i i
i i i

p t q t a t b t a b t
  

       ,    
0 0

m m
i i

m i i
i i

p t a t a t  
 

     , 

то есть результатом этих операций является многочлен из  nP t . 
Нулевым элементом в пространстве  nP t  является многочлен с нуле-

выми коэффициентами 
  10 0 ... 0 0n n

n t t t t        .   
2. Пространство  ,  C a b  функций, непрерывных на отрезке  ,  a b . 

Взяв две функции      ,  ,  x t y t C a b  и число P , получим две функ-
ции          ,  ,  ,  x t y t C a b x t C a b    (сумма двух непрерывных функ-
ций есть непрерывная функция, произведение непрерывной функции на 
число есть непрерывная функция).  

3.  Линейное пространство  ,  kC a b  k  раз (kN ) непрерывно диффе-
ренцируемых на отрезке  ,  a b  функций. При этом, если 

     ,  ,  kx t y t C a b , то          ,  ,  ,  k kx t y t C a b x t C a b   .  
4. Пространство  ,  V a b  функций ограниченной вариации. Функция 

 x t , заданная на  ,  a b , называется функцией с ограниченной вариацией, 
если существует постоянная сR  такая, что для любого разбиения отрез-
ка  ,  a b : 0 1 2 ... na t t t t b      выполняется неравенство 

   1
1

k k

n

k

x t x t c


  . Число      1
1

supV k

nb

a
k

k

x t x t x t 









 

  (верхняя грань 

берется по всевозможным конечным разбиениям отрезка  ,  a b ).  
Если      ,  ,  x t y t V a b , то функция        ,  z t x t y t V a b   . Дей-

ствительно, для функции  z t  при любом разбиении  ,  a b  на части:  

0 1 2 ... na t t t t b       имеем  

             
1

1
1

1 1k k k k k k

n n

k k

z t z t x t y t x t y t
 

        

             

   

1 1

1 2
1

1 1 1

1 .

k k k k

n n

k k

n

k

k k

k k

x t x t y t y t x t x t

cy t ct y

  



 



    

  

 


 

Если    ,  x t V a b , то функция    ,  x t V a b  . Действительно, для 
функции    ,  x t V a b   при любом разбиении  ,  a b  на части:  

0 1 2 ... na t t t t b       имеем  
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       1
1

1
1

n n

k
k k k

k
kx t t cx x t x t  

 
       . 

В качестве нулевого элемента в пространстве  ,  V a b  следует поло-
жить функцию   0t  . 

Рассмотрим пример линейного пространства, элементами которого 
являются последовательности. 

Пример 2.3. Пространство pl  ( 1p  ) последовательностей веществен-
ных (или комплексных) чисел  1 2,  ,  ...x x x  таких, что сходится числовой 

ряд 
1

p
kk

x

  с операциями покоординатного сложения и умножения на 
число:  

     1 2 1 2 1 1 2 2,  ,  ... ,  ,  ... ,  ,  ...x y x x y y x y x y      ,  
   1 2 1 2,  ,  ... ,  ,  ...x x x x x     . 

При этом ряды 
1

p
k kk

x y


 , 

1 1

p p
k kk k

x x 
 

 
   являются схо-

дящимися, то есть px y l  , px l  . Нулевым элементом в пространстве 

pl  является  0,  0,  ... , а противоположным к элементу  1 2,  ,  ...x x x  яв-

ляется элемент  1 2,  ,  ...x x x    .  
  

2.2. Конечномерные и бесконечномерные линейные пространства 
Определение 2.2. Система элементов  1 2,  ,  ..., kS a a a  линейного 

пространства V  называется линейно зависимой, если существуют числа 
1 2,  ,  ..., k P    , среди которых есть хотя бы одно отличное от нуля, при-

чем выполняется равенство 

1 1 2 2
1

...
k

i i k k
i

a a a a    


     .    (2.1) 

Определение 2.3. Система  1 2,  ,  ..., kS a a a  элементов линейного 
пространства V  называется линейно независимой, если равенство (2.1) вы-
полняется только при значениях 1 2,  ,  ..., k   , равных нулю одновременно.  

Пример 2.4. Показать, что в пространстве  0,  C   функции 1, cos t , 
2cos t  линейно независимы, а функции 1, cos2t , 2cos t  линейно зависимы. 
Решение. Для первого случая составим равенство   

2
1 2 31 cos cos 0t t        . 

Это равенство должно выполняться при всех  0,  t  . Оно выполня-
ется только при 1 2 3 0     , что и доказывает линейную независимость 
системы функций.  

Для второго случая равенство  
2

1 2 31 cos2 cos 0t t         
равносильно  

Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и Р
ГР
ТУ



1 2 3 1 3 2 3
1 cos2 1 11 cos2 0 1 cos2 0
2 2 2 2

tt t                             
     

,  

которое выполняется при всех  0,  t   при 1 2 31,  1,  2      , что до-
казывает линейную зависимость системы функций.  

Определение 2.4. Линейной оболочкой  Span S  системы элементов 
 1 2,  ,  ..., kS a a a  называется множество, состоящее из всевозможных ли-

нейных комбинаций элементов системы S : 

 
1

:   ,  ,  ,  1,...,
k

i i i i
i

Span S a V a a a V i k 


 
      
 

 R . 

Определение 2.5. Базисом  1 2,  ,  ..., ne e eB  в линейном пространст-
ве V  называется упорядоченная линейно независимая система элементов 

1 2,  ,  ..., ne e e V . 
Рассмотрим основное свойство базиса (которое нередко выдается за 

определение).  
Теорема 2.1. Если  1 2,  ,  ..., ne e eB  есть базис линейного простран-

ства V , то каждый элемент x V  может быть единственным образом раз-
ложен по элементам базиса B , то есть существуют и однозначно опреде-
лены числа ix P   1,i n  такие, что:  

1 1 2 2
1

...
n

n n i i
i

x x e x e x e x e


     .    (2.2) 

□ Докажем существование разложения (2.2) для произвольного эле-
мента x V . Рассмотрим систему элементов 1 2,  ,  ..., ,  ne e e x . Вследствие 
того, что 1 2,  ,  ..., ne e e  является базисом в V , система 1 2,  ,  ..., ,  ne e e x  явля-
ется линейно зависимой. А это означает, что найдутся скаляры 

1 2 1,  ,  ..., , k k P       такие, что 1 1 2 2 1... k k ke e e x          (причем 
1 0k   , иначе бы система 1 2,  ,  ..., ne e e  была линейно зависимой). Поделив 

обе части последнего равенства на 1 0k    и перенеся элемент x V  в 
правую часть, получим разложение (2.2), в котором 1/k k kx     . 

Предположим, что x  в базисе  1 2,  ,  ..., ne e eB  имеет два различных 

разложения: 
1 1

,  
n n

i i i i
i i

x x e x x e
 

   . Вычитая из первого равенства второе, 

получаем 
     1 1 1 2 2 2 ... n n nx x e x x e x x e          .  

Так как система 1 2,  ,  ..., ne e e  является линейно независимой, то по-
следнее равенство возможно только в том случае, когда все коэффициенты  

  1,i ix x i n   линейной комбинации в левой части равны нулю, то есть 

  1,i ix x i n  , что и доказывает единственность разложения (2.2) для  
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элемента x V  по базису B . ■ 
Определение 2.6. Коэффициенты   1,...,ix P i n   в разложении (2.2) 

называются координатами x V  в базисе B , а сами 1 2,  ,  ..., ne e e  – базис-
ными векторами.  

Определение 2.7. Размерностью dimV  линейного пространства V  
называется количество элементов в некотором (а значит, и в любом) базисе 
этого пространства.  

Если  1 2,  ,  ..., ne e eB  – некоторый базис в V , то dimV n . При 
этом V  называют n -мерным линейным пространством.  

Определение 2.8. Линейное пространство V  называется бесконечно-
мерным, если для каждого натурального числа n  в пространстве V  суще-
ствует n  линейно независимых элементов.  

Пример 2.5. Пространство  ,  C a b  бесконечномерно, так как система 
функций 1, t , 2t , …, nt  линейно независима при любом натуральном зна-
чении n .  

 
2.3. Определение линейного нормированного 

пространства, его свойства 
В функциональном анализе часто приходится иметь дело с простран-

ствами, в которых введены как операции сложения элементов и умножения  
их на числа, так и некоторая топология, т. е. рассматривать так называемые 
топологические линейные пространства. Среди последних важнейший 
класс образуют линейные нормированные пространства. Теория этих про-
странств была развита в работах С. Банаха. 

Определение 2.9. Неотрицательную функцию 0:  V   R , заданную 
на линейном пространстве V  (над полем P ), которая каждому элементу 
(вектору) x V  ставит в соответствие действительное число x , называют 
нормой, если она удовлетворяет следующим аксиомам: 

1 :N  0x  , причем 0  x   x V   (аксиома тождества);  

2 :N  x x   , P  (аксиома положительной однородности); 

3 :N  x y x y    при всех ,  x y V  (неравенство треугольника).  
При этом пространство V , в котором введена норма  , называется 

линейным нормированным пространством (ЛНП). 
Важно отметить, что всякое ЛНП является и метрическим простран-

ством, если ввести метрику в пространстве V  по правилу 
 ,x y x y          (2.3) 

(то есть норма разности двух элементов в ЛНП есть расстояние между 
этими элементами в смысле метрики). Аксиомы метрики в этом случае 
проверяются достаточно просто. 

1. При всех ,  x y V   , 0x y x y    , причем  
 , 0 0 .x y x y x y x y            
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2. При всех ,  x y V     , ,x y x y y x y x      . 
3. При всех ,  ,x y z V   

         , , , .x y x y x z z y x z z y x z z y               
Из формулы (2.3) следует, что  

 ,x x  , 
то есть норма элемента x  есть его расстояние до нуля. Это означает, что 
все понятия и утверждения, которые были введены для метрических про-
странств, распространяются и на ЛНП. 

Используя аксиомы нормы, можно показать, что при всех ,  x y V  
x y x y   .      (2.4) 

Простейшие свойства сходимости в ЛНП выражаются следующими 
утверждениями.  

 1. Если   *
nx x  в смысле сходимости по норме (2.3), то   *

nx x . 
Справедливость этого утверждения вытекает из неравенства  
(2.4), которое принимает вид * *

n nx x x x   . 

2. Если   *
nx x ,   *

ny y  в смысле сходимости по норме (2.3), то 
   * * * *,  n n n nx y x y x y x y      .  

Определение 2.10. Полное ЛНП [то есть линейное пространство, яв-
ляющееся полным в смысле сходимости по метрике (2.3)], называется ба-
наховым пространством (или B -пространством). 

В качестве примеров банаховых пространств укажем знакомые нам 
пространства n

pR , n
pC , pl , m , c , 0c s ,  ,С a b . Использовав равенство 

 ,x x  , запишем выражения для норм в перечисленных выше про-
странствах: 
1) пространство   1 2 1 2,  ,  ..., :  ,  ,  ..., n

p n nx x x x x x x  R R , норма  

   1/

1
,  

pn p
p kk

x x x 


   ; 

2) пространство   1 2 1 2,  ,  ..., :  ,  ,  ..., n
p n nx x x x x x x  C C , норма  

   1/

1
,  

pn p
p kk

x x x 


   ; 

3) пространство pl  последовательностей вещественных (или комплексных) 

чисел  1 2,  ,  ...x x x  таких, что сходится числовой ряд 
1

p
kk

x

  ( 1p  ), 

норма    1/

1
,  

pp
p kk

x x x  


    ( 1,  p p   ); 

4) пространство m  ограниченных последовательностей вещественных (или 
комплексных) чисел  1 2,  ,  ...x x x , норма  ,  sup k

k
x x x   ; 

5) пространство c  сходящихся последовательностей вещественных (или 
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комплексных) чисел  1 2,  ,  ...x x x , норма  ,  sup k
k

x x x   ; 

6) пространство s  последовательностей вещественных (или комплексных) 

чисел  1 2,  ,  ...x x x , норма   1

1,  
2 1

k
kk

k

x
x x

x
  



       
 ; 

7) пространство  ,С a b  непрерывных на отрезке  ,a b  вещественных 
функций  x x t , норма  

 
 max ,

,  max
t a b

x x x t 


  . 

Приведем другие примеры ЛНП функций, встречающиеся в функцио-
нальном анализе.  

Пример 2.6. В пространстве  ,  V a b  функций ограниченной вариации 

введем функцию    
b

a
x x a x tV  , где  

b

a
x tV     1

1

sup
n

k
k kx t x t 




 
 
 
 . 

Проверим выполнимость аксиомы тождества. Для функции  x x t  норма 
0x  , причем  

   
 

   1
1

sup

0,
0 0

0,

b
n

a k k
k

x a
x x a x t

x t x tV




 


     
   

 




 

 

   
 
     1 1

1

0,

0, 0,

 1,2,..., .k k k k

n

k

x a x a

x t x t x t x t k n




    
    


 

Из последней системы следует, что при любом разбиении отрезка 
 ,  a b  на части      0  1,2,...,kx a x t k n    , то есть   0x t  .  

Аналогично проверяются остальные аксиомы нормы.  
Пример 2.7. Рассмотрим линейное пространство  ,  nC a b  n  раз не-

прерывно дифференцируемых функций на отрезке  ,  a b . На  ,  nC a b  вве-

дем функцию    
0

max
n

k

a t bk

x x t
 



 . Выполним проверку аксиом нормы. 

1. Для каждой функции    ,  nx x t C a b  : 0x  , причем  
         0 max 0 0,  2,  ...,  0k k

a t b
x x t k n x t

 
       при всех  ,  t a b , 

 0,  2,  ...,  k n . Это означает, что   0x t  .  

2. Для каждой функции    ,  nx x t C a b  : 

       
0 0

max max
n n

k k

a t b a t bk k

x x t x t x   
   

 

      . 

3. Для любых      ,  ,  nx x t y y t C a b   : 
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                
0 0

max max
n n

k k k k

a t b a t bk k

x y x t y t x t y t
   

 

        

       
0 0

max max
n n

k k

a t b a t bk k

x t y t x y
   

 

     . 

Пример 2.8. Рассмотрим линейное пространство  ,  C a b  непрерыв-
ных на отрезке  ,  a b  функций. На  ,  C a b  введем функцию 

  0:  ,C a b   R  по правилу  
b

a
x x t dt  . Покажем, что эта функция 

удовлетворяет условиям нормы. 
1. При всех    ,  x x t C a b  : 0x  , причем  

   0 0 0
b

a
x x t dt x t      при всех  ,  t a b . 

2. При всех    ,  x x t C a b  :  

   
b b

a a
x x t dt x t dt x         . 

3. Для любых      ,  ,  nx x t y y t C a b   : 

        .
b b b

a a a
x y x t y t dt x t dt y t dt x y          

Отметим, что получающееся ЛНП с введенной нормой не является ба-
наховым пространством.  

Пример 2.9. Рассмотрим линейное пространство  1 ,  C a b  непрерывно 
дифференцируемых на отрезке  ,  a b  функций. На  1 ,  C a b  введем функ-

цию  1
0:  ,C a b  R  по правилу  

 
 2

,
max

b

a t a b
x x t dt x t


  . Покажем, 

что эта функция удовлетворяет условиям нормы. 
Решение. 1. При всех    1 ,  x t C a b : 0x  , причем  

 
   

 
   

 
2 2 20, 0,

0 0
, : 0 , : ,

b b

a a
x t dt C dt C b a

x x t
t a b x t t a b x t C C const

          
        

  . 

2. При всех    1 ,  x t C a b :  

  
 

   
 

 2 2

, ,
max max

b b

a at a b t a b
x x t dt x t x t dt x t x    

 

       
   . 

3. В силу неравенства Минковского для интегралов [4] 

           1/ 1/ 1/p p pb b bp p p

a a a
x t y t dt x t dt y t dt      ( 1p  ) 

при 2p   получим для любых      1,  ,  x x t y y t C a b   : 

    
 

   2

,
max

b

a t a b
x y x t y t dt x t y t


          2 2b b

a a
x t dt y t dt    

 
 

 
 

, ,
max max .
t a b t a b

x t y t x y
 

      
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Задачи для самостоятельного изучения 
Задача 2.1. Выяснить, какие из перечисленных функций задают в ли-

нейном пространстве   1 2 1 2,  ,  ..., :  ,  ,  ..., n
n nx x x x x x x  R R  норму: 

а)  1/ 22

1

n
kk

x x


  ,  б) 
1

n
kk

x x


 ,   в) 
1
max kk n

x x
 

 , 

г) 
1
min kk n

x x
 

 ,  д) 2

1

ln 1
n

k
k

x x


 
  

 
 ,  е) 

1 1

max
k

ik n i

x x
 



  , 

ж) 
1/ 23

2

1
1

i
ik

i

x x




   
 
 ,  з)  1/ 22

1

n
k kk

x x


   ( 0,  1,2,...,k k n   ).  

Задача 2.2. Доказать, что в   1 2 1 2,  ,  ..., :  ,  ,  ..., n
n nx x x x x x x  R R  

норму можно ввести по правилу 
1 1

n n

ij i j
i j

x a x x
 

  , где  
, 1

n

ij i jn n
A a


   

симметрическая ( ij jia a , , 1,  i j n ) положительно определенная матрица 
n -го порядка.  

Задача 2.3. Выяснить, можно ли в линейном пространстве    1 ,  C a b  
непрерывно дифференцируемых на  ,  a b  функций принять за норму 

 x x t  функции:  
а) 

 
 2

,
max
t a b

x x t


 ,    б) 
 

 
,

max
t a b

x x t


 ,  

в)    
 

 
,

max
t a b

x x b x a x t


   ,  г)  
 

 
,

max
t a b

x x a x t


  , 

д)  
 

 
,

max
b

a t a b
x x t dt x t


  ,    е)  

2

max
a ba t

x x t


 
 , 

ж)  
1

n

k
k

x x t


 , где 0 1 ... ...k na t t t t b       - фиксированное разбие-

ние отрезка  ,  a b  на части.  

Задача 2.4. Выяснить, можно ли в пространстве    2 ,  C a b  дважды не-
прерывно дифференцируемых на отрезке  ,  a b  функций принять за норму 
функции  x x t :  
а)    

 
 

,
max
t a b

x x a x a x t


    ,  б) 
 

 
,

max
t a b

x x t


 ,  

в)  
 

 2

,
max

b

a t a b
x x t dt x t


  ,  г)    

 
 

,
max
t a b

x x a x b x t


   , 

д)    
 

 
,

max
b

a t a b
x x a x t dt x t


    .    

Задача 2.5.  Доказать, что в линейном пространстве непрерывно диф-
ференцируемых на  ,  a b  функций за норму функции  x x t  можно взять  
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     1/ 2
2 2b

a
x x t x t dt  . 

Задача 2.6. Доказать, что в линейном пространстве  n tP , элементами 
которого являются многочлены относительно переменной tR  степеней, 
не превосходящих nN : 1

1 1 0...n n
n n nx a t a t a t a

     , норму можно вве-
сти одним из трех способов: 

а) 2

0

n

n i
i

x a


  ,    б) 
0

n

n i
i

x a


 ,   

в)  2

0

n

n n i
i

x x t


  , где 0 1 1,  ,  ..., ,  n nt t t t  R попарно различные действи-

тельные числа. 
 

2.4. Конечномерные линейные нормированные пространства 
Определение 2.11. Пусть V  ЛНП, в котором введены две нормы 

1 2,   . Нормы 1  и 2  называются эквивалентными (пишут 1 2  ), 
если существуют такие 0,  0   , что для всех x V  

2 1 2x x x     .      (2.5) 
Отметим основные свойства отношения эквивалентности: 
1) отношение ~ на множестве всех норм, определенных на одном и 

том же ЛНП, есть отношение эквивалентности, т. е. оно является рефлек-
сивным, симметричным и транзитивным;  

2) если последовательность элементов ЛНП сходится относительно 
одной из двух эквивалентных норм, то она сходится и относительно дру-
гой; 

3) если ЛНП является банаховым пространством относительно одной 
из двух эквивалентных норм, то оно является банаховым и относительно 
другой нормы.   

Пример 2.10. Рассмотрим пространство  nP t  многочленов относи-
тельно переменной  ,t a b  с вещественными коэффициентами степеней, 
не превышающих nN :  

     1
1 1 0

0
... :  , ,  0, ,  

m
m m i

n m m k
k

P t x t a t a t a t a a t t a b k m m n




 
          
 

 .  

В пространстве  nP t  для многочлена  x t  введем две нормы:  

 
 1 ,

max
t a b

x x t


 , 
2

0

m

k
k

x a


 .  

Докажем, что эти нормы эквивалентны. Обозначим через  

   0
max max ,  ,  0

k

k n
A a b A

 
  . При этом 
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 
 

 1 2, , 0 0

max max
m m

i
k kt a b t a b k k

x x t a t A a A x
 

 

       . 

Разобьем отрезок  ,a b  на m  частей точками 0 1 2 ... ma t t t t b      . 
Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений 

 
 

 

   

0 1 2
0 0 1 0 2 0 0 0

0 1 2
0 1 1 1 2 1 1 1

0

0 1 2
0 1 2

... ,

... ,
  0,1,...,

........................................................
... ,

m
m

m m
m k

k i i
k

m
m m m m m m

a t a t a t a t x t

a t a t a t a t x t
a t x t i n

a t a t a t a t x t


     


       

     

  

(    ,x t C a b ) относительно неизвестных коэффициентов 0 1,  ,  ...,  ma a a . 
Данная система однозначно разрешима относительно 0 1,  ,  ...,  ma a a , так как 
ее определитель есть отличный от нуля определитель Вандермонда det mW   

матрицы  
, 0

mj
m i i j

W t


 . Из последней системы уравнений находим  

   
0

  0,1,..., ,
m

k ki i
i

a c x t k m


   

где kic элементы обратной матрицы   1
mW  . Оценим норму 2x :  

 
 

 2 1,0 0 0 , 0
max

m m m m

k ki i ki t a bk k i k i
x a c x t c x t B x

   

        , 

где 1

, 0

m

ki m
k i

B c W 



   - норма матрицы   1
mW   ( 0B  ).  

Таким образом,  

1 2
1 2 1

2 1

, 1x A x
x x B x

Ax B x

       
 

, 

что и доказывает эквивалентность норм 1  и 2 . 

Пример 2.11. Показать, что в  1 ,C a b  норма  
 

 
,

max
t a b

x x a x t


   

эквивалентна стандартной норме    
1

0
0

max k

a t bk

x x t
 



 . 

Решение. Во-первых, имеем 
 

 
 

 
 

 
  0, , ,

max max max
t a b t a b t a b

x x a x t x t x t x
  

      . 

Во-вторых, так как функция    1 ,x x t C a b  , то имеет место пред-

ставление ее в виде      
t

a
x t x a x d    . Тогда при всех  ,t a b :  

       
 

   
 

   
, ,

max max
t t

a at a b t a b
x t x a x d x a x t d x a x t b a  

 
          . 
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Значит, и 
 

     
 

 
, ,

max max
t a b t a b

x t x a b a x t
 

   . Добавим далее к обеим 

частям последнего неравенства 
 

 
,

max
t a b

x t


 . Получим  

 
 

 0 ,
max
t a b

x x b a x t


   .  

Учитывая, что по условию 
 

   
,

max
t a b

x t x x a


   , получаем  

            0
1 1x x b a x x a b a x b a x a b a x            .  

Итак, имеем окончательно 0 ,x x   0 1x b a x   , что и доказы-
вает по определению, что нормы   и 0  в  1 ,C a b  эквивалентны.  

Рассмотрим далее конечномерное ЛНП V  (dimV n ), в котором вы-
берем базис  1 2,  ,  ..., V ng g gB . Рассмотрим ЛНП 2

nR  с базисом 
 

2
1 2,  ,  ..., n ne e e

R
B . Разложим произвольный элемент x V  по базису VB :  

1 1 2 2 ... n nx x g x g x g    , 1 2,  ,...,  nx x x R . 
Поставим в соответствие элементу x V  элемент 2ˆ nxR  по правилу 

1 1 2 2ˆ ... n nx x e x e x e    . 
Это соответствие является изоморфизмом между пространствами V  и 

2
nR , так как является взаимно-однозначным. Действительно, в силу одно-

значности разложений элементов x V  и 2ˆ nxR  по соответствующим ба-
зисам (числа 1 2,  ,...,  nx x x  единственны) заключаем, что каждому элементу 
x V  ставится в соответствие только один единственный элемент 2ˆ nxR . 
Верно и обратное утверждение: каждому 2ˆ nxR  можно поставить в соот-
ветствие только один единственный x V .  

При этом можно показать, что найдутся такие положительные числа 
,    R , что справедливо неравенство  

ˆ ˆn nVx x x    R R .     (2.6) 
Докажем, например, справедливость правой части в двойном неравен-

стве (2.6). Для доказательства используем неравенство Гельдера для сумм: 
1/ 2 1/ 2

2 2

1 1 1

n n n

k k k k
k k k

x y x y
  

        
   

   . 

Тогда из неравенства треугольников для нормы и неравенства Гельде-
ра получим  

1/ 2 1/ 2
2 2

1 1 1 1

ˆ

ˆ n

n

n n n n

k k k k k kV V
k k k kV

x

x x g x g x g x




   



   
          

   
   

R

R

 
. 

В частности, из неравенства (2.6) следует, что в ЛНП 2
nR  все нормы 

эквивалентны между собой. Более того, справедливы следующие теоремы. 
Теорема 2.2. Пусть V конечномерное ЛНП, в котором введены неко-
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торые нормы. Тогда все нормы в V  эквивалентны. 
Теорема 2.3. Все конечномерные ЛНП являются полными простран-

ствами.  
 

Задача для самостоятельного изучения 
Задача 2.7. Показать по определению, что в пространстве nR  сле-

дующие нормы эквивалентны между собой: 1 1

n
kk

x x


 , 
2 1

max kk n
x x

 
 , 

 1/ 22

3 1

n
kk

x x


  , 
4 1 1

max
k

ik n i

x x
 



  .  

 
2.5. Открытые и замкнутые множества  

Определение 2.12. Множество M V  называется открытым, если 
вместе с каждой своей точкой оно содержит некоторую ее окрестность, то 
есть для любой точки 0x M  найдется 0   такое, что 

   0 0:  U x x V x x M      . 
Пустое множество будем считать открытым в V  по определению. 
Покажем, что открытый шар    0 0:  M U x x V x x       являет-

ся открытым множеством. Выберем произвольную точку  0x U x , то 
есть для нее 0x x   . Возьмем число 0x x    . Пусть  y U x , 
для нее x y   . Тогда в силу неравенства треугольника имеем 

     0 0 0y x x x y x x x x y                 ,  

то есть  0y U x . Этим доказано, что  U x M  , то есть что открытый 
шар является открытым множеством.  

Аналогично доказывается, что шаровой слой  1 0 2:  x V r x x r     
также является открытым множеством.  

Можно показать, что пересечение (объединение) конечного числа от-
крытых множеств есть открытое множество. 

Определение 2.13. Точка 0x V  называется предельной точкой мно-
жества M V , если любая окрестность точки 0x  содержит хотя бы одну 
точку множества M , отличную от 0x .  

То есть точка 0x V  - предельная точка множества M , если в любом 
шаре    0 0:  U x x V x x      найдется по крайней мере одна точка 
x M , 0x x . 

Определение 2.14. Множество M V  называется замкнутым, если 
оно содержит все свои предельные точки.  

Пустое множество всегда считается замкнутым.  
Можно показать, что объединение (пересечение) конечного числа 

замкнутых множеств есть замкнутое множество. 
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Сфера    0 0:  S x x V x x      является замкнутым множеством. 
Покажем это. Пусть a  - предельная точка для  0S x . Тогда найдутся эле-
менты  0 0n nx S x x x      (при всех 1,2,...n  ) такие, что  lim nx a . 
По неравенству треугольников имеем  

0 0 0n n n n na x a x x x a x x x a x             , 

0 0 0n n nx x x a a x x a a x           . 
Так как lim nx a , то в пределе имеем 0a x    и 0a x   , откуда 

0a x   , то есть  0 .a S x  Это доказывает замкнутость сферы  0S x .  
Определение 2.15. Пусть M V , а M V   - множество предельных 

точек множества M . Множество M M M    называется замыканием 
множества M . 

Множество    0 0:  U x x V x x      есть замыкание открытого 
шара    0 0:  U x x V x x     .  

Если M V , то все точки из V  можно отнести по отношению к мно-
жеству M  к одному из трех типов: внутренние точки M , граничные точки 
M , внешние точки M .  

Определение 2.16. Точка 0x M  называется внутренней точкой мно-
жества M V , если существует ее окрестность  0U x M  . Точка 0x M  
называется внешней точкой множества M , если существует окрестность 

 0U x  точки 0x , не содержащая точек из множества M  [то есть 
 0U x M   ]. Точка 0x M  называется граничной точкой множества 

M , если в любой окрестности  0U x  есть точки, принадлежащие множе-
ству M , и точки, не принадлежащие M . 

Нетрудно видеть, что множество будет открытым, если все его точки – 
внутренние точки. 

Определение 2.17. Границей множества M  называется множество 
M  его граничных точек.  

Граничная точка множества M  может принадлежать M , а может и не 
принадлежать.  

 
2.6. Подпространства линейного нормированного пространства, 

приближение элементами подпространства 
Определение 2.18. Множество L V  называется линейным многооб-

разием, если для любых элементов ,  x y M  и любых чисел 1 2,  P    ли-
нейная комбинация 1 2z x y L    . Замкнутое линейное многообразие 
L V  в линейном нормированном пространстве называется подпростран-
ством в V . 

Например, в пространстве  ,V C a b  рассмотрим множество 
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     

0
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m

k i
k k i

i

L x t x t a t m n


 
   
 

  многочленов степеней, не превосходя-

щих n . Множество M  всех таких многочленов является подпространст-
вом в  ,C a b . Напротив, множество всех многочленов не является подпро-
странством в  ,C a b , так как для бесконечной последовательности много-

членов     
0

,  / !
n

k
n n

k

x t x t t k


  имеем  
0

lim lim / !
n

k t
nn n k

x t t k e
 



 
  

 
 . 

Определение 2.19. Расстоянием  ,d x L  от элемента x  до подпро-
странства L V  называется число  , inf

u L
d x L x u


  .  

Число  , inf
u L

d x L x u


   всегда существует, так как множество 

 :  x u u L   ограничено снизу нулем. По определению точной нижней 
грани имеем 

1)    ,  d x L x u u L    , 
2) для каждого 0   найдется элемент u L   такой, что 

 ,x u d x L    . 
При этом докажем следующее утверждение: если x L , то  , 0d x L  . 

Если же x L , то  , 0d x L  . Действительно, если x L , то, приняв u x , 
получим  , inf 0

u L
d x L x u x x


     . Пусть x L . Предположим, что и 

в этом случае  , 0d x L  . По определению точной нижней грани для лю-
бого натурального n  найдется элемент nu L  такой, что 1/nx u n  . Пе-
реходя к пределу при n  , получаем nu x . Так как L  замкнуто, то 
x L , что противоречит тому, что x L . Значит,  , 0d x L   при x L . 

Число  ,d x L  показывает наилучшее приближение (наилучшую ап-
проксимацию) элемента x  при помощи элементов подпространства L . Ес-
ли существует элемент *u L  такой, что   *,d x L x u  , то *u L  назы-
вается наилучшим элементом приближения x  элементами подпространст-
ва L . Наилучший элемент может оказаться не единственным, а может и не 
существовать вообще.  

Например, в бесконечномерном пространстве  0,1C  возьмем подпро-
странство         0,  1 :  0 0,  1 2L u t C u u     [множество непрерывных 
функций на отрезке  0,1 , проходящих через точки    0,  0 ,  1,  2 ]. Тогда 
множество *U  элементов наилучшего приближения элемента   1x t   эле-
ментами L  имеет вид           * 0,  1 :  0 0,  1 2,  1 2U u t C u u u t      .  

В конечномерном подпространстве всегда существует наилучший 
элемент (возможно, не единственный), то есть для любого элемента x V  
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существует (возможно, не единственный) такой элемент *u L , что 
  *,d x L x u  . 

Приведем пример, показывающий, что наилучший элемент может ока-  
заться не единственным даже в конечномерном пространстве.  

Пример 2.12. В пространстве 2R  двумерных строк  1 2,x x x  с нор-

мой 1 2x x x   выберем элемент    0 1,  1x   . В качестве подпростран-
ства L  возьмем одномерное подпространство с базисным вектором 

 1,  1e  , то есть   :  ,L e e     . Находим расстояние  
      0 0, inf inf 1 1 2

R R
d x L x e

 
  

 
       . 

Число   0 , 2d x L   достигается при любых  1,1  . Значит, существует 

бесконечно много наилучших элементов вида  * ,u e     при 

 1,1  , приближающих    0 1,  1x    с помощью элементов L . 
Пример 2.13. В пространстве 2R  двумерных строк  1 2,x x x  с нор-

мами: 2 2
1 21x x x  , 1 22x x x  ,  1 23 max ,  x x x  выберем элемент 

   0 2,  1x   . В качестве подпространства L  возьмем одномерное подпро-
странство с базисным вектором  1,  2e  , то есть   :  ,  2L e e     . 

Найти расстояние от  0x  до L  и соответствующий наилучший элемент 
*u L  приближения элемента  0x  элементами L . 

Решение  
1. По определению расстояния   0 ,d x L  в норме 1  имеем  

          2 20 0

11
, inf inf 2 , 1 2 inf 2 2 1

R R R
d x L x e

  
    

  
            
2inf 5 5 5

R



    при * 0  . Значит,   0 , 5d x L  ,  * 0,  0u  . 

2. Расстояние   0 ,d x L  в норме 2  имеет вид  
      0 0

2
, inf inf 2 2 1

R R
d x L x e

 
  

 
      .  

Для функции  
3 1,  2,

2 2 1 3,  1/ 2< 2,
3 1,  1/ 2

f
 

    
 

 
       
   

  наименьшее 

значение [то есть нижняя грань  inf
R

f





] равно 3/2 и достигается оно при 

значении * 1/ 2   . Значит,   0 , 3/ 2d x L  ,  * 1/ 2,  1u    .  

3. По норме 3  расстояние имеет вид  
      0 0

3
, inf inf max 2 ,  2 1

R R
d x L x e

 
  

 
     .  
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По графику функции 
   max 2 ,  2 1f     

видно, что  
    0 , inf

R
d x L f





 

 * 5/3f    при 
* 1/3   (значение *  по-

лучается как решение 
уравнения 2 2 1    ). 
При этом  * 1/3,  2/3u  . 

 
Ответы и указания к задачам 

2.1. а) да, б) да, в) да, г) нет (неверна аксиома тождества), д) нет (не-
верная аксиома однородности), е) да, ж) да, з) да. 2.3. а) нет (неверная ак-
сиома однородности), б) нет (неверна аксиома тождества), в) нет (неверна 
аксиома тождества), г) да, д) да, е) нет (неверна аксиома тождества), ж) да. 
2.4. а) да, б) нет (неверна аксиома тождества), в) да, г) да, д) да.  
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3. Пространства со скалярным произведением  
  

3.1. Понятие пространства со скалярным произведением 
При изучении аналитической геометрии и линейной алгебры вводится 

понятие скалярного произведения векторов в соответствующих линейных  
пространствах. В связи с этим рассматривается понятие ортогональности 
элементов, которое отсутствует в нормированном или метрическом про-
странстве.  

Определение 3.1. Если в линейном пространстве V  над числовым по-
лем P  определена функция  ,  :V V P    , которая любым элементам 

,  x y V  ставит в соответствие число  ,  x y P  такое, что выполняются ус-
ловия (аксиомы): 

1 :E   ,  0x x  , причем  ,  0  x x   x V  ; 

2 :E     ,  ,  x y y x , ,  x y V  (черта означает переход к комплексно-
сопряженному числу); 

3 :E       ,  ,  ,  x y z x z y z   , ,  ,  x y z V ; 

4 :E     ,  ,  x y x y  , ,  x y V , P , 
то V  называется пространством со скалярным произведением. При этом 
функция  ,  :V V P     называется скалярным произведением.  

Число  ,  x x  называется скалярным квадратом элемента x V . Ак-
сиома 1E  означает неотрицательность скалярного квадрата для любого 
элемента x V . Аксиомы 3 4,  E E  означают аддитивность и однородность 
по первому множителю.  

Если поле P  является полем вещественных чисел ( P  R ), то V  назы-
вается евклидовым пространством. При этом аксиома 2E  принимает уп-
рощенный вид    ,  ,  x y y x  (при всех ,  x y V ) и означает симметрич-
ность скалярного произведения для евклидова пространства.  

Если поле P  является полем комплексных чисел ( P C ), то про-
странство V  при этом называется унитарным.  

Свойство 3.1. Для любых элементов ,  ,  x y z V  и любых чисел 
,  P  :  

1)      ,  ,  ,  x y z x z y z      ,  
2)      ,  ,  ,  x y z x y x z      . 
3)  ,  0x   .  

Первое равенство следует из аксиом 3 4,  E E . Докажем второе равенство:  

           ,  ,  ,  ,  ,  ,  x y z y z x y x z x y x z x                

           ,  ,  ,  ,  ,  ,  .y x z x y x z x x y x z                
Свойство 3.2. Для пространства V  со скалярным произведением для 

любых элементов ,  x y V  справедливо неравенство Коши – Буняковского: 

     2
,  ,  ,  x y x x y y  .     (3.1) 
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□ Рассмотрим вещественное пространство. Отбрасывая тривиальный 
случай, когда один из элементов нулевой [в этом случае выполнимость 
(3.1) следует из аксиом], предположим, что ,  x y   . Рассмотрим при 
произвольном R  вектор z x y   и найдем его скалярный квадрат  

   ,  ,  0z z x y x y     . 
Преобразовав скалярное произведение согласно аксиомам, получим  

     2 ,  2 ,  ,  0x x x y y y    . 
Левую часть полученного неравенства можно рассматривать как квад-

ратный трехчлен относительно R  (  ,  0x x  ), принимающий неотри-
цательные значения при каждом R . Тогда его дискриминант должен 
быть неположительным, то есть  

     2,  ,  ,  0x y x x y y   , 
откуда и следует неравенство (3.1) для вещественного пространства. ■ 

Отметим, что евклидовы (унитарные) пространства и нормированные 
пространства есть линейные пространства с дополнительными структура-
ми – скалярным произведением и нормой соответственно. При этом если в 
линейном пространстве V  введено скалярное произведение, то исходя из 
этого скалярного произведения можно ввести и норму в этом пространстве, 
то есть превратить его в нормированное пространство.  

Свойство 3.3. Если V  – линейное пространство над полем P  со ска-
лярным произведением  ,  :  V V P    , то V  есть нормированное про-
странство с евклидовой нормой  

 ,  x x x .     (3.2) 
□ Докажем, что норма при помощи формулы (3.2) введена корректно. 

Выполнимость аксиомы 1N  следует из аксиомы 1E  определения скалярно-
го произведения.  

Выполнимость аксиомы 2N  доказывается непосредственно: 

     ,  ,  ,  x x x x x x x x             , P . 
Выполнимость аксиомы 3N  доказывается с использованием неравенст-

ва Коши – Буняковского: 
               

               

2

2 2

,  ,  ,  ,  ,  ,  , ,  

,  ,  ,  ,  2 ,  ,  ,  

x y x y x y x x x y y x y y x x x x y y

x x y y y y x x x x y y y y

          

     

 22 22 ,x x y y x y       откуда .x y x y    
Свойство 3.4 (непрерывность скалярного произведения). Функция 

 ,  :V V P     является непрерывной на множестве V V .  
□ Пусть    ,  n nx x y x   ( ,  ,  ,  n nx y x y V ). Применяя неравенство 

треугольника для модуля, линейность скалярного произведения и неравен-
ство Коши – Буняковского (3.1), получаем 
             , , , , , , ,n n n n n n n nx y x y x y x y x y x y x y y         
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 ,nx x y   n n nx y y x x y     . 
Так как    ,  n nx x y x  , то последовательности     ,  n nx y  явля-

ются ограниченными, 0,  0n nx x y y     при n  . Тогда 

   , , 0n nx y x y   при n  . ■ 
Свойство 3.5 (равенство параллелограмма). В пространстве со ска-

лярным произведением выполняется тождество параллелограмма 

   2 2 2 22   ,  x y x y x y x y V      .     (3.3) 
□ Представим норму по формуле (3.2) и воспользуемся свойствами 

скалярного произведения 
         2 2 ,  ,  ,  ,  ,  x y x y x y x y x y x y x x x y y x            

               2 2,  ,  ,  ,  ,  2 ,  2 ,  2 .y y x x x y y x y y x x y y x y          ■ 
Пример 3.1. Пусть V  есть линейное (вещественное) нормированное 

пространство с нормой 0:V V   R , в котором для любых элементов 
,  x y V  выполняется равенство параллелограмма (3.3). Тогда формула 

   2 21,  
4

x y x y x y        (3.4) 

задает в V  скалярное произведение, согласующееся с нормой (3.2) в V . 
Для решения примера 3.1 достаточно проверить аксиомы скалярного 

произведения. Пример 3.1 показывает, что если в линейном нормирован-
ном пространстве с введенной нормой 0:V V   R  существуют два эле-
мента, для которых не выполняется равенство параллелограмма (3.3), то в 
нем нельзя ввести скалярное произведение, согласованное с нормой по 
формуле (3.2). Так, например, норма в пространстве  0,1C  по формуле  

 
 

0,1
max
t

x x t


  не порождает скалярного произведения, так как для функ-

ций  x x t t  ,   1y y t   не выполняется равенство параллелограмма: 

 0,1
max 1 2
t

x y t


    , 
 0,1

max 1 1
t

x y t


    , 1x  , 1y  . 

Аналогично в пространствах      0 ,  ,   2 ,  ,  2p pc c l p L a b p   нельзя 
ввести скалярного произведения, согласованного с нормой по (3.2). 

Определение 3.2. Пусть V  есть евклидово пространство со скалярным 
произведением  ,  :  V V   R . Углом   между элементами ,  x y V  на-
зывается угол, удовлетворяющий равенству  

 ,
cos

x y
x y

 


. 

Заметим, что угол   между элементами ,  x y V  определен корректно 

в силу неравенства (3.1):    ,  ,  
cos 1

x y x yx y
x y x y x y




   
  

.  

В унитарном пространстве понятие угла не вводится.  
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Задачи для самостоятельного решения 
Задача 3.1. Показать на примере элементов  1, 1,  0, 0, ...x  , 
 1, 1,  0, 0, ...y   , что в pl  ( 1,  2p p  ) не выполняется равенство парал-

лелограмма [ pl  ( 1,  2p p  ) не является евклидовым пространством].  
 Задание 3.2. Определяет ли функция   2 2,  :   R R R  скалярное 

произведение, если 

а)    
2

1

,  k k
k

x y x y


  ,   б)   1 1 1 2 2 1 2 2,  2x y x y x y x y x y    , 

в)    1 1 1 2 2 2 1 2,   ,  x y k x y k x y k k   R ? 
 

3.2. Примеры пространств со скалярным произведением 
В данном вопросе рассмотрим примеры различных пространств со 

скалярным произведением. 
Пример 3.2. Евклидово пространство nR . Скалярное произведение 

для элементов  1 2,  ,  ..., nx x x x ,  1 2,  ,  ..., ny y y y  вводим по формуле  

  1
,  n

k kk
x y x y


 .  

Аксиомы скалярного произведения проверяются непосредственно. 
Соответствующая норма (порожденная скалярным произведением) в nR  
имеет вид  

  2
1

,  n
kk

x x x x


   . 
Неравенство Коши – Буняковского имеет вид 

2 2
1 1 1

n n n
k k k kk k k

x y x y
  

     

(представляет собой частный случай неравенства Минковского). 
Другой способ задания скалярного произведения – в виде так назы-

ваемой симметрической билинейной формы  

 
1 1

,  
n n

ij i j
i j

x y s x y
 

 , 

где  
, 1

n

ij i jn n
S s


   симметрическая ( ij jis s , , 1,  i j n ) положительно опре-

деленная матрица n -го порядка. Проверим выполнимость аксиомы 1 :E   

 
1 1

,  0
n n

ij i j
i j

x x s x x
 

  , так как скалярный квадрат элемента x  есть поло-

жительно определенная квадратичная форма (от переменных 1,  ..., nx x ), 
причем  ,  0x x   тогда и только тогда, когда  0,  0,  ...,0 x  .  

Проверка остальных аксиом проводится непосредственно.  
Пример 3.3. Пространство 2l  последовательностей вещественных чи-

сел  1 2,  ,  ...x x x ,  1 2,  ,  ...y y y  таких, что сходятся ряды 2
1

n
ii

x
 , 
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2
1

n
ii

y
 . В 2l  скалярное произведение введем по формуле  

  1
,  k kk

x y x y


  . 

При этом в силу того, что ряды 2
1

n
ii

x
 , 2

1

n
ii

y
  являются сходящи-

мися, следует, что и ряд 
1 k kk
x y


  также сходится. Проверим аксиомы 

скалярного произведения.  

1 :E    2
1

,  0kk
x x x


  , причем    2

1
,  0 0 k kk

x x x x k N


      , то 

есть  0,  0,  ...x  ,  

2 :E     1 1
,  ,  k k k kk k

x y x y y x y x 

 
      ,  

3 :E        1 1 1
,  ,  ,  k k k k k k kk k k

x y z x y z x z y z x z y z  

  
            , 

4 :E       1 1
,  ,  k k k kk k

x y x y x y x y   
 

 
      . 

Неравенство Коши – Буняковского в этом пространстве имеет вид 
2 2

1 1 1k k k kk k k
x y x y  

  
      

(получается из неравенства Минковского предельным переходом по n). 

Соответствующая норма имеет вид   2
1

,  kk
x x x x


   .  

Пусть  1 2,  ,  ...    фиксированная последовательность положи-
тельных вещественных чисел, 2,l    множество всех последовательностей 

 1 2,  ,  ...x x x  таких, что сходится ряд 
2

1 k kk
x


 . Тогда можно доказать, 

что в  2,l   скалярное произведение можно ввести по формуле  

  1
, k k kk

x y x y



 .  

Пример 3.4. В линейном пространстве  2 ,L a b  комплекснозначных, 
непрерывных на отрезке  ,a b  функций введем скалярное произведение 

     ,  
b

a
x y x t y t dt  . 

Выполним проверку аксиом скалярного произведения. 

1 :E         
2

,  0
b b

a a
x x x t x t dt x t dt    , причем 

     
2

,  0 0
b

a
x x x t dt x t    , 

2 :E             ,  ,  
b b

a a
x y x t y t dt y t x t dt y x    .  

Выполнимость остальных аксиом следует из линейности определен-
ного интеграла.  

Пример 3.5. Рассмотрим линейное пространство  1
2 ,a bW  непрерыв-

но дифференцируемых на  ,a b  комплекснозначных функций. Определим 
скалярное произведение по формуле  
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          ,  
b

a
x y x t y t x t y t dt   . 

Проверка аксиом скалярного произведения проводится так же, как и в 
примере 3.4. Норма, порожденная скалярным произведением, задается в 

виде     2 2b

a
x x t x t dt  . 

В случае, если  1
2 ,a bW  есть пространство непрерывно дифференци-

руемых на  ,a b  вещественных функций, скалярное произведение в нем 

определяется по формуле           ,  
b

a
x y x t y t x t y t dt   , а порожден-

ная им норма     2 2b

a
x x t x t dt  .  

Пример 3.6. На линейном пространстве функций  :  ,x a b  R , ко-
торые отличны от нуля на не более чем счетном множестве, причем ряд 

 
 

2

,t a b
x t


  сходится, скалярное произведение зададим формулой  

     
 ,

,  
t a b

x y x t y t


  . 

Проверим аксиому 1E  скалярного произведения:  
   

 

2

,
,  0

t a b
x x x t



  , причем    
 

    2

,
,  0 0 ,

t a b
x x x t x t t a b



      . 

Остальные аксиомы проверяются непосредственно.  
Пример 3.7. В линейном вещественном пространстве V  непрерывных 

на  0,     функций  x t  таких, что интеграл  2

0

tx t e dt
   сходится, оп-

ределим функцию  ,  :V V    R       
0

, tx y x t y t e dt
   . Проверим 

выполнимость аксиом скалярного произведения:   

1 :E     2

0
, 0tx x x t e dt

   , причем      2

0
, 0 0tx x x t e dt x t

     , 

2 :E             
0 0

,  ,  ,t tx y x t y t e dt y t x t e dt y x
       

3 :E             
0 0

,  t tx y z x t y t z t e dt x t z t e dt
         

        
0

,  ,  ,ty t z t e dt x z y z
     

4 :E              
0 0

,  ,  t tx y x t y t e dt x t y t e dt x y   
      , R . 

Пример 3.8. В пространствах  2 0,1L и  1
2 0,1W  найти углы треуголь-

ника, образованного элементами       21,  ,  x t y t t z t t   .  
Решение. 1. В пространстве  2 0,1L  находим  

 
1

0
1 1/ 2,x ty dt   ,  

1 2

0
, 1 1/3x z t dt   ,  

1 2

0
, 1/ 4y z t t dt   , 
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 
1

0
, 1 1 1x x dt   ,  

1

0
1/3,y t tdty    ,  

1 2 2

0
, 1/5tz z t dt   , 

 
1

, 1/ 2 3cos
21/3

x y
x y

   


, 
 

2

, 1/3 5cos
31/5

x z
x z

   


,  

 
3

, 1/ 4 15cos
41/3 1/5

y z
y z

   
 

. 

2. В пространстве  1
2 0,1W  находим  

   
1 1

0 0
1 1 2, 0 1 /x t dt dy t t      ,    1 2

0
1 0 2, 1/3t t dtx z      ,  

     1 12 3

0 0
1 2 2 1/ 4 1 5, / 4t t t dt t t ty z d         , 

   
1

0
1 1 0, 0 1dtx x     ,    

1

0
1 1 1/3 1 3, 4 /y t dty t       ,  

     1 12 2 4 2

0 0
2 2 4 1/5 4/3 23/15, t t t t dt t t dz z t         , 

 
1

, 1/ 2 3cos
44/3

x y
x y

   


, 
 

2

, 1/3 15cos
23/15 3 23

x z
x z

   


,  

 
3

, 5/ 4 5 3 5 15 5cos
44/3 23/15 2 23 8 23

y z
y z

     
 

. 

 
Задачи для самостоятельного решения 

Задача 3.3. Показать, что в пространстве nC  скалярное произведение 

можно определить формулой         1 2 1 2

1

,  
n

k k
k

z z z z


  , где  

        1 1 1 1
1 2,  ,  ..., nz z z z ,          2 2 2 2

1 2,  ,  ..., n
nz z z z C .  

Задача 3.4. Рассмотрим линейное пространство  n tP  многочленов 
относительно переменной tR  степеней, не превосходящих nN :  

  1
1 1 0...n n

n n nx t a t a t a t a
     ,   1

1 1 0...n n
n n ny t b t b t b t b

     . 
Выяснить, задают ли следующие функции скалярные произведения на 

множестве    n nt tP P : 

а)      0 0 1 1 1 1
0

,  ...
n

n n i i n n n n
i

x t y t a b a b a b a b a b 


      , 

б)         
0

,  ,
n

n n n i n i
i

x t y t x t y t


  где 0 1 1,  ,  ..., ,  n nt t t t  R попарно 

различные действительные числа.  
Задача 3.5. В линейном вещественном пространстве V  непрерывных 

на R  функций  x t  таких, что интеграл   22 tx t e dt
 

  сходится, опреде-
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лим функцию  ,  :V V P     по правилу      , tx y x t y t e dt
 


  . Прове-

рить выполнимость аксиом скалярного произведения. 
Задача 3.6. В линейном пространстве 2l  последовательностей веще-

ственных чисел  1 2,  ,  ...x x x  таких, что сходится ряд 2
1

n
ii

x
 , положим 

  1
,  k k kk

x y x y



  (  0,  1k  ). Проверить выполнимость аксиом скаляр-

ного произведения.  
Задача 3.7. Пусть 0 1 2 1... n na t t t t t b        - фиксированное раз-

биение отрезка  ,  a b . Отнесем две непрерывные функции  x x t , 
 y y t  к одному классу, если значения этих функций совпадают во всех 

точках разбиения. Доказать, что множество классов образует n -мерное 
линейное пространство nH . Пусть ,x y представители различных классов 
в nH . Показать, что соотношение      0

,  n
k kk

x y x t y t


  задает на nH  
скалярное произведение.  

Задача 3.8. В линейном пространстве  2,2Mat  вещественных квад-
ратных матриц 2-го порядка введем функцию    ,  : 2,2Mat   R  по 

формуле     
2 2

1 1
,  ij ij

i j
A B a b

 

   (    2 2

, 1 , 1
,  ij iji j i j

A a B b
 

  ). Проверить вы-

полнимость аксиом скалярного произведения.  
 

3.3. Ортогональные системы элементов 
В линейных пространствах со скалярным произведением вводится 

важное понятие ортогональности элементов, которое отсутствует в линей-
ных нормированных и метрических пространствах.  

Определение 3.3. Пусть V  - пространство со скалярным произведени-
ем. Два элемента ,  x y V  называются ортогональными (записывают 
x y ), если их скалярное произведение равно нулю:  ,  0x y  .  

Например, непосредственно проверяется, что функции  x t t , 

  2y t t  ортогональны в пространствах  2 1,  1L   и  1
2 1,  1W  . 

Из свойств скалярного произведения следует, что нулевой элемент 
V   ортогонален любому элементу x V . 
Определение 3.4. Элемент x V  называется ортогональным подпро-

странству W V , если он ортогонален каждому элементу этого подпро-
странства. 

Определение 3.5. Система элементов 1 2,  ,  ..., kx x x  пространства V  на-
зывается ортогональной, если любые её два элемента ортогональны: 

 ,  0i jx x  , i j ,  , 1,2,...,i j k . 
Теорема 3.1. Любая ортогональная система 1 2,  ,  ..., kx x x  ненулевых 

векторов линейно независима. 
□ Составим равенство  
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1 1 2 2 ... k kx x x       ,     (3.5) 
где 1 2,  ,  ..., k P    . Умножив равенство (3.5) скалярно на 1x , на основа-
нии свойств скалярного произведения получим  
         1 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 1 1

0 00

... ,  ,  ,  ... ,  ,  k k k kx x x x x x x x x x x      
 

         , 

откуда 
 

2
1

1 1 1 1

0

,  0  0
x

x x 


   .  

Так как 1 0  , то равенство (3.5) примет вид 
2 2 ... k kx x     .    (3.6) 

Умножив (3.6) скалярно на 2x , получим 2 0  . И так далее. Оконча-
тельно получаем, что все 1 2,  ,  ..., k    равны нулю. Тогда по определению 
система ненулевых элементов 1 2,  ,  ..., kx x x  линейно независима. ■ 

Определение 3.6. Элемент e V  называется единичным, если его евк-
лидова норма равна единице:  ,  1e e e  . 

Любой ненулевой элемент x V  можно преобразовать в элемент 
 0x V  следующим образом:    0 0,  1xx x

x
  . При этом говорят, что 

x V  пронормирован, число 1x   называют нормирующим множителем.  
Определение 3.7. Система ненулевых элементов 1 2,  ,  ..., kx x x  про-

странства V  называется ортонормированной, если для любых двух эле-
ментов ,  i jx x V  (  , 1,2,...,i j k )   

  0,  ;
,  

1,  ,i j ij

i j
x x

i j



   

 

то есть любые два разных элемента из этой системы попарно ортогональ-
ны и каждый ее элемент – единичный.  

Пример 3.9. Непосредственно показывается, что тригонометрическая 
система функций 1,  cos ,  sin ,  cos2 ,  sin 2 ,  ...t t t t  ортогональна в простран-
стве  2 ,L   . Преобразовать эту систему в соответствующую ортонор-
мированную систему в  2 ,L   . 

Решение. В пространстве  2 ,L    скалярное произведение имеет 

вид      ,  x y x t y t dt



  . При этом  1,  1 1 1 2dt







   , а при всех 

1,2,...k   

      2 1 1 1sin ,  sin sin 1 cos 2 2 sin 2 ,
2 2 2

kt kt ktdt kt dt kt
k

  

 
 

 

       
    

      2 1 1 1cos ,  cos cos 1 cos 2 2 sin 2 .
2 2 2

kt kt ktdt kt dt kt
k

  

 
 

 

       
    

Значит, ортонормированная система функций имеет вид  
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1 cos sin cos2 sin 2,  ,  ,  ,  ,  ...
2

t t t t
    

 

Определение 3.8. Определителем Грама для системы 1 2,  ,  ..., kx x x V  
называется определитель 

 

     
     

     

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2
1 2

1 2

,  ,  ... ,  
,  ,  ... ,  

,  ,  ..., det
... ... ... ...
,  ,  ... ,  

n

n
n

n n n n

x x x x x x
x x x x x x

G x x x

x x x x x x

 
 
   
  
 

. 

Для линейной независимости системы элементов 1 2,  ,  ..., kx x x V  не-
обходимо и достаточно, чтобы ее определитель Грама был отличен от нуля. 
При этом определитель Грама будет всегда положителен. Этот факт можно 
рассматривать как обобщение неравенства Коши – Буняковского, которое 
в случае двух элементов принимает вид  

     
      22 21 1 1 2

1 2 1 2 1 2
2 1 2 2

,  ,  
,  det ,  0

,  ,  
x x x x

G x x x x x x
x x x x

 
     

 
.  

Для дальнейшего изучения пространств со скалярным произведением 
важно уметь строить в этих пространствах ортогональные и ортонормиро-
ванные системы элементов. Рассмотрим бесконечную систему элементов 

1 2,  ,  ...x x V , или короче  kx . Систему  kx  будем называть линейно не-
зависимой, если при каждом 1,  2,  ...k   система элементов 1 2,  ,  ..., kx x x  
является линейно независимой.  

Теорема 3.2 (Грамма – Шмидта, процесс ортогонализации систе-
мы элементов). По любой бесконечной линейно независимой системе 
элементов 1 2,  ,  ..., ,...nx x x V  можно построить ортонормированную сис-
тему элементов 1 2,  ,  ..., ,...ne e e V .  

□ На первом шаге положим элементы 1 1g x , 1
1

1

ge
g

 , 1 1e  .  

Далее на втором шаге построим элемент 2g  так, чтобы он был ортогонален 
элементу 1e . Подберем его в виде 2 2 21 1g x k e   . Из условия ортогональ-
ности 2g  и 1e  получим 

     2 1 2 1 21 1 1

0 1

,  ,  ,  g e x e k e e
 

      21 2 1,  k x e .  

Итак, элемент  2 2 2 1 1,g x x e e   . Пронормировав его, получим  

единичный элемент 2
2 2 1 2

2

,  1,  ge e e e
g

   . 

На третьем шаге строим вектор 3 3 31 1 32 2g x k e k e      так, чтобы он 
был ортогонален элементам 1e  и 2e . Из условия ортогональности 3g  и 1e , 

3g  и 2e  получим 
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       

       

3 1 3 1 31 1 1 32 2 1

1 00

3 2 3 2 31 1 2 32 2 2

0 10

,  ,  ,  ,  ,

,  ,  ,  ,  ,

g e x e k e e k e e

g e x e k e e k e e
 

 

    

    

 

 
 

откуда    31 3 1 32 3 2,  ,  ,  .k x e k x e   Итак, элемент 3g  имеет вид  
   3 3 3 1 1 3 2 2, ,g x x e e x e e     . 

Пронормировав его, получим единичный элемент 3
3 3 1 3 2

3

,  ,  .ge e e e e
g

    

Продолжая процесс построения элементов kg  ( 4,  ...k  ) при условии, 
что kg  ортогонален 1 1,  ...,  ke e  , получаем 

     
1

1 1 1 1
1

, ... , ,
k

k k k k k k k k i i
i

g x x e e x e e x x e e


 


         , 

1 1,  1,  ,  ..., ,k
k k k k k

k

ge e e e e e
g      4,  ...k    

В результате такого процесса получим ортонормированную систему 
элементов 1 2,  ,  ..., ,...ne e e V . ■ 

Естественно, теорема 3.2 применяется и для конечной линейно неза-
висимой системы элементов.  

Пример 3.10. Рассмотрим в  2 1,  1L   вещественных функций беско-
нечную систему   1k

kx t t   ( 1,2,...k  ), то есть систему многочленов 
2 31,  ,  ,  ,  ...t t t . Построить по этой системе первые четыре многочлена орто-

нормированной системы. 
Решение. В  2 1,  1L   введено скалярное произведение в виде 

     
1

1
,  x y x t y t dt


  . Следуя теореме 2, последовательно находим  

   1 1 1g t x t  ,    
1

1 1 11
2g g t g t dt


  ,  1 1/ 2e t  , 

       
1 1

2 2 2 1 1 1 1

1 1 1,
22 2

g t x t x e e t t t dt t tdt t
 

           
   ,  

   
1 1 2

2 2 21 1

2
3

g g t g t dt t dt
 

    ,    
 

2
2

2

3 6
22

g t
e t t t

g t
   , 

   
1 12 2 2

3 3 3 1 1 3 2 2 1 1

1 1 6, ,
22 2

g x x e e x e e t t dt t tdt
 

            
    

2 1 ,
3

t   

   
2

1 1 2
3 3 31 1

1 2 10
3 15

g g t g t dt t dt
 

     
   , 
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   
 

 2
3

3
3

3 1 10
4

tg t
e t

g t


  , 

     
13 3

4 4 4 1 1 4 2 2 4 3 3 1

1 1, , ,
2 2

g x x e e x e e x e e t t dt


            
   

   2 2
1 13 3 3

1 1

3 1 10 3 1 106 6 3 ,
2 2 4 4 5

t t
t tdt t t dt t t

 

    
               

   

   
2

1 1 3
4 4 41 1

3 2 14
5 35

g g t g t dt t dt
 

     
   , 

   
 

 3
4

4
4

5 3 14
4

t tg t
e t

g t


  . 

Пример 3.11. Показать, что система функций  

      
n

n n
n n

dx t t a b t
dt

     ( 0,  1,  2,  3n  ) 

образует в пространстве  2 ,  L a b  ортогональную систему функций.  
Решение. В  2 ,  L a b  скалярное произведение задается формулой 

     ,  
b

a
x y x t y t dt  . Обозначим      n n

ny t t a b t     ( 0,  1,  2,  3n  ). 

При этом      n
n nx t y t  ( 0,  1,  2,  3n  ). Легко проверяются следующие ут-

верждения: 
1)   0ny a  ,   0ny b   при всех 0,  1,  2,  3n  , 

2) функция           kk n
ny t t a b t     [производная порядка k n  от 

функции  ny t ] обращается в нуль в точках ,  t a t b  , 
3) функция     0k

ny t   при всех 2k n .  
 Найдем скалярное произведение  

                     1 1 1
0 0,  1 0

t bb b n n n n
n n n n n na a t a

x x x t x t dt y t dt y t y b y a
  


          

при всех 1,  2,  3n  .  
Далее найдем скалярное произведение функций  1x t  и  2x t , исполь-

зуя формулу интегрирования по частям определенного интеграла:  

                     

                               

1 2 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 1 1 1 2
2 1 1 2 1 2 2 1

0 0

,  
t bb b

a a t a
u dv

b b

a a
u u

x x x t x t dt y t y t dt y t y t

y t y t dt y b y b y a y a y t y t dt





   

      

        

 

 

 

   

 

           2 3
1 2 2 1

00

0
t b b

at a
y t y t y t y t dt






      
,  

то есть функции  1x t  и  2x t  ортогональны. Аналогично проверяется по-
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парная ортогональность  1x t ,  3x t  и  2x t ,  3x t .  
Пример 3.12. В пространстве 2,l   со скалярным произведением 

  1
, k k kk

x y x y



 , где  1,  2,  ..., , ...n  , ортонормированной системой 

является система элементов   1,2,...n n
e


, где 1

1

0, 0,  ..., 0, , 0, ...n n
n

e


 
   
 
 . Дейст-

вительно, при k l   , 0k le e  , а при k l   
     1 1, 1 0 0 ... 1 0 0 1 0 0 ... 1k k k k
e e k k k                 .  

 
Задачи для самостоятельного решения 

Задача 3.9. Доказать, что если 1 2,  ,  ..., kx x x V  есть ортогональная 
система элементов ( V  пространство со скалярным произведением), то 
выполняется равенство 2 22 2

1 2 1 2... ...k kx x x x x x        (указание: 
вычислить скалярный квадрат элемента 1 2 ... kx x x    и воспользоваться 
свойствами скалярного произведения). 

Задача 3.10. Доказать, что система функций (система многочленов 

Лежандра)    21 1 ,  1,2,...
2 !

k k

k k k

dl t t k
k dt

      
, есть ортогональная сис-

тема многочленов.  

Задача 3.11. Доказать, что система функций    2 sinnx t nt


 , 

1,2,...n  , образует ортонормированную систему функций в пространстве 
 2 0,  L   и она же образует ортогональную, но не ортонормированную 

систему функций в пространстве  2 ,  L   . 
Задача 3.12. Пусть множество  :  ,  ,itL x x e t   R . На множестве  

L L  определим функцию  , : L L   C  формулой  

     1, lim
2

T

T
T

x y x t y t dt
T



 
  

 
 . 

1. Доказать, что данная функция задает скалярное произведение. 
2. Доказать, что система функций  ite


  ортогональная система. 

Задача 3.13. В линейном вещественном пространстве V  непрерывных 
на  0,     функций  x t  таких, что  2

0

tx t e dt
   сходится, введем 

скалярное произведение  ,  :V V    R       
0

, tx y x t y t e dt
    (см. 

пример 3.8). Рассмотрим систему многочленов 21,  ,  ,  ...t t  Найти первые три 
многочлена из соответствующей ортонормированной системы 
многочленов (Чебышева – Лаггера). 

Задача 3.14. В пространстве 2R  построить ортонормированную сис-
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тему элементов по системе  1 1,  0f  ,  2 2,  1f   относительно: а) стан-
дартного скалярного произведения; б) скалярного произведения, порож-

денного симметрической билинейной формой  
1 1

,  
n n

ij i j
i j

x y s x y
 

  с матри-

цей 
1 1
1 2

S  
  
 

. 

Задача 3.15. В пространстве 3R  построить ортонормированную сис-
тему элементов по системе  1 1,  0,  0f  ,  2 1, 1,  0f  ,  3 1,  1,  1f  . 

Задача 3.16. В пространстве 2l  провести процесс ортогонализации 
для системы  1 1,  0,  0,  ...f  ,  1 1 1 1

2 2 4 8 161,  ,  ,  ,  , ...f  .  
 

3.4. Гильбертовы пространства 
Определение 3.9. Пространство со скалярным произведением называ-

ется гильбертовым, если оно полно в норме, порожденной скалярным 
произведением. Гильбертовы пространства обозначают буквой Н. 

Простейший пример гильбертова пространства дает евклидово про-
странство nH  R  элементов  1 2,  ,  ..., n

nx x x x R , 

 1 2,  ,  ..., n
ny y y y R  с вещественными коэффициентами со скалярным 

произведением   1
,  n

k kk
x y x y


 . В этом случае норма задается формулой 

  2
1

,  n
kk

x x x x


   .  

Пространство nH  R  элементов  1 2,  ,  ..., n
nz z z z C , 

 1 2,  ,  ..., n
nw w w w C  с комплексными коэффициентами будет являться 

гильбертовым, если скалярное произведение задать формулой 
  1

,  n
k kk

z w z w


 , соответствующая норма определяется как 

  2

1
,  n

kk
z z z z


   .  

Важным примером гильбертова пространства является пространство 
2l  последовательностей вещественных (или комплексных) чисел 

 1 2,  ,  ...x x x  таких, что 2

1 kk
x


   с нормой 

  2

1
,  kk

x x x x


   . Возьмем в 2l  фундаментальную последователь-

ность  nx , где       1 2 2,  ,  ..., ,...n n n
n kx x x x l  . Так как  

        2

1

n p n n p n
k k i i n p n

i
x x x x x x


 




     , 

то при каждом фиксированном kN  числовая последовательность   n
k n

x  

является фундаментальной в nP , а значит, сходящейся (в силу полноты 
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nP ) к некоторому элементу    0 lim n
k kn

x x


 . Рассмотрим последовательность 

вещественных чисел   0
0kx x . Покажем, что 0 2x l  и   0nx x  при 

n . Из фундаментальности  nx  в 2l  следует  

        2
* *

1

0 : n p n
n p n i i

i
n n n p x x x x 







 
             

 
N N . 

Тогда для любого mN :     2

1

m
n p n

i i
i

x x 



  . Переходя к пределу 

при p  , получаем при всех *n n      20

1

m
n

i i
i

x x 


  . Далее переходя 

к пределу при m  , получаем     20

1

n
i i

i
x x 





  . Последнее неравен-

ство означает, что при *n n  элемент  0 2nx x l   и 0 nx x   . Тогда 

элемент   0 0 2n nx x x x l    .  

Аналогично можно доказать, что при всяком 1p   пространство pl  
является гильбертовым пространством.  

Пространство  2 ,C a b  всех непрерывных на  ,a b  вещественных 

функций относительно скалярного произведения      ,  
b

a
x y x t y t dt   яв-

ляется евклидовым, но не гильбертовым, так как оно не полно по норме  

 2b

a
x x t dt  .  

Пространство  2 ,L a b , состоящее из классов эквивалентных между 
собой комплекснозначных на  ,a b  функций, интегрируемых с квадратом 

модуля (   2b

a
x t dt   ), со скалярным произведением 

     ,  
b

a
x y x t y t dt  , является гильбертовым пространством.  

 
3.5. Расстояние от элемента до подпространства 

Рассмотрим задачу нахождения элемента наилучшего приближения, 
которая решалась ранее в линейных нормированных пространствах. В 
гильбертовом пространстве, вследствие его полноты и наличия понятия 
ортогональности элементов, удается полностью решить эту задачу. Как и в 
нормированных пространствах, расстояние  ,d x L  от элемента x H  до 
подпространства L H  определим по формуле  , inf

u L
d x L x u


  . При 

этом (как ранее доказано)  , 0d x L  , если x L .  Если же x L , то 
 , 0d x L  .  
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Если в трехмерном евклидовом пространстве задана плоскость L, про-
ходящая через начало координат О, и точка 0M L , то существует единст-

венная точка 0M L   такая, что число 0 0M M 


 реализует расстояние от 

точки 0M L  до плоскости L. При этом прямая 0 0M M   перпендикулярна к 
плоскости L. Эти факты справедливы в произвольном гильбертовом про-
странстве.  

Теорема 3.3. Пусть L H  подпространство (замкнутое линейное 
многообразие в гильбертовом пространстве Н) и x L . Тогда существует 
единственный элемент y L  такой, что  ,d x L x y  . При этом элемент 

 z x y L   . 
Доказательство. Так как x L , то  * , 0d d x L  . По определению 

нижней грани    * *1/ 0 1/n nn u L d x u d n         . 
1. Сначала докажем, что полученная последовательность  n n

u  эле-
ментов L  является фундаментальной. Положим в равенстве параллело-
грамма элементы nx u , mx u  в качестве его сторон (диагонали паралле-
лограмма будут 2 n mx u u  , m nu u ):  

2 2 2 22 2 2n m n m n mx u x u u u x u u        . 

Так как L  замкнутое линейное многообразие в Н, то  1
2 n mu u L   и  

      2 222 *1 1
2 22 2 4 4n m n m n mx u u x u u x u u d         . 

Из определения нижней грани следует, что  

 22 * 1/nx u d n   ,  22 * 1/mx u d m   , 

следовательно, при всех номерах *,n m N  имеем  

   222 2 2 *1
22 2 4 2 1/n m n m n mu u x u x u x u u d n          

   
* *2 2* * *

2 2 * * * *

4 4 2 2 1 1 1 12 1/ 4 4 2d dd m d d
n m n m N N N N

                 
   

*

*

8 2d
N


 . Тогда при больших значениях *N  разность n mu u  является 

бесконечно малой величиной, что и означает фундаментальность  n n
u . 

Вследствие полноты пространства Н последовательность  n n
u  сходится к 

некоторому y L  (элемент y  является элементом подпространства L  в 
силу замкнутости). Переходя к пределу в неравенстве * 1/nx u d n    
при n  , получаем *x y d  .  

2. Докажем единственность элемента y L , на котором достигается 
нижняя грань  * ,  inf

u L
d d x L x u


   . Предположим, что существует дру-
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гой элемент y L , при котором  * ,  d d x L x y   . По равенству 
параллелограмма имеем  

       
2 2 2 22 2 2* * * 1

24 2 2 2 2 4d d d x y x y y y x y y               

 22 *4 ,y y d    откуда 2 0y y  , то есть y y . 
3. Докажем, что элемент  z x y L   . Рассмотрим для определенно-

сти вещественный случай. Докажем, что для любого элемента h L  
(h  ) имеет место равенство  ,  0x y h  . Возьмем произвольный R . 
Согласно неравенству треугольника x y x y h    , значит,  

   ,  ,  x y h x y h x y x y        . 
Производя преобразования по свойствам скалярного произведения, 

получаем 
       2,  2 ,  ,  ,  x y x y x y h h h x y x y           

   22 ,  ,  0x y h h h     .  

Полагая в последнем неравенстве   2,  /x y h h    , получаем 

  2 2,  / 0x y h h   , откуда  ,  0x y h  . Теорема доказана.  
Из теоремы следует, что если L H подпространство, то для любого 

элемента x H  справедливо ортогональное разложение 
x y z  , 

где y L , z x y L   , причем это разложение единственное. Элемент 
y L  называется проекцией элемента x H  на подпространство L , эле-
мент z L  называется ортогональной составляющей элемента x H . При 
этом справедливо равенство 2 2 2x y z  . 

Определение 3.10. Пусть L  линейное многообразие в гильбертовом 
пространстве H . Совокупность всех элементов из H , ортогональных к L , 
называется ортогональным дополнением к L  и обозначается L :  

  :  ,  0,  L y H y x x L     . 
Можно непосредственно доказать, что L  является подпространством 

в гильбертовом пространстве H .  
Пример 3.13. В пространстве  2 0,1L  найти ортогональную проекцию 

элемента   3
0x t t  на подпространство 1L  многочленов степеней, не пре-

вышающих единицу.  
Решение. Подпространство     1 :  L y t y t at b    (двумерное под-

пространство в  2 0,1L ) имеет базис  1e t t ,  2 1e t  . При этом имеет ме-
сто ортогональное разложение 

0 1x y z a t b z        ( z L ).     (3.7) 
Найдем коэффициенты ,a b  из условия ортогональности элементов 

 1e t t ,  2 1e t   к элементу z L . Умножая равенство (3.7) скалярно на 
 1e t ,  2e t , получаем 
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       
       

     
     

0 0

0 0

, , 1, , , , 1, , ,

,1 ,1 1,1 ,1 , ,1 1,1 ,1 .

x t a t t b t z t a t t b t x t

x a t b z a t b x

           
          

 

Учитывая, что  

     
1 12

0 0
, 1/3,  ,1 1/ 2,  1,1 1,t t t dt t tdt     

   
1 14 3

0 00 0
, 1/ 5, ,1 1/ 4,x t t dt x t dt      

получаем из системы уравнений 0,9a  , 0,2b   , то есть функцию 

  0,9 0,2y t t  . При этом    
12 2

0
, 0,9 0,2 0,13y y y t dt    , 

 
12 6

0
, 1/ 7x x x t dt   . 

Пример 3.14. В пространстве 2l  найти ортогональное дополнение L  к 
подпространству   2 1 2 1 3 4:  ,  ,  ... ,  2 3 0L y l y y y y y y      , ортогональ-

ную проекцию элемента 0

1,2,...

1 1 1 1 1, , , ,...
3 3 9 27 81

k

k

x


             
     

 на L , рас-

стояние от элемента 0x  до L  и L .  
Решение. Запишем подпространство в виде 

  2 3 4 2 3, 4 5 6:  2 3 ,  ,  ,  ,  ,  ...L y l y y y y y y y y    . 

Ортогональное дополнение L  имеет вид  
  2 0 0 0:  ,  1,  0,  2, 3,  0,  0,  0, ... ,  L z l z z z z        R . 

Это одномерное линейное множество (порождаемое элементом 0z ) 
замкнуто в пространстве 2l , значит, оно является подпространством. При 
этом любой элемент y L  ортогонален каждому элементу z L .  
Действительно, в этом случае 

     3 4 2 3 4 5,  2 3 1 0 2 3 0 ... 0y z y y y y y y              . 
Найдем ортогональную проекцию элемента 0x  на L . При этом имеет 

место ортогональное разложение 0 0x y z  , где y L , 0z x y L    . 
Чтобы найти число  , умножим скалярно равенство 0 0x y z   на эле-
мент 0z . Учитывая ортогональность элементов y  и 0z , получаем 
   0 0 0 0,  ,  x z z z , откуда  

 
 

 
0 0

0 0

1 1 1 11 0 2 3,  13 9 27 81 .
,  1 4 9 63

x z
z z



               
      

 
 

Тогда элемент  0 0

1,2,...

1 1 1,  0,  2, 3,  0,  0,  0, ...
3 63

k

k

y x z


          
   

. 

По теореме Пифагора 2 22
0 0x y z  . Находим расстояния  
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   0 0 0 0
1 14, ,  
63 63

d x L z z z z    ,  

 2
0 0 0

1 1 1 1/9 1, ... ...
9 81 9 1 1/9 8kx x x       


, 

2 2
0 0 2

1 14 1 551.
8 63 18 14

y x z      

Рассмотрим следующую опорную задачу.  
Пример 3.15. Доказать, что если L H  есть одномерное подпро-

странство гильбертова пространства H  и элемент ,  a L a   , то расстоя-
ние от любого элемента x H  до L  вычисляется по формуле 

   ,
,

x a
d x L

a
  . 

Решение. Так как dim 1L  , то можно считать, что подпространство L  
порождается элементом ,  a L a   , то есть любой элемент y L  имеет 
вид y a  . При этом  ,d x L y a   . Для любого элемента x H  
имеем разложение x a z  , причем  , 0a z  . Умножив скалярно равен-

ство x a z   на элемент a , получим    , ,x a a a , откуда  
 

,
,

x a
a a

  . 

Тогда    
 

   
2

, ,,
,

,
x a x ax a

d x L y a a a
a a aa

         .  

Можно доказать следующее утверждение: если L H  есть k -мерное 
подпространство гильбертова пространства H  с базисом 1 2,  ,  ...,  ke e e , то 
квадрат расстояния от любого элемента x H  до L  можно представить в 

виде отношения двух определителей Грама    
 

2 1 2

1 2

,  ,  ,  ...,  
,  

,  ,  ...,  
k

k

G x e e e
d x L

G e e e
 . 

Рассмотрим применение данного утверждения для решения следующей за-
дачи.  

Пример 3.16. В пространстве 4H  R  задано двумерное подпростран-
ство   4

1 2 3 4 1 3 4 2 3 4:  ,  ,  ,  ,  ,  2L y y y y y y y y y y y y      R . Найти рас-

стояние  ,  d x L  от элемента   41,  2,  0,  0x  R  (двумя способами).  
Решение. 1. Первый способ. Базис в L  состоит из двух элементов:   
   1 21,  2,  1,  0 ,  1,  1,  0,  1h h   . Найдем определители Грама (скалярное 

произведение в 4R  задается в виде суммы произведений компонент векто-
ров): 

 
     
     
     

1 2

1 2 1 1 1 1 2

2 2 1 2 2

, , , 5 5 1
,  ,  , , , 5 6 1 14

, , , 1 1 3

x x x h x h
G x h h h x h h h h

h x h h h h


   

 
,  
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     
   

1 1 1 2
1 2

2 1 2 2

,  ,  6 1
,  17

,  ,  1 3
h h h h

G h h
h h h h


  


,   14 238,  

17 17
d x L   . 

2. Второй способ:  ,  d x L z , где z L . Найдем ортогональное до-
полнение L  к подпространству L  (точнее, его базис). По определению ор-
тогонального дополнения       4

1 2 3 4 1 2, , , :  ,  0, ,  0L z z z z z z h z h     R . 
Составляем систему уравнений 

 
 

1 1 2 3

2 1 2 4

, 2 0,

, 0.

z h z z z

z h z z z

   


   
 

Ее фундаментальная система решений имеет вид 
   1 21,  1,  3,  0 ,  2,  1,  0,  3z z      . 

Составим разложение 1 1 2 2x y z z      ( y L ), где 1 2,    R  под-
лежат определению. Умножая последнее равенство скалярно на 1z

 , затем 
на 2z  и учитывая ортогональность элементов y  и 1z

 , y  и 2z , получаем  

     
     

1 1 1 2 2 1 1 1 2 1

1 2 21 1 2 2 2 2 2

, , , , 11 3, 14/51,
14 0 1/51., , ,

z z z z x z

z z z z x z

    
   

    

    

                 
 

Тогда 
     514 1 4 14 1

1 1 2 2 51 51 17 17 17 171,  1,  3,  0 2,  1,  0,  3 ,  ,  - ,  z z z          , при этом 

  238,  .
17

d x L z   

 
Задачи для самостоятельного изучения 

Задача 3.17. В пространстве  2 0,1C  найти ортогональную проекцию 
элемента   3

0x t t  на подпространство многочленов степеней, не превы-
шающих: 1) нуль; 2) два; 3) три.  

Задача 3.18. В пространстве V  найти ортогональную проекцию эле-
мента  0x t  на подпространство L , если 

1)  2 1,1V C  ,   3
0x t t t  , L  - подпространство многочленов степе-

ней, не превышающих единицу, 
2)  2 0,  V C  ,  0x t t , L  - двумерное подпространство, порожден-

ное функциями sin ,  cost t . 
Задача 3.19. В пространстве 2l  найти ортогональное дополнение L  до 

подпространства   2 1 2 1 2 3:  ,  ,  ... ,  0L y l y y y y y y      , ортогональ-

ную проекцию элемента 0

1,2,...

1
2

k

k

x


      
   

 на L , расстояние от элемента 0x  

до L  и L . 

Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и Р
ГР
ТУ



 Задача 3.20. В  2l  найти расстояние от элемента  1,0,0,...x   до под-

пространства  2 1 2
1

:  ,  ,  ..., ,... ,  0
n

n n k
k

L y l y y y y y


 
    
 

  и его ортого-

нальное дополнение.  
Задача 3.21. В 2l  найти ортогональное дополнение L  (его базис) до 

подпространства   2 1 2 2 3 5 1 2 3:  , , ... , 3 0, 2 4 0L y l y y y y y y y y y         , 

ортогональную проекцию элемента 0

1,2,...

1
2

k

k

x


      
   

 на L , расстояние от 

0x  до L  и L . 
Задача 3.22. Доказать, что в пространстве  2 0,1L  ортогональным до-

полнением M   к подпространству M  функций, которые равны нулю на 
отрезке  0;  0,5 , является         2 0,1 :  0,  0,5;1M z z t L z t t      .  

Задача 3.23. В пространстве  2 0,1L  найти ортогональное дополнение 

L  к подпространству       1

2 0
0,1 :  0L y y t L y t dt      и расстояние от 

элемента 2x t  до подпространства L .  
Задача 3.24. В пространстве 2l  найти ортогональное дополнение L  к 

подпространству 2 3
1 1 11,  ,  ,  ,... ,  
2 2 2n n n nL y n N      

  
.  

Задача 3.25. Найти ортогональную проекцию 0 2y l  элемента 

0 2
1 11,  ,  ..., , ...
2

x l
k

   
 

 на L , а также расстояния  0 ,d x L , если 

а)   1 2 3 1 3 5,  ,  ,  ... ,  3 0L y y y y y y y     ,   
б)      1 2 3 1 2,  ,  ,  1,0, 1,0,0,... ,  0,1,0, 1,0,0,... ,L Span f f f f f      
 3 0,0,1,0, 1,0,0,...f   .   
Задача 3.26. Доказать, что в пространстве  2 1,1L   ортогональной 

проекцией элемента    2 1,1x x t L    на подпространство четных 
функций является элемент     1

2y x t x t   . 
 

3.6. Ряды Фурье в гильбертовом пространстве.  
Полные ортогональные системы функций  

Пусть в пространстве H  со скалярным произведением задана орто-
нормированная система элементов  k ,  , 0k l    при k l , 

 2 , 1k k k    . Ряд вида 
1

k k
k

 



  (где k P  ) называется рядом по ор-

тогональной системе функций  k . Пусть элемент x H . Числа 
 ,k kc x   ( 1,2,...k  ) называются коэффициентами Фурье элемента x H  
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по ортогональной системе функций  k . Ряд 
1

k k
k

c 



  называется рядом 

Фурье по ортогональной системе функций  k  (рядом Фурье для элемен-

та x H ). Многочлен 
1

n

k k
k

c 

  (частичная сумма ряда Фурье) называется 

многочленом Фурье элемента x H .  

Составим элемент 
1

n

n k k
k

u  


  (линейную комбинацию элементов 

  1,2,...,k k n



 со всевозможными числами k P  ). В результате получим n-

мерное подпространство  1 2, ,...,n nL Span    , называемое линейной 
оболочкой, порожденной системой элементов   1,2,...,k k n




. Для элемента 
x H  вычислим квадрат расстояния между x H  и nu : 

   22

1 1 1

,  ,  ,
n n n

n k k k k k k
k k k

x u x x x x x     
  

 
         

 
    

   
1 1

, , .
n n

k k k k k k
k k

x     
 

    

При этом      , ,  , ,k k k k kx c x x c     . Тогда имеем  

 2 22

1 1 1 1

.
n n n n

k k k k k k k k k k k k
k k k k

x c c x c c       
   

             

Так как   2 2
k k k k k k k k k k k k kc c c c c c              , то 

2 2
k k k k k k k k kc c c c         . Тогда  

  2 22 22

1 1 1

n n n

k k k k k k k k k
k k k

x c c x c c    
  

           .  

При этом расстояние  , inf
n n

n n nu L
d d x L x u


    достигается при 

k kc   ( 1,2,...,k n ), то есть расстояние от элемента x H  до подпро-
странства  1 2, ,...,n nL Span      достигается в коэффициентах Фурье kc . 
Это свойство коэффициентов Фурье называется минимальным свойством 
коэффициентов Фурье. Таким образом, если  k  есть ортонормированная 
система элементов в пространстве H ,  1 2, ,...,n nL Span     есть подпро-
странство, порожденное конечной системой элементов   1,2,...,k k n




, то рас-
стояние  ,n nd d x L  от произвольного элемента x H  до подпространст-
ва nL  дается формулами  

 
1

,
n

n n k k
k

d d x L x c 


   ,    222 2

1

,
n

n n k
k

d d x L x c


   ,        (3.8) 

где  ,k kc x   ( 1,2,...k  ) есть коэффициенты Фурье элемента x H  по 
ортонормированной системе элементов  k . 
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При этом многочлен Фурье 
1

n

k k
k

c 

  есть наилучшее приближение эле-

мента x H  элементами подпространства  1 2, ,...,n nL Span     [то есть 

ортогональная проекция на подпространство nL ,  
1

n

n

k k L
k

c пр x t


 ].  

Так как 2 0nd  , то из формул (3.8) следует  2 2

1

n

k
k

c x


 . Далее, так как 

число 2x  не зависит от коэффициентов Фурье, то любая частичная сумма 
2

1

n

n k
k

S c


  числового ряда 2

1
k

k

c



  с неотрицательными членами ограни-

чена сверху числом 2x . Отсюда вытекают сходимость числового ряда 
2

1
k

k

c



  и неравенство для его суммы – неравенство Бесселя:  

2 2

1
k

k

c x




 .      (3.9) 

Рассмотрим вопрос о сходимости ряда Фурье по ортогональной сис-
теме элементов.  

Определение 3.11. Ортогональная (или ортонормированная) система 
элементов  k  гильбертова пространства H  называется полной, если для 
каждого элемента x H  ряд Фурье, составленный для него, сходится к 

этому элементу: 
1

k k
k

c x




 . При этом полная ортогональная (ортонорми-

рованная) система элементов  k  называется ортогональным (ортонорми-
рованным) базисом гильбертова пространства H .  

Полнота ортогональной (ортонормированной) системы элементов оз-
начает, что ее нельзя дополнить до более широкой ортогональной системы 
путем присоединения новых элементов.  

Из формул (3.8) следует, что система элементов  k  является полной 
тогда и только тогда, когда выполняется равенство Парсеваля – Стеклова:  

2 2 2

1

.
n

k k
k

c x


        (3.10) 

Приведем примеры полных ортогональных систем элементов.  
1. В пространстве 2,l   со скалярным произведением 

  1
, k k kk

x y x y



 , где  1 2,  ,  ..., , ...n     ( 0, 1,  2,  ...k k   ), полной 

ортонормированной системой является система  ne , где 

1

1

0, 0,  ..., 0, , 0, ...
nn

n

e




 
   
 
 . Ортогональность системы показана выше (см. 

пример 3.13). Докажем ее полноту, то есть покажем, что каждый элемент 
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 1 2 2,,  ,  ..., ,...nx x x x l    можно разложить в ряд Фурье: 
1

n n
n

x c e




 , где 

  1

1,  n n k k k n n n nk
n

c x e x e x x  





    . При этом 

1

k

n n
n

x c e


   

 
1/ 2

2
1 2

1

0,0,...,0, , ,... 0
k

n n n n
n k

x x x 
 

    
 
  при k   как остаток схо-

дящегося ряда. Таким образом, 
1 1

lim
k

n n n nk n n
x c e c e




 

   . 

В частном случае 2H l  полную ортонормированную систему 
образуют элементы  0,  ...,  0,  1,  0,  ....ne   (единица стоит на n -м месте) 
( 1,  2,  ...n  ). 

2.  2 0,  2H L  , P C ; полную ортонормированную систему обра-

зуют функции 1
2

ikt
ke e


  ( 1,  2,  ...k  ). Действительно, при k m  имеем  

       

        

2 2 2

0 0 0

2
2

0
0

1 1, 
2 2

sin cos1 1cos sin 0,
2 2

i k m tikt imt
k m k me e e t e t dt e e dt e dt

k m t k m t
k m t i k m t dt i

k m k m

  




 

 

    

  
           

  


 

     
2 2 2

0 0 0

1 1, 1
2 2

ikt ikt
k k k ke e e t e t dt e e dt dt

  

 
       .  

3.  2 0,  H L  , P  R ; полную ортонормированную систему образует 

система функций 
0,1,...

1 cos sin,  ,  
2 n

nt nt
   

 
 
 

.  

4.  2 1,  1H L  , P  R ; полную ортогональную систему образуют 

многочлены Лежандра        21
1 ,  1,2,...

!2

n n n
n n n

dP t t n
n dt


    , которые по-

лучаются ортогонализацией системы многочленов 2 11,  ,  ,  ...,  ,  ...nt t t    

5.  2, 1,  1H L   , P  R , где весовая функция  
2

1
1

t
t

 


; полную 

ортогональную систему образуют многочлены Чебышева первого рода 
  nT t , которые получаются в результате процесса ортогонализации систе-
мы многочленов 2 11,  ,  ,  ...,  ,  ...nt t t  . Многочлены   nT t  могут быть вычис-
лены также по рекуррентным формулам         1 12n n nT t t T t T t    , где 
  0 1T t  ,   1T t t ,    2

2 2 1T t t  ,    3
3 4 3T t t t  , …  

6.  2, 1,  1H L   , P  R , где весовая функция   tt e  ; полную ор-
тогональную систему образуют многочлены Лаггера 

Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и Р
ГР
ТУ



      1
,  0,1,2,...

!

n n
t n t

n n

dP t e t e n
n dt


   , которые получаются в результате 

процесса ортогонализации системы многочленов 2 11,  ,  ,  ...,  ,  ...nt t t  .  
7.  2,H L  R , P  R , где весовая функция   2tt e  ; полную орто-

гональную систему образуют многочлены Чебышева - Эрмита   nH t , ко-
торые получаются в результате процесса ортогонализации системы много-
членов 2 11,  ,  ,  ...,  ,  ...nt t t  .  Многочлен   ,  0,1,2,...nH t n  , можно также 

найти по формуле Родрига       2 2

1 ,  0,1,2,...
n

n t t
n n

dH t e e n
dt

     

Пример 3.17. В  2 1,  1L   найти элемент наилучшего приближения для 
элемента   3x t t  элементами подпространства  2 3

3 ,  ,  L Span t t t  и рас-
стояние от этого элемента до 3L .  

Решение. Система элементов  2 3,  ,  t t t  не является ортогональной в 

 2 1,  1L  . Проведем процесс ортогонализации:  1f t t ,   2
2f t t , 

  2
3f t t . Находим    

 
1

1 1 21
1

3
22 /3

f t t te t t
f t t dt



   


, 

     2 2 21 1g t f t e t  , где      1 2
21 2 1 1

3,  0
2

f t e t t tdt



    ,  

    2
2 2g t f t t  ,    

 
2 2

22
2 1 42

1

5
22 /5

f t t te t t
f t t dt



   


, 

       3 3 31 1 32 2g t f t e t e t    , где      1 3
31 3 1 1

3 6,  
2 5

f t e t t tdt



    , 

     1 3 2
32 3 2 1

5,  0
2

f t e t t t dt



    ,   3 3

3
6 3 3

5 2 5
g t t t t t    ,  

   
 

3 3

33
3 2

13 3

1

3 3
5 7 35 5
2 2 58/1753

5

t t t tf t
e t t t

f t
t t dt



        
   

 
. 

Получаем ортонормированную систему многочленов  

 1
3
2

e t t ,   2
2

5
2

e t t ,   3
3

5 7 3
2 2 5

e t t t   
 

,   1ke t   ( 1,2,3k  ). 

Элемент наилучшего приближения для элемента   3x t t  элементами 
подпространства L  находим в виде  

     
3

3

1
L k k

k

y t пр x t c e t


  , 
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где  ,k kc x e  ( 1,2,3k  ) – коэффициенты Фурье элемента   3x t t  по орто-
нормированной системе       1 2 3,  ,  e t e t e t . Находим коэффициенты Фурье:   

 
1 1 4 / 33

1 1 1 1

3 3 6 3,
2 2 7 2

c x e t tdt t dt
 

       , 

 
1 12 7 / 33

2 2 1 1

5 5 6 5,
2 2 10 2

c x e t t dt t dt
 

       , 

 
1 33

3 3 1

3 12 7,
5 91 2

c x e t t t dt


       
  .  

В результате имеем  

   
3

2 3

1

6 3 3 6 5 5 7 12 5 7 3
7 2 2 10 2 2 2 91 2 2 5k k

k

y t c e t t t t t


           
 

  

 2 3 3 23
5

9 3 15 15 3 54
7 2 13 13 2 91

t t t t t t t        .  

 
 

Задачи для самостоятельной работы 
Задача 3.27. В пространстве  2 0,  1L  найти элемент наилучшего при-

ближения к функции   3x t t : а) среди констант; б) среди линейных функ-
ций; в) среди многочленов второй степени.  

Задача 3.28. В пространстве  2 0,  1L  найти элемент наилучшего при-
ближения к функции   tx t e : а) среди констант; б) среди линейных функ-
ций.  

Задача 3.29. В пространстве  2 1,  1L   найти элемент наилучшего при-
ближения к функции    sinx t t : а) среди констант; б) среди линейных 
функций; в) среди многочленов второй степени.  

Задача 3.30. В пространстве  2 0,  2L   найти ряд Фурье по полной ор-

тонормированной системе функций 1
2

int
ne e


  ( 1,  2,  ...n  ) для следую-

щих функций: а)   1x t  ; б)  x t t ; в)   tx t e  (R , 0  ); 
г)   sinx t t .  

Задача 3.31. В пространстве 2l найти ряд Фурье для элемента 
1 1 11,  ,  , ..., ,...
2 4 2nx    

 
.  

 
Ответы и указания к задачам 

3.2. а) нет, б) да, в) да. 3.4. а) да, б) да. 3.5. Аксиомы скалярного про-
изведения выполняются. 3.6. Аксиомы скалярного произведения выпол-
няются. 3.8. Аксиомы скалярного произведения выполняются. 3.13. Пер-
вые три элемента из соответствующей ортонормированной системы:  
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 1 1e t  ,  2 1e t t  ,    2
3

1 4 2
2

e t t t   . 3.14. а)  1 1,  0e  ,  2 0,  1e  , 

б)  1 1,  0e  ,  2 1,  1e   . 3.15.  1 1,  0,  0e  ,  2 0,  1,  0e  ,  3 0,  0,  1e  . 

3.16.  1 1,  0,  0, ..., 0,...e  , 2
1 1 13 0,  ,  , ..., ,...
2 4 2ne    

 
. 3.17. а) 1/ 4 ,  

б) 0,9 0,2t  . 3.18. а) 
8
5

t , б) 
42sin cost t


 . 3.19. Ортогональное дополне-

ние  0L Span z   до заданного подпространства L  порождается элемен-
том  0 1,  1,  1, 0, 0,...z   , ортогональная проекция элемента 0x  на L  име-

ет вид 
7 1 1 1 1 1,  ,  , , ,  ,  ...
24 24 3 16 32 64

 
 
 

. 3.20. Расстояние   1,  nd x L
n

 , ор-

тогональное дополнение  0L Span z   до заданного подпространства L  

порождается элементом 0 1,  ... ,  1, 0, 0,...
n

z
 

   
 
 . 3.21. Базис в ортогональ-

ном дополнении L  до заданного подпространства L  состоит из элементов 
 1 1,  2,  4, 0, 0,  0, ...e  ,  1 0,  1,  3, 0, 1,  0, 0, 0, ...e    . 3.23. Ортого-

нальное дополнение     :  ,  L z z t z t a a const     , расстояние от эле-
мента x  до подпространства L  равно 1/ 3 .  

3.25. а)  0 0
1 1,  0,  3,  0,  1,  0,  0,  ...
55

y x   ,  0
1,

5 11
d x L  ,  

 
2

0
1,

6 275
d x L     (указание: учесть, что 

2

2
1

1
6k k




 ),  

б) 0
22 1 8 1 14,  ,  ,  ,  ,  0,  0,  ...
45 8 45 8 45

y      
 

,  
2

0
8611,

6 21600
d x L 

  ,  

 0
8611,

21600
d x L  . 3.27. а) 0,25 , б) 0,9 0,2t  , в) 21,5 0,6 0,05t t  . 

3.28. а) 1e  , б)  18 6 4 10e t e   . 3.29. а) 0 , б) 
3 t


. в) 
3 t


.  

3.31. Ряд Фурье имеет вид 1
1

1
2 nn

n
x e






 , где  1 1,  0,  0,  0, ...e  , 

 2 0,  1,  0,  0, ...e  ,  3 0,  0,  1,  0, ...e  , … Ка
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