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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

 
 
■       −окончание доказательства 
 − решение примера (задачи) завершено 

C∈c       − элемент c  принадлежит множеству C  
∅        − пустое множество 

BA ⇒      − из высказывания A  следует B  
BA ⇔      − высказывания A  и B  равносильны 

N        − множество натуральных чисел 
Z        − множество целых чисел 
Q        − множество рациональных чисел 
R        − множество действительных чисел 
C        − множество комплексных чисел 

zIm,zRe                                        − соответственно действительная и мнимая части 
комплексного числа z  

c     − число, сопряженное числу c  
c     − модуль комплексного числа c  
Argc     − аргумент комплексного числа c  

carg                                                − главное значение аргумента комплексного числа c  

C     − расширенная комплексная плоскость 
∞                                                     − бесконечно удалённая точка расширенной 

комплексной плоскости C  
n,k 1=                                                  − число k  принимает последовательно все значения 

от 1 до n  из множества N  
i     − мнимая единица 

nn
zlim

+∞→
    − предел последовательности { }nz  

D     − область D  
D     − замкнутая область 

( )fD     − область определения функции ( )zf  
( )fE     − область значений функции ( )zf  
( )cf     − значение функции ( )zf  в точке c  

( ) ( ) ( )y,xivyxuzfw +==                  − функция комплексного переменного 
iyxz +=  

( )δ,zO 0     − окрестность точки C∈0z  радиусом δ  

( )δ,zO
o

0     − проколотая окрестность точки 0z  
( )∆∞,O                                                 − ∆ -окрестность бесконечно удалённой точки ∞  

( )zflim
zz 0→

                                             − предел функции ( )zf в точке C∈0z  

xln                                                    − натуральный логарифм действительного числа 0>x  
Lnz                                                        − логарифм комплексного числа z  

znl                                                         − главное значение логарифма z  
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Arctgz,zcosArc,zsinArc  и Arcctgz  − функции комплексного переменного, обратные 

соответственно к тригонометриическим 
функциям tgz,zcos,zsin  и ctgz  

Arthz,Archz,Arshz  и Arcthz           − функции комплексного переменного, обратные 
соответственно к гиперболическим 
функциям cthz,thz,chz,shz  

( )zf,w ′′     − производная функции ( )zf  

x
u

∂
∂

                                                     − частная производная функции ( )y,xu  по переменной 

x  
( )∫

l
dxzf                                                − интеграл от функции комплексного переменного 

( )zf  по ориентированной кривой ( )l  

( )∫
+l

dzzf                                            − интеграл от функции комплексного переменного 

( )zf  по замкнутой жордановой кривой ( )l  
при её обходе в положительном направлении 

( )∫
2

1

z

z
dzzf                                                 − интеграл от функции ( )zf  комплексного 

переменного, не зависящий от пути 
интегрирования, соединяющего точки 1z  и 

2z  
( )asfRe                                              − вычет функции ( )zf  комплексного переменного в 

точке C∈a  
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ВВЕДЕНИЕ 

 
Данное пособие по теории функций комплексного переменного (ТФКП) 

соответствует программе курса математики для инженерных специальностей 
технических вузов общей трудоемкостью курса математики 700-800 часов (350 -400 
часов аудиторных занятий). Оно написано на основе лекций, читаемых автором на 
протяжении многих лет (более 30) в Рязанском радиотехническом университете для 
студентов различных инженерных специальностей. 

Теория ФКП и связанное с ней операционное исчисление находят широкое 
применение при исследовании различных физических процессов и технических систем. 
Поэтому они используются в учебных курсах при изучении например, теоретических 
основ электротехники и инженерных дисциплин по специальностям радиотехники, 
автоматики, электроники и др. 

Пособие включает в себя 9 разделов (глав). Каждый раздел содержит достаточно 
подробное изложение теоретического материала, примеры решения типовых задач и 
задания для самостоятельной работы. К заданиям для самостоятельной работы даются 
ответы, а в необходимых случаях указания к решению и даже подробные решения. 
Многие из приведенных заданий просты, не требуют больших вычислений и 
способствуют более глубокому усвоению теории. Все это позволяет рекомендовать 
данное пособие не только для аудиторной работы, но и для самостоятельного изучения 
студентами курса или отдельных его разделов. 

В изложении материала большое внимание уделяется методам ТФКП, которые 
позволяют глубже раскрыть некоторые темы теории функций действительного 
переменного, например сходимость функциональных рядов. Подчеркивается, что идеи 
ТФКП обогащают математику и способствуют решению многих прикладных задач. 

Раздел I комплексных чисел в пособии изложен кратко. Более полно эта глава 
рассмотрена в общем курсе математического анализа. 

Автор выражает искреннюю признательность коллективу кафедры высшей 
математики Рязанского государственного радиотехнического университета, с которым 
я работаю около сорока лет. С коллегами кафедры много раз обсуждались вопросы 
преподавания математики, в том числе и методика изложения ТФКП. Многие 
замечания к моей предыдущей разработке по ТФКП способствовали улучшению 
данного пособия. Выражаю глубокую благодарность заведующему кафедрой 
А.И.Новикову и доценту М.К. Яковлеву, которые прочитали рукопись и сделали 
поправки  и ценные замечания. 
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I. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

1.1. Определение комплексного числа 

Определение 1. Комплексным числом c  называется упорядоченная пара 
действительных чисел a  и b : 

( )b,ac = . 
Число a  этой пары называется действительной частью комплексного числа c  и 
обозначается символом cRea:cRe =  (от латинского слова realis – действительный), 
число b  этой пары называется мнимой частью комплексного числа c  и обозначается 

cImb:cIm =  (от латинского слова simaginariu − мнимый). 
Множество комплексных чисел обозначается C . 
Комплексные числа не являются числами в обычном смысле слова, 

применяемыми при подсчётах и измерениях. Они образуют новый класс 
математических объектов, который определяется описанными ниже свойствами. 

Определение 2. Два комплексных числа ( )111 b,ac =  и ( )222 b,ac =  равны в том и 
только в том случае, если соответственно равны их действительные и мнимые числа, 
т.е. 21 cc = , лишь если 2121 bb,aa == . 

Понятия «больше» и «меньше» для комплексных чисел не вводятся. 
Определение 3. Комплексное число ( )10,  называется мнимой единицей и 

обозначается символом ( )10,i:i = . 
Комплексное число ( )0,x  отождествляется с действительным числом 

( ) x,x:x =0 . Комплексное число ( )y,0  называется мнимым числом. Комплексное 
число ( )00,  называется нулём: ( ) 000 =, . Число ( ) 101 =,  называется единицей. 

Определение 4. Два комплексных числа ( )b,ac =  и ( )b,ac −= , имеющие 
одинаковые действительные и противоположные мнимые части, называются 
сопряжёнными комплексными числами. 

1.2.  Геометрическое изображение комплексных чисел 

Выберем прямоугольную декартову систему координат на евклидовой плоскости 
2E . Так как комплексное число c  является парой ( )b,a  действительных чисел a  и b , 

то естественной геометрической интерпретацией комплексного числа является его 
изображение точкой M  на плоскости с декартовыми координатами a  и b  (рис.1.1). 

Каждая точка ( )b,aM  рассматривается как образ 
комплексного числа ( )b,ac = . Это условие устанавливает 
взаимно однозначное соответствие между множеством всех 
точек плоскости и множеством всех комплексных чисел. В 
таком истолковании плоскость 2E  называется комплексной 
плоскостью и обозначается C . Множество действительных 
чисел изображается на оси абсцисс и называется 
действительной осью, множество всех мнимых чисел 
изображается осью ординат (кроме точки 0) и называется 
мнимой осью (рис.1.1). 

Термины «комплексное число c » и «точка c » употребляются как синонимы. 
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Комплексное число ( )b,ac =  можно интерпретировать как вектор ( )b,ar =

r
 с 

проекциями a  и b  (радиус-вектор точки ( )b,aM ) (рис.1.1). 
 

1.3.  Операции над комплексными числами 

Определение 1. Суммой двух комплексных чисел ( )111 b,ac =  и ( )222 b,ac =  
называется комплексное число 

( )212121 bb,aaccc ++=+=  . 

Операция нахождения суммы комплексных чисел называется сложением. 
Вычитание комплексных чисел 1c  и 2c  определяется как операция, обратная 
сложению. 

Определение 2. Разностью двух комплексных чисел ( )111 b,ac =  и ( )222 b,ac =  
называется комплексное число c , обладающее свойством 12 ccc =+ . 

Используя определение равенства двух комплексных чисел, нетрудно показать, 
что 

( )212121 bb,aaccc −−=−=  . 

Геометрически сложение и вычитание чисел ( )111 b,ac =  и ( )222 b,ac =  
производится по правилу сложения и вычитания векторов 

 

( )111 b,ar =
r

 и ( )222 b,ar =
r

; 2121 rrr,rrr rrrrrr
−=′+=   (рис.1.2). 

Определение 3. Произведением комплексных чисел ( )111 b,ac =  и ( )222 b,ac =  
называется комплексное число c , равное 

( )2121212121 abba,bbaaccc ⋅+⋅⋅−⋅=⋅=   .                          (1.1) 

Нахождение произведения двух чисел называется умножением комплексных 
чисел. 

Деление комплексного числа ( )111 b,ac =  на комплексное число ( )222 b,ac = , 
отличное от нуля, определяется как операция, обратная умножению. 

Определение 4. Частным двух комплексных чисел ( )111 b,ac =  и 
( ) 02222 ≠= c,b,ac , называется комплексное число ( )b,ac = , обладающее свойством 

12 ccc =⋅ . 

Найдём 
2

1
c
cc = . По определению 3 ( )abba,bbaaccc ⋅+⋅⋅−⋅=⋅= 222221 . 
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По определению 2 из п. 1.1 равенства двух комплексных чисел получаем систему 

уравнений относительно a  и b : 





=+
=−

,babba
,abbaa

122

122  

которая при 02 ≠c  имеет единственное решение 

2
2

2
2

2121
2
2

2
2

2121

ba
baabb,

ba
bbaaa

+
−

=
+
+

= . 

Таким образом, число  












+
−

+
+

== 2
2

2
2

2121
2
2

2
2

2121

2

1

ba
baab,

ba
bbaa

c
cc  .                          (1.2) 

Формулу (1.2) трудно запомнить. Её можно получить другим способом: 

( )( )
( )( )

( )
( ) =

+−+
−+

=
−
−

=
⋅
⋅

==
2222

2
2

2
2

21212121

2222

2211

22

21

2

1

baba,ba
baab,bbaa

b,ab,a
b,ab,a

cc
cc

c
cc  

( )
=

+
−+

= 2
2

2
2

21212121

ba
baab,bbaa












+
−

+
+

2
2

2
2

2121
2
2

2
2

2121

ba
baab,

ba
bbaa

. 

Примеры. Перемножить комплексные числа 
1.  ( ) ( )1132 21 ,c,;c == . 

По формуле (1) ( ) ( )511312131221 ,,ccc −=⋅+⋅⋅−⋅=⋅= . 

2.  ( ) ( ) ( ) ,,,,iii 101010102 −=−=⋅==⋅    12 −=i  . 
 

iiiii −=⋅−=⋅= 123 ;    ( ) ( ) 111224 =−⋅−=⋅= iii ;    ( ) 1
4416 == ii ; 

14 =ni ;      124 −=−ni ;     iii n −==+ 334 ;     iii n =⋅=+ 114 . 

3.  ( ) ( ) 22 bab,ab,acc +=−⋅=⋅ . 
4.  Найти частное комплексных чисел ( )321 ,c =  и ( )112 −= ,c . 

Решение. 

( )
( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )






−=

−
=

+
+−

=
−

⋅
=

−
==

2
5

2
1

2
51

11
3232

1111
1132

11
32

22
2

1 ,,,
,,
,,

,
,

c
cc .  

Непосредственной проверкой можно установить, что для введённых арифметических 
операций справедливы законы: 

1) переместительный (коммутативный) закон сложения: 
;cccc 1221 +=+  

2) переместительный (коммутативный) закон умножения: 
;cccc 1221 ⋅=⋅  

3) сочетательный (ассоциативный) закон сложения: 
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( ) ( );cccccc 321321 ++=++  

4) сочетательный (ассоциативный) закон умножения: 
( ) ( );cccccc 321321 ⋅⋅=⋅⋅  

5) распределительный (дистрибутивный) закон: 
( ) ;ccccccc 3231321 ⋅+⋅=⋅+  

6) ( ) ( ) R,b,ab,a ∈λλ=λλ . 

1.4.  Различные формы записи комплексного числа 

Первая форма записи:   ( )b,ac =  - упорядоченная пара действительных чисел a  и 
b  (определение 1 из п.1.1). 

Вторая форма записи – алгебраическая: 

ibac +=  , 

где −i мнимая единица. 
Действительно, ( ) ( ) ( ) ( ) iba,bab,,ab,ac +=+=+== 1000 . Очевиден переход от 
алгебраической формы записи к паре ( )b,a . 

Легко проверить, что формула (1.1) получается при перемножении 111 ibac +=  и 

222 ibac +=  по обычным правилам умножения многочлена на многочлен: 

( ) ( ) ( )1221212121
2

1221212211 babaibbaabbibiabiaaaibaibac ++−=+++=+⋅+= . 

Третья форма записи - тригонометрическая. Первая и вторая формы записи 
комплексных чисел дают представление комплексных чисел в декартовых 
координатах (см.п.1.2.). Покажем, что любое комплексное число 0≠c  можно записать 
в полярных координатах. Введём полярную систему координат следующим образом: 
полярную ось совместим с положительной полуосью x0 , а полюс – с началом 
координат 0. 

Полярные координаты r  и ϕ  точки c  
называются соответственно модулем и аргументом 
комплексного числа c  (рис.1.3). Модуль и 
аргумент комплексного числа c  соответственно 
обозначаются c  и cArg , т.е. cr = , cArg=ϕ . 
Так как ϕϕ sinrb,cosra =⋅= , то 

( )ϕϕϕϕ sinicosrsinircosribac +=+=+= , 

( )cArgsinicArgcoscc +=  .           (1.3) 

Формула (1.3) называется 
тригонометрической формой записи комплексного числа c . 

Аргумент числа 0≠c  определён с точностью до слагаемого kπ2 , где k - любое 
целое число. Среди всех значений cArg  одно и только одно значение 0ϕ  удовлетворяет 
условию πϕπ ≤<− 0 , которое называется главным значением аргумента и обозначается 

carg:carg =0ϕ . Следовательно, 

Z∈+= k,kcargArgc π2 . 
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Задача. Найти модуль и carg  для комплексного числа 0≠c . 
Решение. Из прямоугольного треугольника (рис.1.3) 

22 bac += , 0≠= a,
a
btg ϕ . 

Так как 
22
ππ

<<−
a
barctg , то 

 

( )

( )

( )



















<=−

>=

<<−

≥<+

>

=

., bапри

,, bапри

,1.6 рис.b 0,апри
a
barctg

,1.5 рис. bапри
a
barctg

,1.4 рис.0апри
a
barctg

carg

00
2

00
2

0

00

π

π

π

π

 

Если 0=c , то carg,c 0=  не определён. 

Четвёртая форма записи – показательная: 
ϕiecc =  ,                                                       (1.4) 

где c  и ϕ  - соответственно модуль и аргумент комплексного числа, 

ϕϕϕ sinicosei += - формула Эйлера. 

Примеры. Представить комплексные числа в тригонометрической форме. 
1. 31 ic −−= . 

Решение. Комплексное число расположено в третьей четверти: 
31 −=−= b,a .  

( ) ( )
3

2
31

3231
22 π

π
π

π −=−=−
−

−
==−+−= arctgcarg,c . По формуле (1.3) 

имеем: 

Z∈













 +−+






 +−=−− k,ksinikcosi π

π
π

π 2
3

22
3

2231 . 



 199 

При 0=k  имеем 













 −+






 −=−−

3
2

3
2231 ππ sinicosi . 

2. 4−=c . 
Решение. Z∈+=== k,kcArg,carg,c πππ 24 . 

( ) ( )( )ksinikcos ππππ 2244 +++=− .  
 

1.5. Представление произведения и частного комплексных чисел, 

заданных в тригонометрической форме 

Задача 1. Даны два комплексных числа ( ),sinicoscc 1111 ϕϕ +=  

( )2222 ϕϕ sinicoscc += . 

Найти ( ) 21 ccsinicoscc ⋅=+= ϕϕ . 
Решение.  

( ) ( ) =+⋅+=⋅= 22211121 ϕϕϕϕ sinicoscsinicoscccc  

( )( ( )) =+⋅+−⋅⋅= 1221212121 ϕϕϕϕϕϕϕϕ cossincossinisinsincoscoscc  

( ) ( )( ).sinicoscc 212121 ϕϕϕϕ +++⋅=  

Таким образом, при умножении двух комплексных чисел их модули 
перемножаются ( 21 ccc ⋅= ), а аргументы складываются ( 21 ϕϕϕ += ). 

Задача 2. Найти частное двух комплексных чисел 

( )1111 ϕϕ sinicoscc +=   и  ( )2222 ϕϕ sinicoscc += . 

Решение.  ( )
2

1
c
csinicoscc =+= ϕϕ . 

( )
( )

( )( )
( )( ) =

−+
−+

=
+
+

==
2222

2211

2

1

222

111

2

1
ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

sinicossinicos
sinicossinicos

c
c

sinicosc
sinicosc

c
cc  

 
( )

=
+

−++
=

2
2

2
2

12212121

2

1

ϕϕ
ϕϕϕϕϕϕϕϕ

sincos
cossincossinisinsincoscos

c
c

 

( ))sin(i)cos(
c
c

2121
2

1 ϕϕϕϕ −+−= . 

Следовательно, при делении комплексных чисел, заданных в тригонометрической 

форме, модуль делимого делится на модуль делителя 







=

2

1

c
c

c , а из аргумента делимого 

вычитается аргумент делителя ( )21 ϕϕϕ −= . 

Пример. Найти 21 cc ⋅  и 
2

1
c
c

, если ic +−= 11  и 312 ic −= , представив их 

сначала в тригонометрической форме. 
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Решение. 21 =c , 
4

311
π

π =+−= )(arctgcarg ,  

22 =c , 
3

32
π

−=−= )(arctgcarg . 







 +=














 −+






 −⋅=⋅

12
5

12
522

34
3

34
32221

ππππππ sinicossinicoscc ; 







 +=






















−−+














−−=

12
13

12
13

2
2

34
3

34
3

2
2

2

1 ππππππ sinicossinicos
c
c

.   

1.6. Возведение в степень. Формула Муавра 

Пусть ( )ϕϕ sinicoscc +⋅= . Справедлива формула 

( )ϕϕ nsinincoscc nn +⋅=  ,    (1.5) 

где n – натуральное число. 
Доказательство. 

c...cccn ⋅⋅⋅= , ( )ϕϕ 2222 sinicoscccc +=⋅= , ( )ϕϕ 33323 sinicoscccc +=⋅= , 
…

( ) ( )( ) ( ) ( ),nsinincoscsinicoscnsinincoscccc nnnn ϕϕϕϕϕϕ +=+⋅−+−=⋅= −− 1111

получена формула (1.5). 
Формула (1.5) называется формулой Муавра. 

Вывод: при возведении комплексного числа в натуральную степень модуль 
возводится в эту степень, а аргумент умножается на показатель степени. 

Пример. Найти ( )18
31 i+ . 

Решение. 





 +=+=

33
231 ππ sinicosic . 

Имеем 

( ) =













 ⋅+






 ⋅=














 +=+

3
18

3
182

33
231 18

18
18 ππππ sinicossinicosi  

( ) 26214466262144 =+= ππ sinicos .  

1.7. Извлечение корня 

Пусть дано комплексное число 0≠c . 

Определение. Корнем натуральной степени n  из числа ( )ϕϕ sinicoscc +=  

называется такое комплексное число ( )ψψ sinicosww += , n -я степень которого 

равна c , т.е. cwn = . 

Теорема. При 0≠c  существуют ровно n  различных корней kw  из числа n c , 
которые вычисляются по формулам 
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





 +

+
+

=
n

kcargsini
n

kcargcoscw n
k

ππ 22
 ,   (1.6) 

где n c − арифметический корень из положительного числа 110 −= n,...,,k,c . 

По определению cwn = . Применяя формулу (1.5) возведения комплексного 
числа w  в натуральную степень n , получаем 

( ) ( )ϕϕψψ sinicoscnsinincosw n +=+ . 

Так как комплексные числа равны, то их модули равны, а аргументы могут 
отличаться на число, кратное π2 . Поэтому 

kn,cw n πϕψ 2+== . 
Отсюда находим 

n
k,cw n πϕ

ψ
2+

== , 

где k − любое целое число. 
Следовательно, 

( ) 





 +

+
+

=+=
n

ksini
n

kcoscsinicosww n πϕπϕ
ψψ

22
, где ,...,k 10 ±=  







 +=⇒=

n
sini

n
coscwk n ϕϕ

00 , 















 ++






 +=⇒=

nn
sini

nn
coscwk n πϕπϕ 221 1 , 















 ⋅++






 ⋅+=⇒=

nn
sini

nn
coscwk n πϕπϕ 22222 2 , 

……………………………………………………………………….. 

( ) ( ) 













 −++






 −+=⇒−= − n

n
n

sini
n

n
n

coscwnk n
n

πϕπϕ 21211 1 , 

0
22 w

n
sini

n
cosc

n
n

n
sini

n
n

n
coscwnk nn

n =





 +=














 ⋅++






 ⋅+=⇒=

ϕϕπϕπϕ
. 

Очевидно, что ,...ww,ww nn 1111 −−+ ==  
Таким образом, среди kw , которые вычисляются по формуле (1.6), различными 

являются только n . Целым числам k  можно придавать последовательно n  значений, 
например  110 −= n,...,,k .  

Из формулы (1.6) следует, что все комплексные числа ( )110 −= n,...,,kwk  имеют 

один и тот же модуль n c , а аргументы точек kw  и 1+kw  отличаются друг от друга на 

n
π2

. Следовательно, комплексные числа kw  располагаются на окружности радиусом 

n cR =  с центром в начале координат в вершинах правильного n -угольника. 



 202 

Пример1.  Найти 3 1 . 
Решение. Так как 001 sinicos += , то по формуле (1.6) имеем: 

210
3
20

3
20001 33 ,,k,ksinikcossinicoswk =

+
+

+
=+==

ππ
. 

При 1000 0 =+== sinicoswk ; 

при 
2
3

2
1

3
2

3
21 1 isinicoswk +−=+==

ππ
; 

при 
2
3

2
1

3
4

3
42 2 isinicoswk −−=+==

ππ
. 

Сделаем проверку:     1133
0 ==w , 

122
3

23
3

23
3

2
3

2 3
3
1 =+=






 ⋅+






 ⋅=






 += ππ

ππππ sinicossinicossinicosw , 

144
3

4
3

4 3
3
2 =+=






 += ππ

ππ sinicossinicosw , 

т.е. при возведении в куб чисел 0w , 1w  и 2w  получаем подкоренное число 1.   

Пример 2. Решить уравнение 012 =+x . 
Решение. 12 −=x , 

10
2
2

2
21 ,k,ksinikcossinicosxk =

+
+

+
=+=−=

ππππ
ππ . 

isinicosx =+=
220
ππ

, 

isinicossinicosx −=+=
+

+
+

=
2

3
2

3
2
2

2
2

1
ππππππ

. 

Проверка. 122
0 −== ix ; ( ) 122

1 −=−= ix .   
Ответ: i;i − . 

1.8. Задачи для самостоятельной работы 

1. Найти действительные решения уравнений: 

а) ( ) ( ) iyixi +−=+−++ 3382 ; б) ( ) ( ) 02121 =−++ yixi . 

2. Представить комплексное число в алгебраической форме: 

а) 
i
i

i
i

−
+

+
+
−

2
2

3
2

;   б) 
( ) ( )22

11
ibaiba −

+
+

. 

3. Записать в тригонометрической форме числа: 

а) i−1 ;  б) i ;   в) i−− 3 ;   г) i2− ;  д) 5, 

взяв для аргумента главное значение, т.е. ππ ≤<− carg . 

4. Представить комплексные числа в показательной форме (использовать carg ): 
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а) –1;  б) i ;   в) i2− ;   г) i−− 3 ;  д) i+1 . 

5. Вычислить: 

а) cc ⋅ ;   б) ( )101 i+ ;   в) ( )101 i− ;   г) ( )30
31 i+− ;   д) 

3

1
1









+
−

i
i

;   е) 
6

1
3









−−
−

i
i

. 

6. Найти:   а) 6 1 ;   б) 4 1 i− . 

7. Решить уравнения: 

а) 016 =−z ;   б) 013 =+z ;   в) 0522 =++ zz . 

8. Найти множества точек на комплексной плоскости C , которые определяются 
условиями: 
а) 1=z ;   б) 11 =−z ;  в) 21 ≤−− iz ;   г) 2<zRe ;   

д) Rzr << ; е) 2>z ;   ж) 
44
ππ

≤≤− zarg ;  з) 311 =++− zz ;  

и) 0≥zIm . 
9. Найти линии, заданные уравнениями: 

а) ( )tiz −= 1 ;   б) ( ) 0>+= a,tsinitcosaz ;   в) 
t
itz += ;   г) 00 >+= R,Rezz iϕ . 

10. Написать в комплексной форме уравнения следующих линий: 

а) прямой 0=++ cbyax ;   б) окружности 02222 =−−+ yxyx ; 
в) прямой xy = ;   г) координатных осей x0  и y0 . 

1.9. Ответы 

1. а) Выделим в левой части уравнения действительную и мнимую части:  

( ) ( ) iyxiyx +−=++− 3832 . 

По определению равенства комплексных чисел 




=+
−=−
.yx

,yx
18

332
 

Решение системы 10 == y,x . 

б) 00 == y,x . 

2. а) 
( )( )
( )( )

( )
( )( ) i,,ii

ii
i

ii
ii

i
i

i
i 3011

5
43

10
55

22
2

33
32

2
2

3
2 2

+=
+

+
−

=
+−

+
+

−+
−−

=
−
+

+
+
−

; 

б) 
( )

( )222

222

ba

ba

+

−
. 

3.а) для числа 111 −==−= cIm,cRe,ic , 22 bac += , 211 =+=c , 

4
1 π

−=−= )(arctgcarg ,  т.к. 0>a . 

Таким образом, 













−+






−=−

44
21 ππ sinicosi ; 
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б) 
22
ππ sinicosi += ;  в) 














−+






−=−− ππ

6
5

6
523 sinicosi ; 

г) 













−+






−=−

22
22 ππ sinicosi ;   д) ( )0055 sinicos += . 

4. а) πie ;       б) 2
πi

e ;      в) 
i

e 22
π

−
;   г) 

i
e

π
6
5

2
−

;        д) 
i

e 42
π

. 

5. а) 2c ;  б) i32 . Указание. i+1  записать в тригонометрической форме и применить 
формулу Муавра; 
в) i32− ;    г) 302 ;          д)  i .  Решение. 

isinicosee

e

e
i
i ii

i

i

−=





−+






−==














=

















=







+
− −−

−

ππ
π

π

π

π

2
3

2
3

2

2
1
1 2

33

2

3

4

43

; 

е) i8 . 

6. а) указание.      
6
20

6
2016 ksinikcosz ππ +

+
+

== ,    50,k = . 

10 =z ,  
2
3

2
1

1 iz += ,  
2
3

2
1

2 iz +−= ,  13 −=z ,  
2
3

2
1

4 iz −−= , 
2
3

2
1

5 iz −= . 

б)  





 −=

1616
28

0
ππ sinicosw ,   






 += ππ

16
7

16
728

1 sinicosw ,  







 += ππ

16
15

16
1528

2 sinicosw ,  

 





 += ππ

16
23

16
2328

3 sinicosw . 

7. а) см.6,а;       б)  
2
3

2
1

0 iz += ;     11 −=z ;      
2
3

2
1

2 iz −= . 

    в) ;iz 211 +−= .iz 212 −−=  

8. а) Окружность 122 =+ yx ;  
б) окружность радиусом 1=R  с центром в точке 10 =z ; 
в) круг радиусом 2=R  с центром в точке iz +=10 ; 
г) 2<x  – полуплоскость; 
д) кольцо, ограниченное окружностями радиусами r  и R  с центром в точке 00 =z ; 
е) точки плоскости C , расположенные вне круга радиусом 2=R  с центром в точке 

00 =z ; 

ж) замкнутая область, ограниченная лучами 
4
π

−=zarg  и 
4
π

=zarg ; 

з) эллипс с фокусами 1± ; 
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и) верхняя полуплоскость 0≥y . 

9. а) прямая xy −= ; б) окружность 222 ayx =+ ; в) гипербола 
x

y 1
= ; 

г) окружность ( ) ( ) 22
0

2
0 Ryyxx =−+− . 

10. а) решение.  iyxz += , iyxz −= , отсюда 
2

zzx +
= , izzy

2
−

= , 

( ) ( ) 02 =+−++=++ cizzbzzacbyax  или ( ) ( ) 02 =+++− czbiazbia . 
Обозначив Abia =+ , получим уравнение прямой в комплексной форме: 

02 =++ czAzA ; 

б) ( ) ( ) 011 =+−−− zizizz ;    в) ( ) 0=−++ zzizz ;    г) 0=− zz  и 0=+ zz . 
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2. ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ 

2.1. Предел последовательности 

Определение 1. Комплексное число 000 iyxz +=  называется пределом 
последовательности комплексных чисел { } { } ,...,n,iyxz nnn 21=+= , если 

( )Nnn ∈∃>∀ 000ε , такое, что для всех 0nn >  выполняется неравенство ε<− 0zzn . 
Обозначение: 0zzlim nn

=
+∞→

 или +∞→→ n,zzn 0 . 

Последовательность, имеющая конечный предел, называется сходящейся. 
Определению 1 можно придать геометрическое представление. Введем понятие 

окрестности точки на комплексной плоскости С. 
Определение 2. Окрестностью точки 0z  радиусом δ  называется множество точек 

{ }z , удовлетворяющих неравенству δ<− 0zz  (рис.2.1). 
Определение 1 можно сформулировать 
следующим образом: число 0z  называется 
пределом последовательности { }nz , если 

( )εε <−⇒>∈∃>∀ 000 zznn:Nno n , 

т.е. все точки { }nz , для которых 0nn > , 
принадлежат ε – окрестности точки 0z . 

Так как 00 zzxx nn −<−  и 

00 zzyy nn −<− , то при 0nn >  ε<− 0xxn  и 

ε<− 0yyn , т. е. 

000 yylim,xxlimzzlim nnnnnn
==⇒=

+∞→+∞→+∞→
. 

Справедливо и обратное утверждение. Если 0xxlim nn
=

+∞→
 и 0yylim nn

=
+∞→

, то 

20
ε

<− xxn   и  
20

ε
<− yyn  при )(nn ε> . 

Следовательно, ( ) ( ) ( ) ε<−+−=+−+=− 2
0

2
0000 yyxxiyxiyxzz nnnnn , 

т.е. 0zzlim nn
=

+∞→
. 

Вывод. Соотношение ( ) 00 iyxiyxlim nnn
+=+

+∞→
 эквивалентно двум 

соотношениям: 
00 yylim,xxlim nnnn

==
+∞→+∞→

. 

Отсюда следует, что теорию пределов последовательностей действительных чисел 
можно перенести на последовательность комплексных чисел. 

Например, критерий Коши сходимости последовательности { }nz  формулируется 
следующим образом: последовательность { }nz  сходится в том и только в том случае, 
если N∈∃>∀ 00 nε ,  ε<−∈∀>∀ + nmn zz:m,nn N0 . 
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2.2. Расширенная комплексная плоскость 

В теории функций комплексного переменного к множеству комплексных чисел 
(собственных) добавляют ещё одно несобственное число, обозначаемое символом ∞ . 
Оно называется бесконечно удалённой точкой. 

Комплексную плоскость С вместе с бесконечно удалённой точкой ∞=z  будем 
называть расширенной комплексной плоскостью и обозначать её C . 

Определение 1. δ -окрестностью бесконечно удалённой точки ∞=z  называется 
внешность круга с центром в начале координат и радиусом δ , т. е. множество точек 

δ>z:z . 

Определение 2. Несобственное комплексное число ∞=z  называется пределом 
последовательности { }nz , если o>∀δ  ( ):Nnn ∈∃ 00  ( )δ>⇒> nznn 0 . 

Если nzn ∀≠ 0 , то условие ∞=
+∞→

nn
zlim  эквивалентно условию 01

=
+∞→ nn z

lim , 

а также эквивалентно условию +∞=
+∞→

n
n

zlim . 

По определению ∞=±∞ c , ∞=∞±c , ∞=⋅∞ α , ∞=∞⋅∞ , 0=
∞
c

, ∞=
∞
c

, 

где C∈c , 0≠∈ αα ,C . 
Несобственное комплексное число 

∞=z  изображают геометрически с 
помощью представления комплексных 
чисел точками сферы. 

Построим сферу S  радиусом 1, 
касающуюся в точке 0=z  плоскости C . 
Пусть NO - диаметр сферы, 
перпендикулярный к плоскости C . Любая 
точка Cc∈  проектируется в точку M  на 
сфере S , являющуюся точкой пересечения 
сферы с прямой Nc . Таким образом, 
любой точке Cc∈  соответствует точка 

SM ∈  и, обратно, каждой точке SM ∈ , 
отличной от N , соответствует точка 

Cc∈ . 
Рассмотрим последовательность { }nc , сходящуюся к несобственному числу ∞ . 

Очевидно, что изображения SM n ∈  точек Ccn ∈  с ростом n  будут приближаться к 
точке N . Условились бесконечно удалённой точке ∞=z  ставить в соответствие точку 
N  на сфере S . Следовательно, геометрическим представлением расширенной 
комплексной плоскости C  является сфера S  (рис.2.2). 

2.3.Понятие области и непрерывной кривой 

Определение 1. Областью на комплексной плоскости C  называют множество D  
точек, обладающее следующими свойствами: 
1) свойство открытости: вместе с каждой точкой из D  этому множеству принадлежат 
точки достаточно малого круга с центром в этой точке; 
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2) свойство связности: любые две точки D  можно соединить ломаной, состоящей из 
точек D . 
Пример 1. Окрестность точки a  ε<− az  радиусом ε  является областью. 
Определение 2. Точка DM ∉  называется граничной точкой области D , если в 

любой её окрестности лежат точки области D . Совокупность граничных точек области 
D  называется границей этой области. 

Определение 3. Область D  с присоединённой к ней границей Г  называют 
замкнутой областью и обозначают D . 

Пусть функция 

)t(iy)t(x)t(zz +==      (2.1) 

определена в промежутке [ ]T;t0  действительного переменного t . Если действительные 
функции )t(x  и )t(y  непрерывны на [ ]T;t0 , то уравнение (2.1) определяет 
непрерывную кривую на комплексной плоскости C . Переменная t  в уравнении (2.1) 
называется параметром, уравнение (2.1) – уравнением кривой в параметрической форме. 
Непрерывная кривая называется кривой Жордана, если различным значениям параметра 
t  (за исключением, быть может, значений 0t  и T ) соответствуют различные значения 

)t(z . 
Если )T(z)t(z =0 , то кривая Жордана называется замкнутой. Если при обходе 

замкнутой кривой ограничиваемая её область остаётся слева, то направление обхода 
называется положительным. 

Жордан доказал, что замкнутая жорданова кривая делит расширенную 
комплексную плоскость C  на две области – внутреннюю (ограничена) и внешнюю (не 
ограничена, содержит точку ∞=z ). 

Пример 2. Окружность δ=− 0zz  делит C  на внутреннюю область δ<− 0zz  

и внешнюю область δ>− 0zz . 

Пример 3. Уравнение 11 ≤≤−= t,itz , определяет уравнение отрезка мнимой 
оси от точки iz −=  до точки iz = . Кривая является жордановой. 

Пример 4. Уравнение ( ) πρ 200 ≤≤++= t,tsinitcoszz , 0z - комплексное 
число, ρ – действительное положительное число, определяет окружность радиусом ρ  с 
центром в точке 0z . Окружность – жорданова замкнутая кривая, так как 

ρπ +== 020 z)(z)(z ; )t(z)t(z 21 ≠  для любых 1t  и 2t  из интервала ( )π20; . 

Определение . Область D  называется односвязной, если любая жорданова 
замкнутая кривая L , проведённая в D , ограничивает некоторую область DE ⊂  (рис. 
2.3). 

Область, не обладающая 
этим свойством, будем 
называть многосвязной 
(рис. 2.4). Односвязная 
область D  ограничена 
одной жордановой 
замкнутой линией Г  (на 
рис.2.3 область D  не 
заштрихована). На рис. 2.4 
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область D  (не заштрихована) – двусвязная. Её граница состоит из двух не 
пересекающихся жордановых замкнутых линий 1Г  и 2Г . Линию 1Г  назовем внешней 
линией, линию 2Г – внутренней. 

Область является двусвязной и в том случае, если 
внутренняя линия 2Г  вырождается в незамкнутую 
линию или в точку. На рис. 2.5 изображена 
пятисвязная область D , её граница Г  объединяет 
внешнюю жорданову замкнутую кривую 1Г  и 
внутренние линии γ,Г,Г 32  и точку α . 

 
2.4. Определение функции 

Пусть D – некоторое множество точек 
расширенной комплексной плоскости C . 

Определение. Если каждому комплексному числу Dz ∈  поставлены в 
соответствие одно или несколько комплексных чисел w , то говорят, что на D  
определена функция комплексного переменного z . 

Обозначение: )z(fw = . Если каждому Dz ∈  соответствует одно значение w , 
то функция называется однозначной, если хотя бы одному значению z  соответствует 
два или более значений w , то – многозначной. 

Множество D  называется областью определения функции )z(fw =  и 
обозначается ( )fD , множество G  всех значений w , которые функция )z(f  
принимает на D , называется множеством значений функции и обозначается ( )fE . 

Замечание. Если множество D  расположено на действительной оси, то приходим 
к функции действительного переменного x . 

Введём обозначения: iyxz += , ivuw += . 
Тогда задание функции )z(fw =  равносильно заданию на множестве D  двух 

действительных функций )y,x(uu =  и )y,x(vv =  от двух действительных 
переменных x  и y : ( )y,xuwRe = , ( )y,xvwIm = . 

Пример . Для функции 2zw =  найти wRe  и wIm . 

Решение.   ( ) xyiyxiyxxw 22222 +−=+== ,  следовательно, 

xy)y,x(vwIm,yx)y,x(uwRe 222 ==−== .  
 

Геометрическая интерпретация 
понятия функции )z(f  заключается 
в следующем. Пусть даны две 
расширенные комплексные плоскости 
C  и W . Функция комплексного 
переменного )z(fw =  отображает 
множество CD ⊂  на множество 

WG ⊂  (рис. 2.6). Точка Gw∈  называется образом точки Dz ∈ , а точка z – 
прообразом точки w . 



 210 
Введём определение обратной функции. Пусть дана функция )z(fw = , 

отображающая множество D  на множество G . Функция )w(fz 1−=  называется 
обратной к функции )z(fw = , если каждой точке Gw∈  ставится в соответствие 
совокупность всех тех точек Dz ∈ , которые функцией )z(fw =  отображаются в 
точку w . 

Пусть )z(fw = – однозначная функция в D . Если двум любым прообразам 

21 zz ≠ из D  соответствуют разные образы 21 ww ≠ , то отображение )z(fw =  
называется взаимно однозначным или однолистным, а сама функция )z(fw = – 
однолистной. 

2.5. Предел функции 

Пусть однозначная функция )z(fw =  определена в окрестности точки 0z , за 
исключением, быть может, самой точки. 

Определение1 . (на языке последовательности). Комплексное число A  
называется пределом функции )z(fw =  в точке 0zz = , если для любой 
последовательности { } ,...),n(,zn 21= , 0zzn ≠ , сходящейся к 0z , соответствующая 
последовательность { })z(f n  значений функции )z(f  сходится к A . Обозначение: 

A)z(flim
zz

=
→ 0

. 

Определение2 . Комплексное число A  называется пределом функции )z(fw =  в 
точке 0zz = , если для любого 0>ε  найдётся 0>δ , такое, что для всех точек из δ  - 
окрестности 0z  (кроме, может быть, самой точки 0z ) соответствующие точки w  лежат 

в ε  - окрестности A , т.е. из неравенств δ<−< 00 zz  вытекает ε<− A)z(f . 
Определения 1 и 2 эквивалентны. 
Следует подчеркнуть, что A)z(flim

zz
=

→ 0
 независимо от способа приближения 

точки z  к точке 0z ( например, по любой линии или любой последовательности точек 

0zzn → ).  
Обозначим iCBA += , )y,x(iv)y,x(u)z(f += , 000 iyxz += . 

Тогда C)y,x(vlim,B)y,x(ulim

yy
xx

yy
xx

==

→
→

→
→

0

0

0

0
. 

Очевидны следующие свойства: 

( )

( )























 ≠=

⋅=⋅

±=±

→
→

→

→

→→→

→→→

,)z(glim
)z(glim

)z(flim

)z(g
)z(flim

,)z(glim)z(flim)z(g)z(flim

,)z(glim)z(flim)z(g)z(flim

zz
zz

zz

zz

zzzzzz

zzzzzz

0
0

0

0

0

000

000

   (2.2) 
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если пределы в правых частях равенств (2.2) существуют. 

Аналогично рассматривается случай для несобственной точки ∞=z . Пусть 
однозначная функция определена в некоторой окрестности точки ∞=z . 

Определение 3. Число CA∈  называется пределом функции )z(fw =  в точке 
∞=z , если для любого o>ε  найдётся 0>)( εδ  такое, что для всех z , 

удовлетворяющих неравенству δ>z , следует ε<− A)z(f . 
Определение 4. Функция )z(fw =  имеет своим пределом ∞  при 0zz → , если 

для любого 0>M  найдётся такая δ - окрестность точки 0z , что для всех точек z , 

удовлетворяющих δ<−< 00 zz , выполняется неравенство M)z(f > . 
Определение 5. Функция )z(fw =  называется бесконечно малой при 0zz → , 

если 0
0

=
→

)z(flim
zz

. 

Определение бесконечно малой функции легко сформулировать на языке 
определений 1 и 2. 

2.6. Непрерывность функции 

Пусть однозначная функция )z(fw =  определена в области D  и точка Dz ∈0 . 
Определение 1. Функция )z(fw =  называется непрерывной в точке 0z , если 

предел )z(f существует в этой точке и равен )z(f 0 , т.е. если для любого 0>ε  
существует такое число 0>δ , что при δ<− 0zz  выполняется неравенство 

ε<− )z(f)z(f 0 . 
Определение 2.  Функция )z(f , непрерывная в каждой точке области D , 

называется непрерывной в этой области. 
Полагая 000 iyxz += , )y,x(iv)y,x(u)z(f += , 

)y,x(iv)y,x(u)z(f 00000 += , легко показать, что определение непрерывности 
функции )z(f  в точке 0z  эквивалентно следующим двум условиям: 

)y,x(v)y,x(vlim,)y,x(u)y,x(ulim

yy
xx

yy
xx 0000

0

0

0

0
==

→
→

→
→

. 

Таким образом, функция )z(fw =  непрерывна в точке 0z  тогда и только тогда, 
когда функции )y,x(u  и )y,x(v  непрерывны в этой же точке. Поэтому все свойства 
непрерывных функций двух действительных переменных переносятся без изменений 
на функции комплексного переменного. 

2.7. Задачи для самостоятельной работы 

1. Доказать, что линейная функция bazw +=  в точке 0z  имеет предел bazw += 00  
( b,a 0≠ – комплексные числа). 

2. Доказать, что 1
2
12

1
=

+
+

→ z
zlim

z
. 

3. Вычислить пределы:    а)  
iz

izzlim
iz −

−−
→

232
; б)  

zshiizchi
zcoslim

z +→

2

4
π

. 

4. Доказать, что следующие функции непрерывны на комплексной плоскости: 
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а) zw = ;   б) 2zw = ;     в) zImw = ; г) zw = . 
Решение задачи 1. Пусть 0>ε – любое число. Найдём 0>δ  такое, чтобы 

ε<− 0ww  при δ<−< 00 zz . Так как ( ) ( ) 000 zzabazbazww −⋅=+−+=− , 

то, выбрав 
a
ε

δ < , будем иметь ε<− 0ww  при
a

zz ε
<−< 00 .   

Решение примера 4,б. Пусть 0z – любая точка комплексной плоскости C , 0>ε – 
любое положительное число.  Так как 0zz → , то существует положительное число M , 

при котором Mz,Mz << 0 . Тогда 

( ) 00000
2
0

2 2 zzMzzzzzzzzzz −<+⋅−<−⋅+=− . Выбрав 
M2
ε

δ < , будем 

иметь ε
ε

=<−
M

Mzz
2

22
0

2 . Следовательно, для всех 
M

zz:z
20
ε

<−  выполняется 

неравенство ε<− 2
0

2 zz , т.е. 2zw = – непрерывная функция.   
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3. ПРОИЗВОДНАЯ 

3.1. Определение производной 

Пусть в области D  определена однозначная функция комплексного переменного 
)z(fw = . 

Для точек Dz ∈0  и ( ) Dzz ∈+ ∆0 составим приращение функции 
( ) ( )00 zfzzfw −+= ∆∆ , соответствующее приращению ( ) 00 zzzz −+= ∆∆ . 

Определение. Функция )z(fw =  называется дифференцируемой в точке 0z , 
если существует конечный предел 

)z(f
z
wlim

z
0

0
′=

→ ∆
∆

∆
.     (3.1) 

Этот предел )z(f 0′  будем называть производной функции )z(f  в точке 0z . 

3.2. Дифференциал 

Условие дифференцируемости функции )z(fw = , используя (3.1), запишем в 
виде 

)z(z)z(f)z(f ∆∆∆ 000 +⋅′= ,    (3.2) 

где )z( ∆0 – бесконечно малая функция при 0→z∆  более высокого порядка, чем z∆ . 
Определение. Дифференциалом функции )z(fw =  в точке 0z  называется 

линейная относительно z∆  часть z)z(f ∆⋅′ 0  в равенстве (3.2). Дифференциал 
функции обозначается dw . Обозначая z∆  через zd  (дифференциал независимого 
переменного), получаем формулу дифференциала функции )z(fw = : 

dz)z(fwd ′= .      (3.3) 

Если в равенстве (3.2) линейное относительно z∆ слагаемое отсутствует 
( )00 =′ )z(f , то дифференциал функции полагают равным нулю, т.е. формула (3.3) 
остаётся справедливой и в этом случае. 

Замечание. Используя равенство (3.2), легко показать, что дифференцируемая в 
точке 0z  функция )z(fw =  непрерывна в этой точке. 

3.3. Необходимое и достаточное условия 
дифференцируемости функции 

Рассмотрим в области D  однозначную функцию  

)y,x(iv)y,x(u)z(fw +== . 

Дифференцируемость )y,x(uwRe =  и )y,x(vwIm =  не гарантирует 
дифференцируемость функции комплексного переменного. Приведём пример. 

Пример1. Исследовать дифференцируемость функции zImzw ⋅= . 
Решение.  

( ) ( )
z

zImzzzImzz
z
w

∆
−∆+∆+

=
∆
∆

.    (3.4) 
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Введём обозначения: yixz,iyxz ∆∆∆ +=+= . Вычислим предел отношения 

(3.4) в точке 0=z . 

0
000

=∆=
∆

∆⋅∆
=

∆
∆

→∆→∆→∆
ylim

z
yzlim

z
wlim

zzz
. 

Следовательно, производная 00 =′ )(w , 
функция zImzw ⋅=  дифференцируема в точке 

0=z . Вычислим предел отношения (3.4) при 
0≠z . Пусть zzz →+ ∆  по прямой, 

параллельной оси x0  (рис.3.1), т.е. 
xz,y ∆∆∆ == 0 . 

( )( ) ( ) y
yix

yiyxyyyixiyxlim
z
wlim

y
x

y
x

=
+

+−++++
=

→
→

→
→ ∆∆

∆∆∆
∆
∆

∆
∆

∆
∆

0
0

0
0

. 

Пусть zzz →+ ∆  по прямой, параллельной оси y0  (рис.3.2), т.е. 
yiz,x ∆∆∆ == 0 , тогда 

ixy
i

iyx
z
wlim

z
−=

+
=

→
22

0 ∆
∆

∆
. 

Следовательно, предел отношения (3.4) не существует ( )ixyy −≠ 2  при 0≠z . 
Функция zImzw ⋅=  при 0≠z  не дифференцируема. 

Но ( ) ( ) xyy,xuzImzRewRe ===  и мнимая часть 2y)y,x(vwIm == – 
дифференцируемые функции при любых x  и y . Следовательно, дифференцируемость 

)y,x(uwRe =  и )y,x(vwIm =  не гарантирует дифференцируемость функции 
комплексного переменного )z(fw = .   

Условия дифференцируемости функции )y,x(iv)y,x(u)z(f +=  даёт 
следующая  

Теорема. Для того чтобы функция )y,x(iv)y,x(u)z(f += , определённая в D , 
была дифференцируема в точке Dz ∈ , необходимо и достаточно, чтобы функции 

)y,x(u  и )y,x(v  были непрерывно дифференцируемы в той же точке, как функции 
действительных переменных x  и y , и чтобы, кроме того, выполнялись условия 

x
v

y
u,

y
v

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

.     (3.5) 

 
Условия (3.5) называются в литературе по разному: условия Коши-Римана или 

Даламбера-Эйлера. Мы будем называть условия (3.5) условиями КРЭД (по начальным 
буквам всех четырёх авторов). 

Доказательство. 
Необходимость. Пусть функция )z(fw =  дифференцируема в точке Dz ∈ . 

Производная )z(f ′  существует независимо от стремления приращения z∆  к нулю. 
Пусть xz ∆∆ = , тогда 
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( ) ( ) ( ) ( )
=







 −+
+

−+
==′

→→ x
y,xvy,xxvi

x
y,xuy,xxulim

z
)z(flim)z(f

xz ∆
∆

∆
∆

∆
∆

∆∆ 00
 

 

x
vi

x
u

x
vlimi

x
ulim x

x
x

x ∂
∂

+
∂
∂

=+=
→→ ∆

∆
∆
∆

∆∆ 00
. 

Пусть yiz ∆∆ = , тогда 

y
v

y
ui

y
v

yi

ui
lim

y
v

lim
yi
u

lim
z

)z(flim)z(f y

y

y

y

y

yz ∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+=+==′
→→→→ ∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆
∆

∆∆∆∆ 20000
. 

Следовательно, 

y
v

y
ui

x
vi

x
u

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

 ⇒  
x
v

y
u,

y
v

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

, 

получили условия (3.5). 
Достаточность. Даны условия (3.5). Доказать дифференцируемость функции 

)z(fw =  в точке z . 
Так как )y,x(uwRe =  и )y,x(vJmw =  непрерывно дифференцируемы, то  










++
∂
∂

+
∂
∂

=

++
∂
∂

+
∂
∂

=

,yxy
y
vx

x
vv

,yxy
y
ux

x
uu

∆β∆β∆∆∆

∆α∆α∆∆∆

21

21
   (3.6) 

где 2121 ββαα ,,,  стремятся к нулю при одновременном стремлении к нулю x∆  и y∆ . 

Так как 
y
v

x
u

∂
∂

=
∂
∂

 и 
x
v

y
u

∂
∂

−=
∂
∂

, то равенство (3.6) примет вид: 

yxy
x
vx

x
uu ∆α∆α∆∆∆ 21 ++

∂
∂

−
∂
∂

= , 

yxy
x
ux

x
vv ∆β∆β∆∆∆ 21 ++

∂
∂

+
∂
∂

= . 

Тогда 
=+= viu)z(f ∆∆∆  

=





 ++

∂
∂

+
∂
∂

+++
∂
∂

−
∂
∂

= yxy
x
ux

x
viyxy

x
vx

x
u

∆β∆β∆∆∆α∆α∆∆ 2121  

( ) ( ) ( ) ( ) =+++++
∂
∂

++
∂
∂

= yixiyix
x
viyix

x
u

∆βα∆βα∆∆∆∆ 2211  

( ) ( ) ( )
=⋅







 +++
++








∂
∂

+
∂
∂

= z
z

yixiyix
x
vi

x
u

∆
∆

∆βα∆βα
∆∆ 2211  
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zz
x
xi

x
u

∆γ∆ +⋅







∂
∂

+
∂
∂

= , 

где 
( ) ( )

z
yixi

∆
∆βα∆βα

γ 2211 +++
= . 

x
vi

x
ulim

x
vi

x
u

z

zz
x
vi

x
u

lim
z

)z(flim
zzz ∂

∂
+

∂
∂

=+
∂
∂

+
∂
∂

=
+








∂
∂

+
∂
∂

=
→→→

γ
∆

∆γ∆

∆
∆

∆∆∆ 000
, 

так как 0
0

=
→

γ
∆ z
lim . Действительно, 

( ) ( ) =⋅++⋅+≤+++=
z
y

i
z
x

i
z
yi

z
xi

∆
∆

βα
∆
∆

βα
∆
∆

βα
∆
∆

βαγ 22112211  

 

2
2

2
2

2
1

2
122

2
2

2
222

2
1

2
1 βαβα

∆∆

∆
βα

∆∆

∆
βα +++≤

+
⋅++

+
⋅+=

yx

y

yx

x
, 

т.е. 0→γ  при 0→+= yixz ∆∆∆ . 
Таким образом, 

x
vi

x
u)z(f

z
)z(flim

z ∂
∂

+
∂
∂

=′=
→ ∆

∆
∆ 0

.     

Из теоремы следует, что производную )z(f ′  функции )z(f  можно представить 
в следующих равносильных формах: 

.
x
vi

y
v

y
ui

x
u

y
ui

y
v

x
vi

x
u)z(f

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=′   (3.7) 

Проверим выполнимость условий КРЭД в примере 1. 

( ) 2iyxyyiyxzImzw +=+== , 

( ) ( ) 2yy,xv,xyy,xu == . 
Найдём частные производные функций )y,x(u  и )y,x(v : 

y
y
v,

x
v,x

y
u,y

x
u 20 =

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

. 

Проверяем выполнимость условий КРЭД (3.5) 

0
0
0

0

2
=⇒





=
=

⇔


















∂
∂

−=
∂
∂

−=









∂
∂

=
∂
∂

=
z

x
y

y
u

x
v,x

y
v

x
u,yy

. 

Следовательно, условия КРЭД для функции zImzw =  выполняются лишь при 
0=z , т.е. данная функция дифференцируема в одной точке 0=z . Производную 
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функции zImzw =  найдём по любой (например, по первой) из равносильных форм 
(3.7): 

( ) 000

0
0

0
0

=+=







∂
∂

+
∂
∂

=′

=
=

=
=

y
x

y
x

iy
x
vi

x
u)(f . 

Пример 2. Проверить выполнимость условий КРЭД для функции 2zw = . 

Решение. ( ) xyiyxiyxzw 22222 +−=+== . 

xy)y,x(vwIm,yx)y,x(uwRe 222 ==−== . 
Найдём частные производные функций )y,x(u  и )y,x(v : 

x
y
v,y

x
v,y

y
u,x

x
u 2222 =

∂
∂

=
∂
∂

−=
∂
∂

=
∂
∂

. 

Условия КРЭД выполняются для любой точки комплексной плоскости: 

yy,xx 2222 −=−= . 

Следовательно, функция 2zw =  дифференцируема на комплексной плоскости C  и её 
производная 

( ) z)iyx(yix
x
vi

x
uz 22222 =+=+=

∂
∂

+
∂
∂

=
′

.   

3.4. Понятие аналитической функции 

Определение. Однозначная функция )z(fw = , заданная в области D , 
называется аналитической в области D  (голоморфной, регулярной, моногенной), если 
она дифференцируема в каждой точке этой области. 

Следует заметить, что понятия дифференцируемости и аналитичности функции 
)z(fw =  в точке z  различны. Выражение: «Функция )z(f  аналитична в точке z » 

употребляется в том смысле, что )z(f  аналитична в некоторой окрестности этой 
точки. 

Пример 1. Является ли функция zImzw =  аналитической в точке 0=z ? 
В п.3.3 доказано, что функция дифференцируема в точке 0=z . Но в любой 

окрестности точки 0=z  функция не дифференцируема, поэтому она не является 
аналитической в точке 0=z . 

Пример 2. Функция 2zw =  является аналитической на комплексной плоскости 
C . 

3.5.   Правила дифференцирования 
Правила дифференцирования, известные из курса математического анализа для 

действительного случая, распространяются и на дифференцируемые функции комплексного 
переменного. 

1. Если c)z(f = , то constc,)z(f ==′ 0 . 

2. ( ) )z(fc)z(cf ′=′ , где c – комплексное число. 



 218 

3. ( ) )z(g)z(f)z(g)z(f ′±′=± ;  ∑∑
==

′=
′








 n

k
k

n

k
k )z(f)z(f

11
. 

4. ( ) )z(g)z(f)z(g)z(f)z(g)z(f ′⋅+⋅′=⋅ , 

( ) +⋅⋅⋅⋅′=′⋅⋅⋅ )z(f...)z(f)z(f)z(f)z(f...)z(f)z(f nn 32121  

)z(f)z(f...)z(f...)z(f...)z(f)z(f)z(f nnn ′⋅⋅⋅++⋅⋅⋅′⋅+ −11321 . 

5. 02 ≠
⋅′−⋅′

=
′








 )z(g,
)z(g

)z(f)z(g)z(g)z(f
)z(g
)z(f

. 

6. Дифференцирование сложной функции. 

Если функция )z(hh =  дифференцируема в точке 0z , функция )h(fw =  
дифференцируема в точке )z(hw 00 = , то сложная функция 

( ))z(hfw = дифференцируема в точке 0z  и её производная вычисляется по формуле: 

dz
dh

dh
dw

dz
dw

⋅= . 

Доказательство. Используем формулу (3.2):  

)z(z)z(hh ∆∆∆ 00 +⋅′= , 

)h(h)h(ww ∆∆∆ 00 +⋅′= . 
Подставляя h∆  в нижнее равенство, получаем: 

( ) ( )=++⋅′⋅′= h)z(z)z(h)h(ww ∆∆∆∆ 0000  
( )h)z()h(wz)z(h)h(w ∆∆∆ 00000 +⋅′+⋅′⋅′= , 

где ( )h)z()h(w ∆∆ 000 +⋅′ – бесконечно малая более высокого порядка малости по 
сравнению с z∆ . 
Следовательно,  

dz
dh

dh
dw

dz
dw

zz
⋅=

= 0

.    

7. Производная обратной функции. 

Пусть отображение )z(fw = – однолистное в D , тогда обратная функция 

)w(f 1−  однозначна в области )D(fG = . Если )z(fw =  дифференцируема в точке 

Dz ∈0  и 00 ≠′ )z(f , то обратная функция )w(fz 1−=  дифференцируема в точке 
)z(fw 00 =  и её производная вычисляется по формуле 

( )
)z(f

)w(f
0

0
1 1

′
=

′−
 . 

Доказательство.   Введём обозначения: 
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)w()w(fz ϕ== −1 . 

Так как отображения )z(fw =  и )w(z ϕ=  взаимно однозначны, то  

00

0

00

00 1 ww,zz,

zz
wwww

zz
w

)w(
≠≠

−
−

=
−
−

=
∆

ϕ∆
. 

)z(f
z
wlim

zz
wwlimw

)w(lim
z

zz

ww 00

0

0

111

0

0 ′
==

−
−

=
→

→

→

∆
∆∆

ϕ∆
∆

, 

что и требовалось доказать.   

3.6. Условия КРЭД в полярных координатах 

Задача. Записать условия КРЭД в полярной системе координат. 
Решение. Перейдём от декартовых координат x  и y  к полярным координатам r  

и ϕ  по формулам: 
ϕϕ sinry,cosrx == . 

Тогда 

),r(iv),r(u)sinr,cosr(iv)sinr,cosr(u)y,x(iv)y,x(uw ϕϕϕϕϕϕ +=+=+= , 

ϕϕϕ ∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

=
∂
∂ y

y
ux

x
uu,

r
y

y
u

r
x

x
u

r
u

, 

 

ϕϕϕ ∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

=
∂
∂ y

y
vx

x
vv,

r
y

y
v

r
x

x
v

r
v

, 

 

( ) ( )









⋅
∂
∂

+−
∂
∂

=
∂
∂

⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
∂
∂










⋅
∂
∂

+−⋅
∂
∂

=
∂
∂

⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
∂
∂

.cosr
y
vsinr

x
vv

,sin
y
vcos

x
v

r
v

,cosr
y
usin

x
uru

,sin
y
ucos

x
u

r
u

ϕϕ
ϕ

ϕϕ

ϕϕ
ϕ

ϕϕ
 

Из данных систем найдём
x
u

∂
∂

 и 
y
u

∂
∂

, 
x
v

∂
∂

 и 
y
v

∂
∂

 по формулам Крамера. 

Определители систем равны: r
cosrsinr
sincos

=
−

=
ϕϕ

ϕϕ
∆ . 

Из первой системы найдём определители: 

ϕ
ϕϕ

ϕ
ϕ

ϕ
∆

∂
∂

−
∂
∂

=

∂
∂
∂
∂

=
usin

r
ucosr

cosru

sin
r
u

1 ,  
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ϕϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
∆ sin

r
urcosu

usinr
r
ucos

∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

−

∂
∂

=2 , 

ϕ
ϕϕ

∂
∂

−
∂
∂

=
∆

∆
=

∂
∂ usin

rr
ucos

x
u 11 ,  ϕϕ

ϕ∆
∆ sin

r
ucosu

ry
u

∂
∂

+
∂
∂

==
∂
∂ 12 . 

Из второй системы найдём определители: 

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ

ϕ
∆ sinvcos

r
vr

cosrv

sin
r
v

∂
∂

−
∂
∂

=

∂
∂
∂
∂

=′1 , 

ϕϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
∆ sin

r
vrcosv

vsinr
r
vcos

∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

−

∂
∂

=′2 , 

ϕ
ϕ

ϕ
∆
∆ sinv

r
cos

r
v

x
v

∂
∂

−
∂
∂

=
′

=
∂
∂ 11 ,  ϕϕ

ϕ
sin

r
vcosv

ry
v

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ 1

. 

 

Условия КРЭД (3.5) 
y
v

x
u

∂
∂

=
∂
∂

 и 
x
v

y
u

∂
∂

−=
∂
∂

 примут соответственно вид: 
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
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Перемножаем левые и правые части равенств: 

ϕ
ϕϕ

ϕ
ϕϕ

22 1111 sin
r
uv

r
u

rr
vcos

r
vu

r
v

rr
u






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
∂
∂
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+
∂
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
∂
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⋅−
∂
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, 

( ) 011 22 =+⋅







∂
∂

+
∂
∂

⋅⋅

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


∂
∂

⋅−
∂
∂

ϕϕ
ϕϕ

sincos
r
vu

r
v
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u

. 

Следовательно,  
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,v
rr

u 01
=

∂
∂

−
∂
∂

ϕ
   01

=
∂
∂

+
∂
∂

r
vu

r ϕ
, 

r
vu

r
,v

rr
u

∂
∂

−=
∂
∂

∂
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=
∂
∂

ϕϕ
11

 - 

условия КРЭД в полярных координатах. 

3.7. Геометрический смысл модуля и аргумента производной 

Пусть )y,x(iv)y,x(u)z(fw +== – аналитическая функция в области D  и 
пусть в точке Dz ∈0  производная 00 ≠′ )z(f . 

Рассмотрим в D  жорданову гладкую дугу γ , проходящую через точку 0z , и пусть Г – 
образ γ  при  
отображении )z(fw =  
(рис.3.3).  

Если 0zz →  вдоль γ , то 

0ww →  вдоль Г . 

 

 

 
Имеем 

)z(f
zz
wwlim

zz
0

0

0

0

′=
−
−

→
,     (3.8) 

)z(fArg
zz
wwArglim

zz
0

0

0

0

′=







−
−

→
.    (3.9) 

Так как функция )z(fw =  аналитична в области D , то равенства (3.8) и (3.9) 
справедливы для любой гладкой жордановой дуги D∈γ , проходящей через точку 0z . 

Из равенства (3.8) видим, что независимо от направления касательной в точке 0z  

предел отношения расстояния 0ww −  к расстоянию 0zz −  при 0zz →  один и тот же и 

равен )z(f 0′ . На языке бесконечно малых это означает, что бесконечно малый круг с 

центром в точке 0z  отображением )z(fw =  переходит в бесконечно малый круг с центром 

в точке 0w  (рис.3.3) и отношение 
0

0
zz
ww

−
−

 радиусов этих кругов равно )z(f 0′  (с 

точностью до малых высшего порядка). 
Число )z(f 0′  называют коэффициентом растяжения элемента длины в точке 0z  

при отображении )z(fw = . 
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Выясним теперь геометрический смысл аргумента производной. Направления 

векторов 0www −=∆  и 0zzz −=∆  стремятся при 0zz →  к касательным L  и l  
соответственно дуг Г  и γ  (рис.3.3). Так как 

( ) ( )00
0

0 zzArgwwArg
zz
wwArg −−−=

−
−

, 

то из равенства (3.9) следует, что угол, на который нужно повернуть направление 
касательной l  в точке 0z  до совпадения с направлением касательной L  в точке 0w , равен 

)( 0zfArg ′ . 
Если в точке 0z  рассмотреть две различные жордановы дуги 1γ  и 2γ , угол между 

которыми равен ϕ , то при отображении )z(fw =  угол между образами 1Г  и 2Г  будет 
равен тому же углу ϕ . Таким образом, в каждой точке 0z , в которой 00 ≠′ )z(f , при 
отображении )z(fw =  имеет место сохранение (консерватизм ) углов. 

Общий вывод: если функция )z(fw =  аналитична в точке 0z  и 00 ≠′ )z(f , то 
отображение )z(fw =  обладает свойством сохранения углов и постоянством растяжений в 
точке 0z . Такое отображение называется конформным в точке 0z . Если отображение 

)z(fw =  является конформным во всех точках области D , то его называют конформным 
отображением области D . 

3.8. Примеры конформного отображения 

В п.3.7. дано важное понятие конформного отображения: если )z(f – аналитическая 
функция и 00 ≠′ )z(f , то функция )z(fw =  конформно отображает некоторую 
окрестность точки 0z  на окрестность точки )z(fw 00 = . Справедливо утверждение: 
аналитическая функция )z(fw = , заданная в области D , конформно отображает область 
D  на определённую область 1D  комплексной плоскости W , причем обратная функция 

)w(fz 1−=  является аналитической в 1D . 
Исследуем конформность дробно-линейной функции 

dcz
bazw

+
+

= ,       (3.10) 

где d,c,b,a – комплексные постоянные ( c  и d  одновременно в нуль не обращаются). 
Предполагаем, что 0≠− adbc . В случае adbc =  дробно-линейная функция вырождается 

в постоянную 
d
bw =  (проверить самостоятельно). 

При 0=c  получаем целую линейную функцию 
d
bz

d
aw += , которая имеет 

производную 0≠=′
d
aw , если 0≠a . 
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Следовательно, функция (3.10) при 0=c  и 0≠a  конформно отображает всю 

плоскость комплексного переменного C . Коэффициент растяжения равен 
d
a

, а угол 

поворота касательных к кривым равен 
d
aArg . 

Если 1=
d
a

, то 
a
bzw += , растяжение и поворот отсутствуют, отображение сводится 

к сдвигу плоскости на 
a
b

. При 1≠
d
a

конформное отображение является подобием с 

коэффициентом подобия 
d
a

. 

Пусть 0≠c  и 
c
dz −≠ . Найдём производную функции :w  

( )2dcz
bcadw

+

−
=′ . 

Так как 0≠′w ,то дробно-линейное отображение является конформным во всех 

точках Cz ∈ , отличных от 
c
d

− . Коэффициент растяжения 2dcz

bcad
w

+

−
=′ , касательные к 

кривым, проходящим через любую точку 
c
dz −≠ , поворачиваются на угол 

)dcz(Arg)bcad(ArgwArg +−−=′ 2 . 

Из равенства мы видим, что угол поворота касательной не изменяется для точек, в 
которых )dcz(Arg +  сохраняет одно и то же значение, т.е. для точек каждого из лучей, 

выходящих из точки 
c
dz −= . В остальных точках Cz ∈  угол поворота касательной 

изменяется. 

Коэффициент растяжения w′  меняется от точки к точке, кроме точек, лежащих на 

каждой из окружностей Rdcz =+  с центром в точке 
c
dz −=0 , +∞<< R0 . На 

окружности Rdcz =+   2R
bcad

w
−

=′ . Очевидно, что коэффициент растяжения 1=′w  

для точек окружности  

bcad
cc

dz: −=+
1

γ , 

коэффициент растяжения 1>′w  для точек Cz ∈ , лежащих внутри γ ; 1<′w  для точек 
Cz ∈ , расположенных вне окружности γ . 
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Решая уравнение (3.10) относительно z , найдём обратную функцию 
acw
bdwz

−
+−

= , 

которая является дробно-линейной функцией. Следовательно, дробно-линейная функция 
(3.10) осуществляет взаимно-однозначное отображение комплексной плоскости C  на себя и 

отображение является конформным при 
c
dz −≠ . 

3.9. Геометрические свойства дробно-линейной функции 

При 0≠c  равенство (3.10) представим в виде 

( )0
2

≠−






 +

−
+= adbc,

c
dzc

adbc
c
aw . 

Положим 

3
2

3121
1 z

c
aw,

z
z,kzz,

c
dzz +===+= ,   (3.11) 

где 
adbc

ck
−

=
2

. 

Следовательно, преобразование (3.10) представляет собой комбинацию 

преобразований (3.11). Первое из преобразований (11) 
c
dzz +=1  является параллельным 

переносом на вектор 
c
d

, второе – подобием с коэффициентом подобия k  и с центром 

подобия 01 =z , третье преобразование сводится к выполнению двух последовательных 
симметрий – инверсии и симметрии относительно действительной оси, четвёртое – 
параллельный перенос.  

Подробнее остановимся на преобразовании 
2

3
1
z

z = . Выясним геометрический смысл 

операции 
z

w 1
= . Построим окружность 1=z . Пусть сначала 1<z . Восстановим из точки 

z  перпендикуляр к лучу z0 , обозначим через α  точку пересечения этого перпендикуляра с 
окружностью 1=z  (рис 3.4). 

Касательная ( )να  к окружности 1=z  пересекается с 
лучом z0  в точке ν . Найдём аргумент и модуль ν . Очевидно, 
аргумент комплексного числа ν  равен аргументу 
комплексного числа z . Из подобия α∆ z0  и αν∆ 0  находим 

z
α

α
ν

= , отсюда 
z
1

=ν . Так как zz =  и 
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z
argzargzarg 1

=−= , то 
z
1

=ν . Построим точку, симметричную с точкой 
z
1

=ν  

относительно действительной оси x0 , точка 
z

w 1
=  будет искомой точкой (рис. 3.4). 

Переход от точки z  к точке 
z
1

=ν  называется инверсией точки z  относительно 

единичной окружности 1=z . Для получения точки 
z

w 1
=  точку ν  симметрично 

отображают относительно действительной оси x0 . 

Следовательно, операция 
z

w 1
=  геометрически сводится к инверсии точки z  

относительно единичной окружности с центром в начале координат с последующим 
симметричным отображением относительно действительной оси. 

Если 1>z , то все построения необходимо провести в обратном порядке. Если точка 

z  лежит на окружности 1=z , то точка ν  совпадает с z  и построение 
z

w 1
=  сводится к 

симметрии относительно действительной оси. 

Можно показать, что отображение 
z

w 1
=  преобразует: 

1) прямые, проходящие через начало координат, в прямые, также проходящие через начало 
координат; 

2) окружности, проходящие через начало координат, в прямые, не проходящие через начало 
координат, и наоборот (прямые, не проходящие через начало координат, в окружности, 
проходящие через начало координат); 

3) окружности, которые не проходят через начало координат, в окружности, также не 
проходящие через начало координат. 

Следовательно, дробно-линейное преобразование (3.10), представляющее собой 
комбинацию простейших преобразований (3.11), отображает прямую или окружность в 
прямую или окружность, причем образом прямой могут быть и прямая, и окружность, точно 
так же как и образом окружности могут быть прямая и окружность. Можно показать, что 
отображение (3.10) все прямые и окружности плоскости C , проходящие через точку 

c
dz −= , преобразует в  

прямые плоскости W , а прямые и окружности плоскости C , не проходящие через точку 

c
dz −= , преобразует в окружности плоскости W . 

3.10. Инвариантности дробно-линейного отображения 

1. Дробно-линейная функция (3.10) устанавливает взаимно однозначное соответствие 
между точками плоскостей C  и W . Отображение (3.10) Имеет две инвариантные 
(неподвижные) точки 

( )bc)da()da(
c

z , 4
2
1 2

21 +−±−= , 
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отображающиеся сами в себя (которые могут и совпадать). 

2. Двойным отношением ( )4321 z,z,z,z  четырёх точек называется величина 

43

13

12

42
zz
zz

zz
zz

−
−

⋅
−
−

=λ .     (3.12) 

Отображение (3.10), выполненное для точек 4321 z,z,z,z , оставит инвариантным 
двойное отношение (3.12) для образов 4321 w,w,w,w : 
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43
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42
ww
ww

ww
ww

zz
zz

zz
zz

−
−

⋅
−
−

=
−
−

⋅
−
−

.   (3.13) 

Используя инвариантность двойного отношения, можно найти единственное дробно-
линейное отображение, переводящее три заданные точки 321 z,z,z  из C  в три заданные 
точки 321 w,w,w  из W . Для получения этого дробно-линейного отображения в равенстве 
(3.13) необходимо заменить 1z  на z , 1w  на w . 

3.11. Гармонические функции 

Пусть функция )y,x(iv)y,x(u)z(f +=  является аналитической в области D . В 
дальнейшем покажем (см. п.5.7), что функция )z(f  дифференцируема любое число раз и, 
следовательно, )y,x(u  и )y,x(v  также имеют непрерывные частные производные любого 
порядка в области D . 

По теореме  из п.3.3. функции )y,x(u  и )y,x(v  удовлетворяют условиям КРЭД: 

x
v

y
u,

y
v

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

. 

Дифференцируя первое уравнение по x , второе – по y  и почленно складывая, 
получаем дифференциальное уравнение в частных производных второго порядка: 

02

2

2

2
=

∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u

. 

Аналогично можно получить уравнение 

02

2

2

2
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∂
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+
∂
∂

y
v

x
v

 

(дифференцируем первое уравнение по y , а второе – по x  и вычитаем почленно второе 
равенство из первого). 

Определение 1. Функция )y,x(g , дважды непрерывно дифференцируемая в области 
D  и удовлетворяющая дифференциальному уравнению в частных производных второго 
порядка 
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∂
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+
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∂

y
g

x
g

  ,     (3.14) 

называется гармонической функцией. Уравнение (3.14) называется уравнением Лапласа. 
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Таким образом, )y,x(u)z(fRe =  и )y,x(v)z(fIm =  аналитической функции 

)z(fw =  в области D  являются гармоническими функциями. Но две гармонические 
функции )y,x(g  и )y,x(ϕ  области D , вообще говоря, не образуют аналитическую 
функцию 

)y,x(i)y,x(g)z(f ϕ+= , 

т.е. условия КРЭД могут не выполняться. 

Определение 2. Две гармонические функции в области D  )y,x(u  и )y,x(v  
называются сопряженными, если они удовлетворяют условиям КРЭД. 

Теорема. Аналитическую функцию )y,x(iv)y,x(uw +=  можно получить, 
произвольно задав одну из сопряженных гармонических функций: )y,x(u  или )y,x(v . 

Доказательство. Пусть дана, например, гармоническая в области D  функция 
)y,x(u . Найдём функцию )y,x(v , использовав условия КРЭД: 

)y,x(Q
y
v

x
u

=
∂
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=
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Так как 
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. 

Следовательно, выражение 
dy)y,x(Qdx)y,x(P +  

является полным дифференциалом некоторой функции )y,x(v . 
Из математического анализа известно [10], что функция )y,x(v  представляет собой 

криволинейный интеграл: 

( )

( )

( )

( )
Cdy

x
udx

y
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−=++= ∫∫
0000

, (3.15) 

который не зависит от пути интегрирования, соединяющего точки ( )00 y,x  и  
( )y,x  области D ,C – действительное число. 

Найденная функция ( )y,xv  является мнимой частью комплексной функции )z(f , 
аналитической в области D . 
Действительно, 

dy
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−  – условия КРЭД выполнены,  

)y,x(iv)y,x(u)z(f += – 
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аналитическая в области D  функция.    

Пример. Найти аналитическую  функцию )z(fw = , если известна её действительная 

часть 23 3xyx)y,x(u −= , 00 =)(w . 

Решение. Функция 23 3xyxu −= – гармоническая на плоскости C : 

22 33 yx
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. 

По формуле (3.15) найдём )y,x(v : 

( )

( )
( ) Cdyyxxydx)y,x(v

y,x

y,x
+−+= ∫ 22 336

00

. 

Выберем за точку ( )00 y,x  точку ( )00; , линией интегрирования от точки ( )00;  до 
точки ( )y,x  плоскости C  берём ломаную со звеньями, параллельными осям координат. 
Тогда 

( ) ( ) CyyxCdyyxdxxy,xv
yx

+−=+−+⋅= ∫∫ 32

0

22

0
3306 . 

Следовательно, искомая функция )z(f  имеет вид 

( )Cyyxixyx)z(f +−+−= 3223 33 . 

Найдём C  из условия 00 =)(f . 

000 =+= C,iC . 
Тогда 

( ) ( ) 333322233223 3333 ziyxyixyiyixxyyxixyx)z(f =+=+++=−+−=     

Второй способ решения примера 
22 33 yx

x
u

−=
∂
∂

. 

По первому условию КРЭД (3.5) имеем: 22 33 yx
y
v

−=
∂
∂

. Интегрируя, получаем 

)x(yyx)y,x(v ϕ+−= 323 , где )x(ϕ – некоторая функция. По второму условию (3.5) 

)x(xy
x
v

y
u /ϕ+−=

∂
∂

−=
∂
∂ 6 . Так как xy

y
u 6−=

∂
∂

(см. условие примера), то 

xy)x(xy / 66 −=+− ϕ ; 0=)x(/ϕ , C)x( =ϕ , Cyx)y,x(v +−= 323 . Получен тот же 
результат. 
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4.  НЕКОТОРЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ 

4.1. Степенная функция 

Функция nzw = , где n – натуральное число, называется степенной. Она 
определена и однозначна на расширенной комплексной плоскости C , точке ∞=z  
ставится в соответствие точка ∞=w . 

Её производная 1−=′ nnzw  существует в любой точке плоскости C . 
Отображение, осуществляемое  nzw = , конформно во всех точках плоскости C  за 

исключением точки 0=z . Так как nzw =  и nArgzArgw = , то каждая окружность 

радиусом R  с центром в точке 0=z  отображается на окружность радиусом nR  с 
центром в точке 0=w . Если аргумент на окружности Rz =  возрастает от 0  до π2 , то 

аргумент на окружности nRw =  возрастает от 0 до nπ2 , т.е. точка w  пробегает 

окружность nRw =  n  раз. Отображение nzw =  каждый луч Argz  переводит в луч 
nArgz . 

Разделим комплексную плоскость C  на n  областей :Dk  

( ) 10122
−=

+
<< n,k,

n
k

n
k

πϕ
π

. 

Каждая область kD  отображением nzw =  конформно отображается на всю 
плоскость, из которой удалены точки луча 0=warg , идущего вдоль положительного 
направления оси u0′ . В этом случае говорят, что комплексную плоскость W разрезали вдоль 
луча 0=warg . В полученном разрезе будем различать два края разреза: верхний и нижний. 

При этом луч 
n
kπ2

 переходит в верхний край разреза, луч 
n

)k( π12 +
 - в нижний. 

 

Пример 1. Найти линии при отображении функцией 2zw =  прямых, 
параллельных мнимой и действительной осям и не совпадающих с самими осями. 

Пусть +∞<<∞−≠+= t,b,itbz 0  – прямая, параллельная оси y . При 

отображении 2zw =  получим линию ( ) btitbitbw 2222 +−=+=  на комплексной 

плоскости W  или в параметрической форме btv,tbu 222 =−= . Исключая 
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параметр t , получаем уравнение параболы с осью, направленной по действительной 
оси в отрицательную сторону (рис. 4.1): 

( )ubbv −= 222 4 . 

Любая прямая iatz += , параллельная действительной оси, преобразуется в 
параболу (рис.4.1) ( )222 4 auav += . 

4.2. Показательная функция 

Определение. Показательной функцией комплексного переменного называется 
функция вида 

( ) zexpysiniycoseew xz =+==  ,   (4.1) 

где iyxz += . 
Рассмотрим некоторые свойства показательной функции. 

1. Cz,Cz,eee zzzz ∈∈⋅=+
21

2121 . 
Доказательство. Так как 222111 iyxz,iyxz +=+= , то, используя 

определение, получаем 
( ) ( )( ) =+++== +++++

2121
21221121 yysiniyycoseee xxiyxiyxzz  

( )( ) =++−⋅= 12212121
21 ycosysinycosysiniysinysinycosycosee xx  

( )( ) =++= 2211
21 ysiniycosysiniycosee xx  

( ) ( ) 2121
2211

zzxx eeysiniycoseysiniycose ⋅=+⋅+= .   

2. zxz Argey,ee == . 

3. 10 =e . 

4. z
z

e
e 1

=− . 

5. ( )mzmz ee = , где Zm∈  (целое число). 

Доказательство: 

( ) ( )( ) ( )mzmxmximymx)iyx(mmz eysiniycosemysinimycoseeee =+=+=== ++ .  

6. Функция ze  - периодическая и её период iT π2= . 

Доказательство: 
( ) ( ) ( )( ) =+++=== +++++ πππππ 22222 ysiniycoseeee xyixiiyxiz  

( ) zx eysiniycose === .    

Очевидно, что числа kiπ2 , ,...,k 21 ±±= , также являются периодами ze . 
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7. При xz eexz == , т.е. на действительной оси показательная функция ze  
совпадает с показательной функцией действительного переменного. 

8. При  iyz =  формула (4.1) принимает вид: 

ysiniycoseiy +=   –  формула Эйлера. 

9. Функция ze  определена Cz ∈∀ .  

Это следует из того, что Rx,ee xz ∈= . 

10. Функция ze  дифференцируема на всей комплексной плоскости, и её 
производная 

( ) zz ee =
′

. 

Доказательство. Покажем, что условия КРЭД (3.5) выполняются Cz ∈∀ , и 

производную вычислим по одной из формул (3.7), например, ( )
x
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x
ue
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= . Из 

определения показательной функции ysine)y,x(v,ycose)y,x(u xx == : 
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Следовательно, 

y
v

x
u

∂
∂

=
∂
∂

  и  Cz
x
v

y
u

∈∀
∂
∂

−=
∂
∂

, 

 

( ) ( ) zxxxz eysiniycoseysinieycose
x
vi

x
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∂
∂

+
∂
∂

=
′

. 

Так как ze  дифференцируема Cz ∈∀ , то она аналитична на комплексной плоскости 
C . 

Замечание. Показательная функция zew = , обладая свойствами действительной 
функции xe , приобретает новые свойства, например является периодической 
функцией с основным периодом iπ2 . 

Рассмотрим отображение, осуществляемое показательной функцией zew = . Так 
как 0≠=′ zew  для Cz ∈ , то отображение конформно во всех точках комплексной 
плоскости C . 

Изучение функции ze на всей плоскости C  сводится к изучению её в полосе 
π20 <≤ y:D  ввиду свойства периодичности функции. 

Отображение (4.1) взаимно однозначно в этой полосе. Допустим противное. 
Пусть найдутся точки Dz ∈1  и Dz ∈2 , 21 zz ≠ , такие, что 21 zz ee = , 111 iyxz += , 

222 iyxz += . Из определения имеем: 21 xx ee = , 21 ycosycos = , 21 ysinysin = . 
Следовательно, 21 xx = , kyy π212 +=  или kizz π212 += , откуда следует, что точки 
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1z  и 2z  не могут одновременно принадлежать полосе D . Таким образом, для любых 

21 zz ≠  из области D  21 zz ee ≠ . 
Введём в плоскости W  полярную систему координат с полярной осью, 

совпадающей с положительным направлением оси u10  и полюсом, совпадающим с 
началом координат 10 . Координаты любой точки в полярной системе координат 
обозначим ρ  и Θ . Запишем комплексное число Ww∈  в показательной форме 

Θρ iew = , ρ  и θ – полярные координаты точки w . Тогда равенство (4.1) можно 
представить в виде двух равенств: 

y,e x == θρ .      (4.2) 

 

Из равенства (4.2) видим, что отображение (4.1) преобразует прямые 0yy =  в лучи 

0y=θ , а отрезки 0xx = , π20 <≤ y – в окружности 0xe=ρ  (рис.4.2). Полоса 
π20 << y  преобразуется в плоскость W  с разрезом вдоль положительной полуоси 

u10  (на рис.4.2 разрез заштрихован). 

4.3. Функция  n zw =  

В п.1.7 дана формула извлечения корня n -й степени из любого комплексного 
числа z , ∞≠≠ z,z 0  (формула (1.6)): 

11022
−=






 +

+
+

= n,...,,k,
n

kzargsini
n

kzargcoszz nn ππ
;  (4.3) 

n  различных значений (4.3), представляющих те точки плоскости W , в которых nw  
принимает одно и то же значение z , располагаются в вершинах правильного n -

угольника, вписанного в окружность n zw = . 

Функция n zw =  определяется как функция, обратная к степенной функции 
nwz =  (n >1 – натуральное число). Для любого z , кроме 0=z  и ∞=z , n z  имеет n  

различных значений, которые вычисляются по формуле (4.3), т.е. функция n z  n -
значна. Значению 0=z  соответствует одно значение 00 =n , значению ∞=z  
соответствует одно значение ∞ . 

Значение n z , 0≠z , определяется значением аргумента, выбранным для точки 
z . Выберем в точке 00 ≠z  какое-либо определённое значение аргумента, для чего в 
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формуле (4.3) зафиксируем число k . Пусть, например, 0=k . Предположим, что точка 
z , начиная с 0z , описывает в плоскости C  некоторую замкнутую линию L , не 
проходящую через начало координат 0. При непрерывном перемещении точки z  вдоль 
кривой L  z,zarg  и, следовательно, zw =  изменяются непрерывно. 

 
Предположим, что кривая L  не содержит внутри себя точку 0=z  (рис.4.3). 

Функция 





 +==

n
zargsini

n
zargcoszzw nn  отображает кривую L  в кривую 

W∈0Γ  при полном обходе точки z  вдоль кривой L , аргумент z  при этом 
возвращается к начальному значению 0zarg . 

Выберем теперь другое значение аргумента 0z , например π20 +zarg  (в 
формуле (3) полагаем 1=k ). Тогда при полном обходе точки z  вдоль кривой L  
отображение 







 +

+
+

=
n
zargsini

n
zargcoszz nn ππ 22

 

переводит кривую L  в кривую 1Γ , отличающуюся от кривой 0Γ  лишь поворотом на 

угол n
π2 . Аналогично для 132 −= n,...,,k  соответствующие отображения n z  

переводят кривую L  в кривую kΓ , отличающуюся от кривой 0Γ  лишь поворотом на 

угол n
kπ2  (рис.4.3). 

Пусть теперь L~ – замкнутая жорданова кривая, содержащая точку 0=z  внутри 
себя, и пусть L~z ∈0 – некоторая точка на L~ . При полном обходе точки z  в 

положительном направлении вдоль L~  аргумент 0z  получит приращение π2 . Пусть в 

начальный момент в точке 0z  00 wzn =  [например, при 0=k  в формуле (4.3)]. После 

обхода точки z  вдоль L~  точка n z  не возвращается в своё первоначальное значение, а 
примет новое значение (рис. 4.4) 
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





 +=′

n
sini

n
cosww ππ 22

00 . 

Точка z  возвращается в исходное положение 0w  лишь при n -кратном обходе 

кривой L~  (рис.4.4). 
Рассмотрим область CD ⊂ . 
1. Если D  не содержит ни одной замкнутой кривой, содержащей точку 0=z  

внутри себя, то можно выделить n  непрерывных и однозначных функций, называемых 
ветвями многозначной функции n zw = . Каждой ветви соответствует фиксированное 
значение k  в формуле (4.3). Различным фиксированным в формуле (4.3) значениям 

( )110 −= n,...,,kk  соответствуют различные ветви функции n z  в области D . Любая 
из построенных ветвей в области D  является аналитической функцией, производная 
любой ветви вычисляется по формуле: 

( ) 11
1 −

=
′ nn z

n
z . 

Следовательно, функцию n zw =  в области D  можно рассматривать как 
совокупность n  однозначных аналитических функций [ветвей n z  для 1,0 −= nk  в 
формуле (4.3)]. 

2. Пусть область D  содержит хотя бы одну замкнутую кривую L~ , содержащую 
внутри себя точку 0=z . В этом случае нельзя отделить n  однозначных ветвей. 
Полный обход вдоль L~  включает переход от одной ветви многозначной функции к 
другой, например от ветви при 0=k к ветви при 1=k  в формуле (4.3). 

Точка 0=z , в любой окрестности которой нельзя отделить n  отдельных ветвей 
функции n z , называется точкой разветвления этой функции. 

Пример. Пусть область D – комплексная плоскость C  с разрезом вдоль 
положительной полуоси x0 . Тогда ветви функции n zz =  отображают область D  на 

секторы ( ) 10212
−=+<< n,k,

n
k

n
k π

θ
π

.  

Область D , не содержащую точку 0=z  внутри себя, назовём областью 1-го 
типа. Область D , содержащую точку 0=z  внутри себя, назовём областью второго 
типа. 

Замечание. Разрез в плоскости C  может быть любой жордановой кривой, 
соединяющей точки 0=z  и ∞=z . 
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4.4. Логарифмическая функция 

Определение. Функция Lnzw = , обратная к показательной функции wez = , 
называется логарифмической функцией. 

Логарифмическая функция определена на комплексной плоскости C , и для всех 
0≠z  и ∞≠z  имеет место формула  

( )kzargiznLnz π2++= l  , ,...,k 10 ±=    (4.4) 

Доказательство. Пусть 0≠z ; из условия равенства комплексных чисел, 
записанных в тригонометрической форме 

( )ArgzsiniArgzcoszz += ,   ( )vsinivcosee uw += ,   ivuw += , 
имеем 

zeu = ,   т.е.   znu l= ,   kzargArgzv π2+== . 
Следовательно, 

( ) Zk,kzargiznivuLnzw ∈++=+== π2l .     

Логарифмическая функция - бесконечнозначная для любого 0≠z  и ∞≠z . 
Комплексное число 0≠z  имеет бесконечное множество логарифмов, которые 
вычисляются по формуле (4.4). 

Значениям 0=z  и ∞=z  соответствуют значения: ∞=0Ln  и ∞=∞Ln . 
Значение Lnz , полученное из формулы (4.4) при 0=k , называется главным 

значением логарифма и обозначается :nzl  

zargiznnz += ll  .    (4/) 

Если xz =  является положительным действительным числом, то xz = , 
0=zarg  и формула (4/) примет вид: nxnz ll = - совпадает с натуральным логарифмом 

числа x . 

Пример. Найти ( )iLn +1 , ( )in +1l . 

Решение. iz +=1 , 2=z , ( ) Zk,kiArg ∈+=+ π
π 2
4

1 . 

По формуле (4.4) 

( ) Zk,kiniLn ∈





 ++=+ π
π 2
4

21 l ;    ( )
4

2
2
11 πinin +=+ ll     

Проведя рассуждения, аналогичные рассуждениям п.4.3, сделаем следующие выводы: 
1) для области D  первого типа можно выделить бесчисленное множество 

непрерывных и однозначных ветвей многозначной функции Lnzw = . Каждая ветвь, 
соответствующая фиксированному k  в формуле (4.4), осуществляет взаимно-
однозначное отображение области D  и обладает производной (одной и той же для всех 

ветвей): ( )
z

Lnz 1
=′  (для любой ветви). 

Следовательно, все ветви Lnz  являются аналитическими в области D  (первого 
типа); 
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2) если D - область второго типа (содержит точку 0=z  внутри себя), то в этой 

области нельзя отделить ветви друг от друга.  Точка 0=z - точка разветвления Lnz  (в 
ней как бы соединяются все ветви Lnz ). После однократного обхода по жордановой 
замкнутой кривой L~ , содержащей точку 0=z  внутри себя, происходит переход к 
следующей ветви Lnz . [В формуле (4) число k  изменяется на единицу] 

4.5. Тригонометрические и гиперболические функции 

Для действительного переменного x  известны формулы: 

i
eexsin

ixix

2

−−
= ,   

2

ixix eexcos
−+

= . 

Подставляя вместо x  комплексное переменное z , по определению получаем 
формулы: 

i
eezsin

iziz

2

−−
=  ,   

2

iziz eezcos
−+

=  ,   
zcos
zsintgz =  ,   

zsin
zcosctgz =  .       (4.5) 

С тригонометрическими функциями связаны гиперболические функции, 
определяемые формулами: 

2

zz eeshz
−−

=  ,   
2

zz eechz
−+

=  ,   
chz
shzthz =  ,   

shz
chzcthz =  .  (4.6) 

Используя определения (4.5), можно доказать, что для комплексного переменного z  
остаются в силе формулы из тригонометрии: 

122 =+ zcoszsin , 
( ) 212121 zsinzcoszcoszsinzzsin ±=± , 
( ) 212121 zsinzsinzcoszcoszzcos m=± , 

zcoszsinzcos 222 =−  и т.д. 
Докажем первое тождество. 

1
4
2

4
2

22

222222
22 =

++
+

−
+−

=








 +
+









 −
=+

−−−− iziziziziziziziz eeeeee
i
eezcoszsin . 

Докажем, например, что 

( )212121 zzcoszsinzsinzcoszcos +=− . 

=
−

⋅
−

−
+

⋅
+

=−
−−−−

i
ee

i
eeeeeezzzz

iziziziziziziziz

2222
sinsincoscos

22112211

2121  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )21244

212121212121
zzcoseeeeee zzizzizzizzizzizzi

+=
+

=
+

+
+

=
+−++−++−+

. 

Аналогично можно доказать и другие формулы. 
Докажем, что  

122 =− zshzch  ,      shzchzzsh 22 =  . 
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1
4
2

4
2

22

222222
22 =

+−
−

++
=









 −
−









 +
=−

−−−− zzzzzzzz eeeeeeeezshzch . 

zsheeeeeeshzchz
zzzzzz

2
222

22
22

=
−

=
+

⋅
−

=
−−−

. 

С помощью формул (4.6) можно найти и другие формулы для гиперболических 
функций. Используя формулы (4.5) и (4.6), легко установить связь между 
тригонометрическими и гиперболическими функциями: 









−====
−=

===

.ictgzcthiz,itgzthiz,zcoschiz,zsinishiz
;icthzctgiz

,ithztgiz,chzizcos,ishzizsin
  (4.7) 

Например, 

ishzeei
i

eei
i
eeizsin

zzzziziizi
=

−
=

−
=

−
=

−−⋅−⋅

222 2 ; 

chzeeeeizcos
zziziizi

=
+

=
+

=
−⋅−⋅

22
,         zcoseechiz

iziz
=

+
=

−

2
 и т.д. 

Применяя формулы (4.7), находим zsin , zcos , tgz , ( ) Zn,nz ∈+≠ 12
2
π

, для tgz . 

1) ( ) xshycosixchysinxcosiysiniycosxsiniyxsinzsin +=+=+= ; 
2) ( ) shyxsinichyxcosiysinxsiniycosxcosiyxcoszcos ⋅−⋅=−=+= ; 

3) ( ) ( )( )
( )( ) =

⋅+⋅−
⋅++

=
⋅−

+
=

⋅−
+

=+=
thyitgxthyitgx

thyitgxithytgx
thyitgx

ithytgx
tgiytgx

tgiytgxiyxtgtgz
11

1
11

 

( )
ythxtg

xtgithytgx
ythxtg

yth
ythxtg

thyxtgthyiythtgxtgx
22

2

22

2

22

22

1
1

1
1

1 ⋅+
+

⋅+⋅
⋅+

−
=

⋅+
⋅++⋅−

= . 

Из формул 1) и 2) найдём zsin  и zcos . 

=⋅+⋅= yshxcosychxsinzsin 2222  

( ) ( ) yshxsinyshxsinyshxsin 222222 11 +=−++= , 

yshxcosyshxsinychxcoszcos 222222 +=⋅+⋅= . 

На комплексной плоскости C  функция ysh2  может иметь сколь угодно большие 

значения, поэтому zsin  и zcos  также не являются ограниченными. Следует заметить, что 
для действительных функций xsin  и xcos  их модули не превышают единицы. 

Функции zsin , zcos , tgz , ctgz , shz , chz , thz  и cthz  являются аналитическими в 
области определения каждой функции, и их производные вычисляются по формулам: 



 238 

( ) zcoszsin =′ ,  ( ) zsinzcos −=′ , 

( ) ( ) 





 ∈+≠=′ Zk,kz

zcos
tgz 12

2
1

2
π

,  ( ) ( )Zk,kz
zsin

ctgz ∈≠−=′ π2
1

, 

( ) chzshz =′ ,  ( ) shzchz =′ , 

( )
zch

thz 2
1

=′ , ( ) ( )01
2 ≠−=′ z
zsh

cthz . 

Для доказательства используются формулы (4.5) и (4.6). 
Например, 

( ) zcosee
i
ieie

i
eezsin

iziziziziziz
=

+
=

+
=

′








 −
=′ −−−

222
 и т.д. 

Пример. Вычислить ( )5nisin l+π . 

Решение.  ( ) ( ) ( ) =⋅+=+ 555 nisincosnicoszinnisin lll πππ  

( ) i,ieeinishnisin
nn

42
2

5
15

2
55

55
−=

−
−=

−
−=−=−=

−ll
ll .   

4.6. Общая степенная функция 
 

Определение. Функция 
Lnzez µµ =       (4.8) 

называется общей степенной функцией комплексного переменного ( )∞=≠ z,zz 0  с 
комплексным показателем µ . Так как Lnz  - многозначная функция, то общая степенная 
функция также многозначная. Способы выделения её однозначных ветвей прежние. Точкой 
разветвления является 0=z . 

Пример. Вычислить 
ii +







 − 1

2
1

. 

Решение. По формуле (4.8) имеем: 

( )
=


 ∈+−=






 +−+=

−
==






 − 






 −

++

Zk,kikiniLnei
iLnii

π
π

π
π 2

4
2

4
1

2
1

2
1 2

111

l  

( )
===







 +−++−






 +−+ kikki

ee
π

π
π

π
π

π 2
4

2
4

2
4

1
 

=













−+






−=














 +−+






 +−⋅=

+−+−

4
sin

4
cos2

4
sin2

4
cos

2
4

2
4 ππ

π
π

π
π π

π
π

π

iekike
kk
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( )
kk

eiie
π

π
π

π 2
4

2
4 1

2
2

2
2

2
2 +−+−

−=







−= . 

При 0=k  получаем главное значение ( ) 41
2
2

π
−

− ei  числа 
ii +







 − 1

2
1

.   

4.7. Общая показательная функция 
Определение. Функция 

Lnazz ea ⋅=        (4.9) 

называется общей показательной функцией комплексного переменного z  ( )∞≠≠ a,a 0 . 
Для получения отдельной ветви функции (4.9) фиксируем одно из значений Lna  [в 

формуле (4.4) фиксируем k ], пусть cLna = , функция cze – однозначная аналитическая 

функция. Изменяя k  в формуле (4.4), получаем однозначные ветви функции zc
k

z kewa =: , 

где ( )kaargianck π2++= l . 

При 0=k  выделяется главное значение показательной функции za , равное zce 0 , где 
nac l=0 . 
По какой бы замкнутой жордановой кривой  не двигаться, после полного обхода 

значение функции kw  останется прежним для фиксированного k . Многозначная функция 
za  не имеет точек разветвления и представляет собой совокупность отдельных, не 

связанных между собой аналитических функций на комплексной плоскости C . 

4.8. Обратные тригонометрические функции 

Определение. Функции zsinArcw = , zcosArcw = , Arctgzw =  и Arcctgzw =  
определяются как функции, обратные по отношению соответственно к тригонометрическим 
функциям wsinz = , wcosz = , tgwz = , ctgwz = , и называются обратными 
тригонометрическими функциями комплексного переменного. 

Найдём формулы вычисления обратных тригонометрических функций. 
Докажем следующие формулы: 

( )21 ziziLnzsinArc −+−=  ,     (4.10) 

( )12 −+−= zziLnzcosArc  ,     (4.11) 

iz
izLniArctgz

−
+

−=
1
1

2
 ,         (4.12) 

iz
izLniArcctgz

+
−

=
2

 .       (4.13) 
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Доказательство формулы (4.10). Если wsinz = , то zsinArcw =  называется арксинусом 

z . Для вычисления CzzsinArcw ∈∀=  из формулы z
i
eewsin

iwiw
=

−
=

−

2
 найдём 

w . Обозначив teiw = , получим уравнение z
i
tt

=
− −

2

1
, откуда 0122 =−− iztt . 

Решениями квадратного уравнения будут 12
21 +−+= zizt , . Заметим, что перед 

радикалом нет знака ± , так как квадратный корень имеет два значения. 

Так как 21 zizeiw −+= , то 

( )21 zizLniw −+=     и    
( ) ( )2

2
11 ziziLn

i
zizLnw −+−=

−+
= .     

Формулу (4.11) получить самостоятельно.  

Доказательство формулы (4.12). Если tgwz = , то Arctgzw =  называется арктангенсом 
z . Для вычисления Arctgzw =  воспользуемся формулой: 

( ) z
eei
ee

wcos
wsintgw iwiw

iwiw
=

+
−

== −

−
. 

Введём обозначение: teiw = . 
Тогда 

( ) z
tti
tt

=
+
−

−

−

1

1
,   ( ) z

ti
t

=
+
−

1
1

2

2
,   ( )ztit 11 22 +=− ,   ( ) zizit +=− 112 ,   

iz
izt

−
+

=
1
12 , 

iz
ize iw

−
+

=
1
12 ,   

iz
izLniw

−
+

=
1
12 ,   

iz
izLni

iz
izLn

i
Arctgzw

−
+

−=
−
+

==
1
1

21
1

2
1

.    

Формулу (4.13) получить самостоятельно. 

Пример 1. Вычислить Arctgz , если xz = - любое действительное число. 
Решение. По формуле (4.12) имеем: 

=













 +

−
+

+
−
+

−=
−
+

−== k
ix
ixargi

ix
ixni

ix
ixLniArctgxw π2

1
1

1
1

21
1

2
l  

( ) ( )( )( ) =+−−++−= kixargixargii
π2110

2
 

( )( ) ( ) kixargkixarg ππ ++=++= 1212
2
1

,   Zk ∈ , 

так как числа ix+1  и ix−1  являются сопряженными: их модули равны, )ixarg( +1  и 
)ixarg( −1  отличаются знаком ( )ππ ≤<− zarg . 

Главное значение Arctgx  получим при :k 0=  ( ) arctgxixargw =+= 1 – 
действительная функция независимой переменной x .   

Пример 2. Решить уравнение 01312 =+zcos . 
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Решение. 
12
13

−=zcos . По формуле (4.11) имеем: 







 ±−−=








−+−−=






−=

12
5

12
131

144
169

12
13

12
13 iLniLncosArcz ; 

( ) =





 ++−=






−−=






 +−−= kiniiLniLnz ππ 2

3
2

3
2

12
5

12
13

1 l  

=/применили формулу (4.4)/   ( ) ( )1223 ++−= knni πll ,    Zk ∈ ; 

( ) =





 ++−=






−−=






 −−−= kiniiLniLnz ππ 2

2
3

2
3

12
5

12
13

2 l  

( ) Zk,kni ∈++−= 12
2
3

πl .     

4.9. Обратные гиперболические функции 

Определение.  Функции, обратные к функциям shwz = , chwz = , thwz = , 
cthwz = , называются соответственно аркгиперболическим синусом, аркгиперболическим 

косинусом, аркгиперболическим тангенсом, аркгиперболическим котангенсом и 
обозначаются Arshzw = , Archzw = , Arthzw =  и Arcthzw = . 

Имеют место формулы: 

( )12 ++= zzLnArshz  ,   ( )12 −+= zzLnArchz  , 

z
zLnArthz

−
+

=
1
1

2
1

 ,   
1
1

2
1

−
+

=
z
zLnArcthz  . 

Доказательство проводится аналогично доказательству формул для обратных 
тригонометрических функций. Докажем, например, первую формулу. Если Arshzw = , то 

2

ww eeshwz −
== , откуда 0122 =−− ww zee . Решая это уравнение, получаем 

12 ++= zzew , откуда ( )12 ++= zzLnw . Таким образом, 

 ( )12 ++= zzLnArshz . 
Оставшиеся формулы доказать самостоятельно.  
Функции многозначны, так как логарифм и квадратный корень многозначны. 

4.10. Функция Жуковского 
Функция 







 +=

z
zw 1

2
1

     (4.14) 

называется функцией Жуковского. 
Данную функцию талантливый русский ученый Н.Е. Жуковский применил для 

расчета профиля крыла самолёта. 



 242 
Функция (4.14) определена, непрерывна и аналитична всюду, кроме точек 0=z  и 

∞=z , и её производная 







 −=′

2
11

2
1

z
w . 

Таким образом, отображение (4.14) конформно во всех точках области определения 
функции, кроме точек 1±=z . 

Найдём области взаимно-однозначного отображения функции (4.14). 
Пусть 1z  и 2z  такие, что выполняется равенство: 

2
2

1
1

11
z

z
z

z +=+ , 

т.е. отображение (4.14) переводит точки 21 zz ≠  в одну точку w . 
Отсюда 

11
2
222

2
1 zzzzzz +⋅=+⋅ ,   ( ) ( ) 0121221 =−−−⋅ zzzzzz ,   ( )( ) 012112 =−⋅− zzzz . 

Следовательно, отображение (4.14) взаимно однозначно в любой области ( )D , которая не 
содержит ни одной пары точек 21 zz ≠ , связанных между собой условием: 

121 =⋅ zz . 

В частности, отображение (4.14) взаимно однозначно в областях: 

1) 1<z ; 2) 1>z ; 3) 0>zIm ;  4) 0<zIm . 

Таким образом, область )D(  не должна содержать ни одной пары точек 21 zz ≠  

таких, что 2z  симметрична с 1z  одновременно относительно единичной окружности 1=z  
и относительно оси 0=zIm . 

Комплексное переменное z  представим в показательной форме: ϕiezz = . 

Множество точек { }z , для которых rz = , πϕ 20 <≤ , 0>r , - число, будет окружностью 
радиусом r  с центром в начале координат: 

ϕirez = .     (4.15) 

Подставляя (4.15) в равенство (4.14), получаем параметрический образ окружности: 

=





 −++=






 +=+= − ϕϕϕϕϕϕ sin

r
icos

r
sinircosre

r
reivuw ii 1

2
11

2
1

 

ϕϕ sin
r

ricos
r

r 





 −+






 +=

1
2

1
2
1

, 

ϕcos
r

ru 





 +=

1
2
1

,  ϕsin
r

rv 





 −=

1
2
1

 -   (4.16) 

параметрические уравнения отображения окружности rz =  функцией (4.14). 

Уравнения (4.16) являются эллипсом с полуосями 





 +=

r
ra 1

2
1

 и 
r

rb 1
2
1

−= . 
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Фокусы эллипса лежат на действительной оси в точках (1;0) и (-1;0), так как квадрат 

полуфокусного расстояния 1222 =−= bac . 
При 1→r  эллипс (4.16) сжимается в отрезок [-1;1] оси u . Если 1<r , то образами 

окружностей rz =  являются эллипсы (4.16), заполняющие комплексную плоскость w  с 

разрезом по отрезку [-1;1] оси u . Окружность 1=z  отображается на отрезок [-1;1], 
обходимый дважды по часовой стрелке. 

Окружности 1>z отображаются также в эллипсы (4.16). 

Из уравнения (4.14) найдём :z  12 −+= wwz – это функция, обратная  к функции 

Жуковского, которая имеет две ветви в зависимости от ветвей квадратного корня 12 −w . 
Можно показать, что одна ветвь отображает плоскость w  с разрезом по отрезку [-1;1] 

во внутренность единичного круга, а вторая – в его внешность.  

4.11. Задачи для самостоятельной работы 
1. Пользуясь условиями КРЭД, выяснить, какие из следующих функций являются 

аналитическими, и найти их производные: 

а) zew = ; б) zw = ; в) zsinw = ; г) 3zw = ; 

д) zzw ⋅= ;      е) ( ) ( )xyiyxw 22 −++= . 

2. Найти аналитическую в окрестности точки 0z  функцию w  по известной 
действительной части )y,x(uwRe =  или мнимой части )y,x(vwIm = : 

а) yyxu 222 +−= ;    б) yxv += ; 

в) 00236 3223 =−−+= )(w,yxyyxxu ;  г) 2xu = . 

3. Найти коэффициент растяжения и угол поворота при отображении )z(fw =  в 
точке 0z : 

а) 20
2 == z,zw ;   б) 

2
10

πiz,ew z +== ; 

в) iz,zsinw +== 10 ;       г) iz,
iz

zw 21
0 −=

+
−

= . 

4. Дано отображение nzw = , n – натуральное число. 

а) В какие точки перейдут точки 01 ≠z  и 02 ≠z , если 
n
kаrgzаrgz,zz π2

1221 +== , 

где 0≠k – целое число? 

б) На какую область отображается сектор ( ) 110212
−=+<< n,...,,k,

n
k

n
k π

ϕ
π

? 

в) В комплексной плоскости W  даны прямые 0uu =  и 0vv = . Какие линии им 
соответствуют в плоскости C ? 

5. Дано отображение zew = . Во что отображает оно: 
а) прямые 0xx =  и 0yy = ; б) полосу π20 << y ;  в) полосу π<< y0 ; 
г) hzIm <<0 ;   д) π<><<∞− y,x 00 ; 
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е) линию ( ) +∞<<∞−++= t,biiatz 1 , a  и b– действительные числа? 

6. Доказать, что 

а) 
ztg

tgzztg 21
22
−

= ;  б) 
22

2 2121
21

zzcoszzsinzsinzsin +−
=− ; 

в) ( ) 212121 zsinzsinzcoszcoszzcos ⋅+⋅=− ; 
г) ( ) 212121 shzshzchzchzzzch ⋅+⋅=+ . 

7. Найти: 
а) ( )iLn +1 ;      б) ( )iLn − ;     в) ( )1−Ln ;     г) ( ) ( )in,iLn 125125 ++ l ; 

8. а) ii ; б) 21 ; в) ( ) ii ++− 143 . 

9. Найти: 

а) 
2
1sinArc ; б) isinArc ;  в) 2cosArc ; 

г) 
3
iArctg ;  д) iArch2 ;  е) ( )ish +− 2 ; ж) ( )iArth −1 . 

10. Найти отображение, осуществляемое функцией Жуковского   







 +=

z
zw 1

2
1

: 

а) 1≤= r,rz ; r – число;  б) 1≥= r,rz , - окружности радиусом r ; 

в) луча +∞<<= r,rez i 00ϕ , исходящего из начала координат под углом 0ϕ  к оси x0 . 

4.12. Ответы 

1. а) по определению, ( )ysiniycosee xz += . Так как ycoseu x= , ysinev x= , то 

ycose
x
u x=

∂
∂

, ysine
y
u x−=

∂
∂

, ysine
x
v x=

∂
∂

, ycose
y
v x=

∂
∂

. 

Проверяем условия КРЭД (см.п.3.3):  

y
v

x
u

∂
∂

=
∂
∂

  и  
x
x

y
u

∂
∂

−=
∂
∂

, ycoseycose xx =   и  Czysineysine xx ∈∀−=− . 

Следовательно, условия КРЭД выполнены на всей комплексной плоскости C , функция 
zew =  аналитична в этой плоскости. Производная 

( ) zxxx eysiniycoseysinieycose
x
vi

x
uw =+=+=

∂
∂

+
∂
∂

=′ ; 

б) iyxzw −== , не дифференцируема ни в одной точке плоскости C ; 
в) ( ) xshycosixchysinxcosiysiniycosxsiniyxsinzsinw +=+=+== ; 

chyxsinu ⋅= ,   shyxcosv ⋅= , 

chyxcosux =′ ,  xshysinuy =′ ,  xchysinvx −=′ ,  chyxcosvy ⋅=′ . 
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Условия КРЭД выполняются , функция zsinw = – аналитическая на плоскости C ,  и её 
производная  

( ) ( ) =⋅−⋅=⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=′ shyxsinichyxcosshyxcos
x

ichyxsin
x

w  

( ) zcosiyxcosiysinxsiniycosxcos =+=⋅−⋅= ; 

г) аналитическая функция, 23zw =′ ; 
д) не является аналитической; дифференцируема в одной точке 00 == y,x ; 
е) аналитическая функция, iw 21−=′ . 

2. а) решение. x
x
u 2=

∂
∂

. По первому условию КРЭД yx vu ′=′ , поэтому x
y
v 2=

∂
∂

. 

Интегрированием находим ( ) ( )xxyy,xv ϕ+= 2 , где ( )xϕ – некоторая дифференцируемая 
функция. Найдём ( )xϕ , используя второе условие КРЭД xy vu ′−=′ . Так как 22 +−=′ yuy , 

( )xyvx ϕ ′+=′ 2 ,то ( )xyy ϕ ′−−=+− 222 , т.е. ( ) 2−=′ xϕ , ( ) Cxx +−= 2ϕ . Подставляя 
)x(ϕ  в )y,x(v , получаем Cxxy)y,x(v +−= 22 ; аналитическая функция 

( ) ( ) ( ) ( ) CizizCiiyxiiyxCxxyiyyxw +−=+−−+=+−++−= 22222 2222 , 
где ziyx =+ , ziyx =− ;   
б) ( ) Cziw ++= 1 ; 

в) ( ) 321 ziw −= ; 
г) аналитической функции не существует. 

3. а) решение. Производная zw 2=′  в точке 20 =z  равна 4222 =⋅=′ )(w ; 

модуль 42 =′ )(w – коэффициент растяжения, 042 ==′ arg)(warg - угол поворота;   

б) ew =′ , 
2
π

=′warg ; 

в) 11 22 sinchw −=′ ; ( )11 thtgarctgwarg ⋅−=′ . Указание. Использовать формулы, 
связывающие между собой тригонометрические и гиперболические функции; 

г) 2=′w , π
4
3

−=′warg . 

4. а) Отображение nzw =  можно переписать в виде равенств: 
nz=ρ , 

nArgz=θ (почему?), где ρ – модуль w , θ – аргумент w . Так как 21 zz = , то 21 ρρ = ; 

11 nArgz=θ , π
π

θ knArgz
n
kArgzn 22

112 +=





 += . Следовательно, отображение 

nzw =  точки 1z  и 2z  переводит в одну точку 2w ; 
б) сектор отображается на комплексную плоскость с разрезом вдоль положительной полуоси 
u ; 

в) решение. ( )ϕϕ nsinincoszivuw n +=+= ; ϕncoszu n=0 , ϕnsinzv n=0 , отсюда 
получаем полярные уравнения: 

n
ncos

uz
ϕ

0=  (рис. 4.5),     n
nsin

vz
ϕ

0=  (рис. 4.6)   
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Следовательно, прямым 0uu =  и 0vv =  на комплексной плоскости C  соответствуют 
гиперболы.   

5. а) решение. С одной стороны, ( )ysiniycoseew xz +== , с другой - 

( )θθρ sinicosw += , отсюда xe=ρ , y=θ - полярные координаты в плоскости W . 

Подставляя 0xx =  и 0yy =  в формулы xe=ρ  и y=θ , получаем 0xe=ρ  и 0y=θ . 

Следовательно, отображение ze  переводит прямую 0xx =  в окружность 0xe=ρ , а прямую 

0yy = – в луч 0y=θ ;    
б) на комплексную плоскость W  с разрезом вдоль положительной полуоси; 

в) 0>wIm ;   г) h<<θ0 ;   д) 122 <+ vu ; 

е) aeθρρ 0= – логарифмическая спираль, где abe−=0ρ , Z∈++= k,kbat πθ 2 . 

7. а) 





 ++ kin π
π 2
4

2
2
1 l , Z∈k ; б) 






 +− ki π

π 2
2

, Z∈k ; 

в) ( ) ik π12 + , Z∈k ; г) Z∈





 ++ k,karctgin π2

5
1213l ; 

5
1213 iarctgn +l . 

8. а) 
kkiii

ee
π

ππ
π

2
2

2
2 −−






 +

= , Z∈k ;    б) ( ) ( )ksinikcos ππ 2222 ⋅+⋅ , Z∈k ; 

в) 
( )















 −+






 −

++

3
45

3
455

12
3
4

arctgnsiniarctgncose
karctg

ll
π

, Z∈k . 

9. а) kπ
π 2
6

+ , Z∈k ;   б) ( )122 −− nik lπ , Z∈k ; 

в) ( )322 +± nik lπ , Z∈k ;   г) kni
π+2

2
l , Z∈k ; 

д) ( ) ikn π





 ±+±

2
1225l , Z∈k ;   е) 2121 chsinishcos +− ; 
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ж) 













 +++ π

2
12

2
15

4
1 karctginl , Z∈k . 

10. а) образами окружностей являются эллипсы с полуосями 





 +=

r
ru 1

2
1

, 

r
rv 1

2
1

−= , заполняющие комплексную плоскость W с разрезом по отрезку [ ]11;u −∈ . 

При этом окружность 1=z , проходимая по ходу движения часовой стрелки, является 

разрезом [ ]11;u −∈ , проходимым дважды по часовой стрелке; 
б) образами окружностей являются те же эллипсы (см. п. «а»), заполняющие плоскость W  с 
разрезом [ ]11;u −∈ . При этом окружность 1=z , проходимая против часовой стрелки, 

является разрезом [ ]11;u −∈ , проходимым дважды по часовой стрелке; 

в) случай 1. Пусть Zk,k
∈≠

20
π

ϕ . Найдём параметрические уравнения луча: 

0
1

2
1

ϕcos
r

ru 





 += ,  0

1
2
1

ϕsin
r

rv 





 −= . 

Исключая r , получаем уравнение гиперболы 

1
0

2

2

0
2

2
=−

ϕϕ sin
v

cos
u

. 

Если 
2

0 0
π

ϕ << , то имеем правую ветвь гиперболы; если πϕ
π

<< 02
, то имеем 

левую ветвь гиперболы. 

Случай 2. Пусть Zk,k
∈=

20
π

ϕ . Лучи 
2
π

=Argz  и 
2

3π
=Argz  отображаются в 

действительную ось 0== wReu . 
При 00 =ϕ  получаем промежуток +∞<≤ u1 , проходимый дважды : при 
+∞<≤ r1  промежуток проходится от точки 1=u  до точки ∞=u , а при 10 ≤< r – тот же 

промежуток, проходимый от точки ∞=u  до точки 1=u . Аналогично при πϕ =0  
получается промежуток ( ]1−∞−∈ ;u , проходимый дважды. 

В случае 2 гипербола, рассмотренная в случае 1, вырождается в полуинтервалы, где 
точки (-1;0) и (1;0) – фокусы гиперболы. 
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5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИИ 
КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

 
5.1. Определение интеграла 

 
Рассмотрим на комплексной плоскости C  жорданову кривую l , на которой 

задано направление от начальной точки a  к конечной точке b . 
Пусть на кривой l  определена однозначная 
функция ( ) ( ) ( )y,xivy,xuzfw +== . Разобьем 
кривую l  произвольным образом на n  дуг 
точками ,bz,...,z,z,...,z,z,za nkk == −1210  
выберем на каждой дуге [ ]kk z,z 1−  
произвольную точку ζ  (рис. 5.1). Составим 

интегральную сумму ( )∑
=

∆⋅=
n

k
kkn zf

1
ζσ , где 

1−−= kkk zzz∆ . 
Определение. Предел интегральной 

суммы nσ  при ,zmax k 0→∆  если он 
существует и конечен, называется интегралом 

от функции ( )zf  комплексного переменного z  по кривой (вдоль кривой) l  и 

обозначается символом ( )∫
l

dzzf , т.е. 

{ } ( ) εζδδε <−∆⇒<∆∀>∃>∀ ∑ ∫
=

n

k
kkk dzzfzfz,

1
00

l
 

kζ∀  и для любых разбиений кривой l  таких, что δ∆ <kz .  
Итак, по определению 

( ) ( )∫∑ =
=→ l

dzzfzflim
n

k
kk

zmax k 10
∆ζ

∆
 .    (5.1) 

Кривую l  называют также путем интегрирования. 
Теорема. Если кривая  ( )l - кусочно-гладкая, а однозначная функция ( )zfw =  

непрерывна на этой кривой, то интеграл на пути интегрирования l  существует. 
При этом функция ( )zf  называется интегрируемой по кривой l . В дальнейшем 

предполагаем интегрируемость функции. 
Из определения  интеграла непосредственно следуют свойства: 

1. Линейность. Если функции ( )zf  и ( )zg  непрерывны на кусочно-гладкой   кривой 
l , то  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ,dzzgbdzzfadzzbgzaf
lll
∫∫∫ +=+  

где Ca ∈  и Cb∈ − комплексные числа. 

2. Аддитивность. Для любой кусочно-гладкой кривой AC  и интегрируемой на ней 
функции ( )zfw =  справедливо равенство: 
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( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
BCABAC

dzzfdzzfdzzf . 

3. ( ) ( ) ,dzzfdzzf
BAAB
∫∫ −=  т.е. при изменении ориентации кривой интеграл меняет знак. 

4. Оценка модуля: 

( ) ( )∫∫ ≤
ll

dlzfdzzf , 

где интеграл справа является криволинейным интегралом первого рода. 

5.2. Вычисление интеграла 

В равенстве (5.1) положим ,iyxz +=  ( ) ( ) ( )y,xivy,xuzf += , 

kkkkkk iyxz,zzz +=−=∆ −1 ,     111 −−− += kkk iyxz , 

( ) ( ) kkkkkkkkkkk yixyyixxiyxiyxz ∆+∆=−+−=+−+=∆ −−−− 1111 , 

( ) ( ) ( )kkkkkkkk ,iv,uf,i ηξηξζηξζ +=+=  

Тогда выражение под знаком суммы в равенстве (5.1) примет вид: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) =∆+∆⋅+=∆ kkkkkkkk yix,iv,uzf ηξηξζ  

( ) ( ) ( ) ( )( )kkkkkkkkkkkk x,vy,uiy,vx,u ∆+∆+∆−∆= ηξηξηξηξ . 

Условие  




→
→

⇔→ .ymax
,xmaxzmax

k

k
k 0

00
∆
∆

∆  

Так как функция ( )zf  интегрируема, то  

( ) ( ) =∆⋅= ∑∫
=→∆

k

n

k
k

zmax
zflimdzzf

k 10
ζ

l
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) =∆+∆+∆−∆= ∑
=

→∆
→∆

n

k
kkkkkkkkkkkk

ymax
xmax

y,ux,viy,vx,ulim

k
k 1

0
0

ηξηξηξηξ  

( ) ( ) ( ) ( )dyy,xudxy,xvidyy,xvdxy,xu ++−= ∫∫
ll

. 

Таким образом, вычисление интеграла от функции комплексного переменного 
сводится к вычислению двух криволинейных интегралов второго рода от действительных 
функций: 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dyy,xudxy,xvidyy,xvdxy,xudzzf ++−= ∫∫∫
lll

 .   (5.2) 

Для вычисления криволинейных интегралов, записанных в правой части формулы 
(5.2), кривую l  зададим параметрическими уравнениями: 
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( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )βαβα xb,xa,,t,tiytxtz ==∈+=  . 

Тогда формула (5.2) будет иметь вид: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) .dttyty,txutxty,txvi

dttyty,txvtxty,txudzzf

∫

∫∫

′+′+

+′−′=

β

α

β

αl   (5.3) 

Преобразуем равенство (5.3) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) =+′+′+= ∫∫ dtty,txivty,txutyitxty,txivty,txudzzf
β

αl
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) .dttztzfdttyitxty,txivty,txu ∫∫ ′=′+′+=
β

α

β

α

  

Следовательно, если ( ) [ ]βα ,t,tzz ∈=  - уравнение гладкой кривой l , то имеет 
место формула  

( ) ( )( ) ( ) dttztzfdzzf∫ ∫ ′=
l

β

α

   .    (5.4) 

Заметим, что если l - замкнутая жорданова кривая, то используют обозначения  

( ) ( ) dzzf,dzzf
ll
∫∫
−+

 

в зависимости от направления обхода контура. Обозначение ∫
+l

– обход l  в 

положительном направлении, ∫
−l

– обход l  в отрицательном направлении. 

Пример 1. Вычислить ( ) dzzz
l
∫ + 2 , где l  - отрезок прямой от точки 0=z  до 

точки iz −=1 . 

Решение. Уравнение отрезка прямой 10 ≤≤−= x,xy . Подставляя в интеграл 
,idydxdz,iyxz,iyxz +=−=+=  получаем: 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫ ∫ =+−=+−++=+
ll l

idydxiyxidydxiyxiyxdzzz 3222  

=≤≤−=−==−++= ∫ ∫ 1033 x,dxdy,xyydxxdyiydyxdx
l l

 

ixixxdxixdxxdxxdxixdxxdx −=−⋅=−+=+−++= ∫ ∫∫ ∫ 2
2

2
2

42433
1

0

21

0

1

0

21

0

1

0

1

0
.   
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Пример 2. Найти ∫
+ −

l
az

dz
, где a – комплексное число, кривая l – окружность 

δ=− az , которая обходится в положительном направлении. 
Решение. Напомним, что замкнутая кривая обходится в положительном 

направлении, если при обходе кривой ограничиваемая ею область остается слева (для 
окружности и других замкнутых жордановых кривых обход против хода часовой 
стрелки является положительным). 

Так как δ=− az , то πδ 20 <≤=− t,eaz it  (см. п. 1.4 - показательная форма 

комплексного числа). Найдем dtiedz itδ= . По формуле (5.4)  

idti
e

dtie
az

dz
it

it

az

π
δ

δ ππ

δ

2
2

0

2

0
===

− ∫∫∫
=− +

, 

т.е. данный интеграл не зависит ни от выбора точки a , ни от радиуса δ  окружности 
δ=− az .    

5.3. Теорема Коши для односвязной области 

Теорема Коши 1. Если функция ( )zf  - аналитическая в односвязной области D , 
то интеграл от ( )zf  вдоль любой  кусочно-гладкой замкнутой жордановой кривой 

Dl ⊂  равен нулю, т.е.  

( )∫ =
l

dzzf 0 .      (5.5) 

Доказательство. Так как ( ) ( ) ( )y,xivy,xuzf += - аналитическая функция в 
области D , то функции ( )y,xu  и ( )y,xv  непрерывно дифференцируемы. Для функции 

( )zf  выполнены условия КРЭД (см. п. 3.5): 

x
v

y
u,

y
v

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

. 

Напомним формулу Грина (см. § 3.7 из [2]): 

( ) ( ) ,dxdy
y
Р

x
Qdyy,xQdxy,xP

G
∫ ∫∫
+









∂
∂

−
∂
∂

=+
l

 

где G – область, границей которой является кривая l , обходимая в положительном 
направлении. 

По формуле (5.2) имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =++−= ∫∫∫
+++

dyy,xudxy,xvidyy,xvdxy,xudzzf
lll

 

==  равенствачасти правой    в  интеграламк  Грина формулу применяем  

0=







∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

−= ∫∫∫∫ dxdy
y
v

x
uidxdy

y
u

x
v

GG
, 
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так как функции под знаком интегралов равны нулю по условиям КРЭД.■ 

Теорема Коши является центральной в теории функций комплексного 
переменного. В теореме рассматривается односвязная область. Напомним, что область 
D  – односвязная, если любая жорданова замкнутая кривая, проведенная в D , 
ограничивает область DG ⊂ . 

Следствие 1. Если функция ( )zfw =  аналитична в односвязной области D , то 
для любых кусочно-гладких жордановых кривых, лежащих в области D  и имеющих 

общее начало a  и общий конец b , интеграл ( )∫
b

a
dzzf  принимает одно и то же 

значение. 

Символ ∫
b

a
... подчеркивает, что кусочно-

гладкий путь, соединяющий точки a  и b , 
может быть произвольным, a  и b  называются 
соответственно нижним и верхним пределами 
интегрирования. 

Докажем  следствие 1.  Пусть  1l   и 2l  - 
две   любые   кусочно-гладкие   жордановы   
кривые,   имеющие   общие   начало  и  
конец (рис. 5.2). 

Рассмотрим замкнутую кривую  21 lll ∪= ,  направление обхода выберем, 

например, положительное. По теореме Коши  ( ) 0=∫
+

dzzf
l

.  Применяя  свойство 2  

аддитивности из п. 5.1, получаем: 

( ) ( ) ( )∫ ∫∫
−+

=+=
1 2

0
l ll

,dzzfdzzfdzzf  

где “-“ указывает на изменение ориентации на кривой 2l . 
По свойству 3 из п. 5.1  следует, что 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫ =⇒=−
1 21 2

0
l ll l

dzzfdzzfdzzfdzzf . ■ 

Следствие 2. Если функция ( )zf  аналитична в односвязной области D , то 
интеграл 

( ) ( )zFdf
z

a
=∫ ζζ ,      (5.6) 

рассматриваемый в зависимости от своего переменного верхнего предела z ,  
также является аналитической функцией в 
области D , причем 

( ) ( ) ( )zfdf
dz
dzF

z

a
==′ ∫ ζζ . 

Доказательство. Пусть Dl ⊂  - какая-либо 
кривая, соединяющая точки a  и z . 
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Рассмотрим в D  точку zz ∆+ , соединим ее с точкой z  прямолинейным отрезком 

γ  (рис.5.3).  
Имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ζζζζζζ∆
∆∆

dfdfdfzzF
zz

a

z

a

zz

a
   ∫∫∫

++

+==+ . 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

=
−+

=
−+

∫∫∫
+

→→ z

dfdfdf
lim

z
zFzzFlim

z

a

zz

z

z

a
zz ∆

ζζζζζζ

∆
∆

∆

∆∆ 00
 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )

=
+

++

==
∫∫

++

→
→

+

→ yix

idydxy,xivy,xu

lim
z

df
lim

yy,xx

y,x

y
x

zz

z
z ∆∆∆

ζζ
∆∆

∆
∆

∆

∆
0
00

 

===
=

αα dlsindy,dlcosdx
: рода первого  интегралам  нымкриволинейк    перейдем
 

( ) ( )( )( )
=

+

++

=
∫

→
→ yix

dlsinicosy,xivy,xu

lim
y
x ∆∆

αα
γ

∆
∆

0
0

 

== интегралазначении  среднем отеорему  применяем  

( ) ( )( )( )
( )

( ) ( )( ) =+=
+

++
=

→
→

→
→

ηξηξ
∆αα

∆ααηξηξ

∆
∆

∆
∆

,iv,ulim
lsinicos

lsinicos,iv,ulim
y
x

y
x

0
0

0
0

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )zfy,xivy,xu,vlimi,ulim

y
x

y
x

=+=+=
→
→

→
→

ηξηξ
∆
∆

∆
∆

0
0

0
0

, 

так как функция является аналитической. 

Таким образом, 
( ) ( ) ( ) ( )zFzf

z
zFzzFlim

z
′==

−+
→ ∆

∆
∆ 0

.■ 

Определение. Функция ( )zΦ , аналитическая в области D , называется 
первообразной функции ( )zf , если  ( ) ( ) Dzzfz ∈∀=′Φ . 

Следовательно, функция (5.6) согласно доказанному следствию 2 является 
первообразной от ( )zf . 

Формула (5.6) показывает, что зависимость между подынтегральной функцией 
( )zf  и функцией ( )zF  такая же, как и в случае функции действительного 

переменного. Очевидны утверждения:  
1) если ( )zF - первообразная функция ( )zf , то и любая функция ( ) СzF + , где 

С - произвольная постоянная, также является первообразной, которая называется 
неопределенным интегралом; 



 254 
2) если ( )zF1  и ( )zF2 - первообразные функции ( )zf , то разность ( ) ( )zFzF 21 −  

будет постоянной. 
Следствие 3. Если функция ( )zf  - аналитическая в области D , то для любых 

двух фиксированных точек Da ∈  и Db∈  справедлива формула Ньютона-Лейбница: 

( ) ( ) ( ) ( )aFbFzFdzzf
b

a

b

a
−==∫  ,   (5.7) 

где ( )zF  – произвольная первообразная функция для подынтегральной функции 
( )zf . 

Доказательство.  Из предыдущих рассуждений следует, что  

( ) ( ) Dz         ∈∀+=∫ CzFdf
z

a
ζζ . 

Тогда  при ( ) ( ) ( )aFCCaFdfaz
a

a
−=⇒=+=⇒= ∫ 0ζζ ; 

  при ( ) ( ) CbFdfbz
b

a
+=⇒= ∫ ζζ . 

Заменяя C  на ( )( )aF− , получаем формулу (5.7). ■ 

Пример. Вычислить ∫
−

i
dzz

1

2 . 

Решение. Так как подынтегральная функция 2z  - аналитическая на плоскости 
C , то по формуле (5.7) имеем 

( ) ( )iizdzz
ii

−=+==
−−

∫ 1
3
11

3
1

3
3

1

3

1

2 .     

Пусть односвязная область D  ограничена кусочно-гладкой кривой L . Будем 
называть аналитической функцию ( )zf  в замкнутой области D , если функция и 
аналитична на границе L . В этом случае теорема Коши 1 справедлива и для границы 
L  области D : ( )∫ =

L
,dzzf 0  где L  обходится, например, в положительном 

направлении. 
Очевидно, что ( )zf  является аналитической и в любой области DG ⊂ . 

Существуют функции, аналитические на всей комплексной плоскости  C , например  
zcos,zsin,ez  и др., их называют целыми функциями. 

5.4. Теорема Коши для многосвязной области 

Теорема Коши 2. Пусть область D  - ( )1+n – связная область, граница L   
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которой представляет собой 
совокупность попарно не 
пересекающихся замкнутых 
кусочно-гладких жордановых 
кривых ,L,...,L,L n10  причем 0L - 
внешняя кривая, nL,...,L1  - 
внутренние кривые (рис.5.4). 
Если функция ( )zfw =  
аналитична в замкнутой области 
D , то интеграл от ( )zf  вдоль L  
равен нулю. Граница L  
обходится в одном (например, 
положительном) направлении. На 
рис.5.4 область D  не 
заштрихована. 

Доказательство теоремы для 
многосвязной области сведем к 
случаю односвязной области. 
Соединим гладкими дугами 

n,...,, γγγ 21  кривые  nL,...,L,L 10  (рис. 5.4) так, чтобы дуги попарно не имели общих 
точек и принадлежали области D . 

В результате получили односвязную область 







∪= ∑

=

•
n

k
kDD

1
γ , границей 

которой является  ∑
=

• +=
n

k
kLL

1
γ . 

Заметим, что при положительном обходе границы •L  внешняя кривая 0L  
обходится против часовой стрелки, внутренние кривые nL,...,L1  - по часовой стрелке, 
каждая дуга  n,...,, γγγ 21  проходится дважды в противоположных направлениях. 

По теореме Коши 1 ( ) 0=∫
+•

dzzf
L

. 

Используя свойство 2 аддитивности и свойство 3 изменения ориентации кривой 
(см. п.5.1), получаем:  

( ) ( ) ,dzzfdzzf
LL

0== ∫∫
++•

 

так как интегралы по дугам kγ  взаимно уничтожаются. 

Следовательно,     

( ) ( ) ( ) ;dzzfdzzfdzzf
n

k LLL k

0
1

0

=+= ∑ ∫∫∫
= −++

 

Изменяем направление обхода на kL : 
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( ) ( )∑ ∫∫
= ++

⇒=−
n

k LL k

dzzfdzzf
1

0
0

 

⇒   ( ) ( )∫ ∑ ∫
+ +=

=

0
1L

n

k Lk

dzzfdzzf  .            (5.8) 

Например, для двусвязной области (рис. 5.5) формула (5.8) имеет вид 

( ) ( )∫∫
++

=

10 LL

dzzfdzzf .      (5.8/) 

Пример. Вычислить ( ) dzzz
L

n∫
+

− 0 , где ,Zn∈ L  - кусочно-гладкая замкнутая 

жорданова кривая, содержащая фиксированную точку 0z  внутри себя. 

Решение. Пусть δ=− 0zz  - окружность радиусом δ  с центром в точке 0z , 
содержащаяся в области, границей которой является кривая L . По формуле (5.8/)  

( ) ( ) ==<≤=−=−=− ∫∫
=− ++

dtiedz,t,ezzdzzzdzzz itit

zz

nn

L

δπδ
δ

20000

0

 

( ) ( ) === ∫∫ ++ dteidteie tninitnit
ππ

δδδ
2

0

11
2

0
 

( )

( ) ( )




−=
−≠=







=

−≠−
+=













−=

−≠
+=

+
+

+

∫
,n,i

,n,    
n,i

n,
n     

n                ,dti

n,
ni

ei n
tni

n

12
10

12

111
1

1

1
1

1

2

0

2

0

1
1

π
π

δδ

π

π

 

т.е. данный интеграл не зависит ни от выбора точки ,z0  ни от радиуса окружности. 
Например, при 00 =z  и любом радиусе R  имеем 





−=
−≠

∫
=+ .n,i

,n,
dzz

Rz

n

12
10

 если
 если 

  
π

        

5.5. Интегральная формула Коши 

Теорема 3. Пусть ( )zf - функция, аналитическая в некоторой области G , L - 
замкнутая кусочно-гладкая жорданова кривая, принадлежащая области G  вместе со 
своей внутренней областью D  (рис. 5.6). Тогда для любой точки Dz ∈0  справедлива 
формула 

( ) ( ) dz
zz
zf

i
zf

L
∫
+ −

=
0

0 2
1
π

 ,    (5.9) 
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называемая интегральной формулой Коши. 

Контур L  проходится в положительном 
направлении. По формуле (5.9) можно найти 
значения аналитической функции внутри 
контура L  через значения той же функции на 
самом контуре L . 

Доказательство. В формуле (5.9) 

подынтегральная функция 
( )

0zz
zf

−
 является 

аналитической в области G  за исключением 
точки 0z . Опишем около точки 0z  любую 

окружность 1L  радиусом δ  с центром в точке 0z  такую, чтобы DL ⊂1 , и ориентируем 

ее положительно (рис. 5.6). Тогда функция 
( )

0zz
zf

−
 будет аналитической в двусвязной 

области, ограниченной замкнутыми кривыми L  и 1L . Используя формулу (5.8/) 
теоремы 2 для двусвязной области, будем иметь 

( ) ( ) dz
zz
zf

i
dz

zz
zf

i
LL
∫∫
++ −

=
−

1
00 2

1
2
1

ππ
. 

Следовательно, для получения формулы (5.9) достаточно доказать, что  

( ) ( ) dz
zz
zf

i
zf

L
∫
+ −

=

1
0

0 2
1
π

,  

т.е. 

( ) ( )
∫
+

=
−

−

1

02
0

0
L

.dz
zz
zfzifπ  

Так как ∫
+

=
−

1

2
0L

i
zz

dz
π  (см. пример  из п.5.4), то следует доказать, что 

( ) ( ) ( ) ( )
∫ ∫∫
+ ++

=
−
−

⇒=
−

−
−

1 11

00
0

0

00
0

L LL

dz
zz

zfzfdz
zz
zf

zz
dzzf .               (5.9/) 

Из аналитичности функции ( )zf  следует ее непрерывность, поэтому 

( ) ( ) ( ) ( ) εεδεδε <−⇒<−∀>∃>∀ 0000 zfzfzz,z, . 

Пусть любая окружность 1L  имеет радиус ( )εδδ < . Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )
,dz

zz
zfzf

dz
zz

zfzf

LL

πεπδ
δ
ε 22

11
0

0

0

0 =<
−
−

≤
−
−

∫∫
++

 

т.е. 
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( ) ( ) 0

0

0
0

=
−
−

∫
+→

dz
zz

zfzflim
L

δ
. 

На интеграл в левой части равенства (5.9/) постоянен при выбранных δ , 
следовательно, он равен нулю.  ■ 

Интегральную формулу (5.9) можно применять для вычисления интегралов. Из 
формулы (5.9) следует, что  

( ) ( )0
0

2 zfidz
zz
zf

L
∫
+

=
−

π  .                                              (5.10) 

5.6. Вычисление интегралов 
 по замкнутой кусочно-гладкой жордановой кривой 

1. Пусть функция ( )zf  является аналитической в односвязной замкнутой 
области D , ограниченной кусочно-гладкой замкнутой жордановой кривой L . Тогда 
интеграл по любой кусочно-гладкой замкнутой жордановой кривой L′ , содержащейся 
в D , равен нулю согласно теореме Коши из п.5.3. 

Примеры. 1. ,...,,n,dzz
L

n 2100 ==∫
+

;     2. 0=∫
+

dze
L

z ;     3. 0=∫
+

dzzsin
L

;  

4. ,dzzsh
L

0=∫
+

 где  CL ⊂ - произвольная кусочно-гладкая жорданова кривая. 

2. Пусть в односвязной области D , ограниченной кусочно-гладкой замкнутой 
жордановой кривой L , есть точки nz,...,z,z 11 , в которых нарушена аналитичность 
функции ( )zg . Такие точки называют особыми изолированными точками функции 
комплексного переменного ( )zg . Точка 0z  называется изолированной особой точкой 
функции ( )zg , если существует окрестность точки 0z , в которой нет других особых 
точек. К особым относятся и точки, которые не принадлежат области определения 
функции. 

Точка 0z , в которой функция ( )zg  аналитична, называется правильной точкой 
функции ( )zg . 

Пусть в особой точке 0z  функцию ( )zg  можно представить в виде 

( ) ( )
0zz

zfzg
−

= , где ( )zf − аналитическая в D  функция.  

Тогда, используя формулу (5.10), получаем 

( ) ( ) ( )0
0

2 zifdz
zz
zfdzzg

LL

π=
−

= ∫∫
++

 .                               (5.11) 

Пример 5.   Вычислить ∫
= +2

2 1z z
dz

. 
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Решение. Подынтегральная функция ( )
1

1
2 +

=
z

zg  

является аналитической в круге 2≤z  всюду, кроме точек 
iz,iz =−= 21 , в которых знаменатель функции 

обращается в нуль. Точки i  и i−  - изолированные особые 
точки функции ( )zg . Построим окружности 1δ=+ iz  и 

2δ=− iz  столь малых радиусов 1δ и 2δ , чтобы окружности 
не пересекались и не пересекали границу замкнутой области 

2≤z  (рис. 5.7). 
По формуле (5.8) 

∫∫∫
=+=−= +++ +

+
+

=
+

12
111 22

2
2

δδ izizz z
dz

z
dz

z
dz

 . 

Каждый  интеграл  в  правой  части  предыдущего  равенства  вычислим  по  

формуле  (5.11).  В  первом  интеграле  справа  ( )
iz

zf
+

=
1

,  во втором  интеграле -

( )
iz

zf
−

=
1

. 

Тогда 

( )( )
=

+
−+

−
+=

+−
=

+
∫∫∫∫
=+=−==

dz
iz
izdz

iz
iz

iziz
dz

z
dz

izizzz 12

11

1 22
2

δδ

 

0
2
1

2
121212 =






 −=








−

+







+

=
−== ii

i
iz

i
iz

i
iziz

πππ .    

Пример 6.  Вычислить dz
zz

zcos

z
∫
=+ +2

2 5
. 

Решение. Подынтегральная функция ( )
zz

zcoszg
52 +

=  является аналитической 

всюду, кроме точек 50 21 −== z,z , в которых знаменатель функции обращается в 
нуль. Точки 0  и 5− - изолированные особые точки функции ( )zg . Открытому кругу 

2<z  принадлежит одна точка 01 =z . Опишем окружность с центром в точке 01 =z  с 

таким радиусом δ , чтобы окружность δ=z  содержалась в круге 2≤z . По формуле 
(5.11) 

( ) 5
2

5
25

5 02

i
z

zcosidz
z

z
zcos

dz
zz

zcos

zzz

π
π

δ

=
+

=+=
+ ===

∫∫
++

.    

5.7. Бесконечная дифференцируемость аналитической функции 
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Теорема. Функция ( )zf , аналитическая в области D , имеет производные 

любого порядка в этой области, и ее производная n -го порядка находится по формуле 

( )( ) ( )
( )

,...,n,
z
df

i
!nzf

L
n

n 21
2 1 =

−
= ∫

+
+ζ

ζζ
π

 ,                           (5.12) 

где L - замкнутая кусочно-гладкая жорданова кривая, принадлежащая D  вместе со 
своей внутренней областью. 

Из теоремы следует, что производная ( )zf ′  аналитическoй функции ( )zf  

является аналитической функцией. И, более того, производная ( )( )zf n  для любого n  
является аналитической функцией. В этом состоит важнейшее отличие функции 
комплексного переменного от функции действительного переменного. Функция ( )xf  
действительного переменного x  может не иметь производной второго порядка, в то 
время как ( )xf ′  существует. 

Доказательство. Запишем интегральную формулу Коши (5.9): 

( ) ( )
∫
+ −

=
L

d
z

f
i

zf ζ
ζ

ζ
π2
1

. 

Формула (5.12) получается из формулы (5.9) последовательным 
дифференцированием под знаком интеграла по параметру z . Например, 

( ) ( ) ( )
( )∫∫

++ −
=

′









−

=′
LL

d
z

f
i

d
z

f
i

zf ζ
ζ

ζ
π

ζ
ζ

ζ
π 22

1
2
1

, 

( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )

,...
z
df

i
!nzf,...,

z
dfzf

L
n

n

L
∫∫
++

+−
=

−
=′′

13 2
2

ζ

ζζ
πζ

ζζ
 . 

Докажем справедливость такого дифференцирования для 1=n . Пусть z  и 
zz ∆+ – две точки в области D . Тогда 

( ) ( )
ζ

ζ
ζ

π
d

z
f

i
zf

L
∫
+ −

=
2

1
     и  ( ) ( )

∫
+ −−

=+
L

d
zz

f
i

zzf ζ
∆ζ

ζ
π

∆
2

1
; 

( ) ( ) ( ) ( ) =







−

−
−−

=−+= ∫
+

ζ
ζ∆ζ

ζ
π

∆∆ d
zzz

f
i

zfzzfzf
L

11
2
1

 

( )
( )( ) ζ

∆ζζ
∆

ζ
π

d
zzz

zf
i

L
−−−

= ∫
+2

1
;           

( ) ( )
( )( )∫

+ −−−
=

L
zzz

df
iz

zf
∆ζζ

ζζ
π∆

∆
2
1

. 

Осталось показать, что 
( ) ( )

( )∫
+ −

=
→

L
z z

df
iz

zflim 20 2
1

ζ

ζζ
π∆

∆
∆

. 

Оценим разность 

( )
( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ζζ
∆ζζ

∆
πζ

ζζ
π∆ζζ

ζζ
π

df
zzz

z
iz

df
izzz

df
i

LLL
∫∫∫
+++ −−−

=
−

−
−−− 22 2

1
2

1
2
1

; 
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( ) ( )
( ) ≤

∆−−−

∆
≤

∆−−−

∆
∫∫
++

ζ
ζζπ

ζζ
ζζπ

d
zzz

z
df

zzz
z

i
LL

22 2
1

2
1

 

( )z
lMz

∆δδ

∆
π −

⋅⋅
⋅≤ 22

1
, 

где 
( )ζζδ

ζζ
fнаибM,zнаим

LL ∈∈
=−= , 

z∆  настолько мало, что δ∆ <z ,  

zzzzz ∆δ∆ζ∆ζ −≥−−≥−− ,      l – длина кривой L . 

Очевидно, что правая часть неравенства стремится к нулю при  .z 0→∆  
Следовательно, левая часть неравенства также стремится к нулю и 

( ) ( ) ( ) ( )
( )∫

+ −
=

−+
=′

→
L

z z
df

iz
zfzzflimzf 20 2

1
ζ

ζζ
π∆

∆
∆

. 

Аналогичные рассуждения можно провести и для высших производных.■ 
Пусть подынтегральная функция в формуле (5.12) имеет вид 

( ) ( )
( ) 1

0
+−

= nzz
zfzg , 

где функция ( )zf  является аналитической в Dz  ,D 0 ∈ .Тогда, используя формулу 
(5.12), получаем формулу для вычисления интеграла по кривой L : 

( ) ( )
( )

( )( )01
0

2 zf
!n
i

zz
dzzfdzzg n

L
n

L

π
=

−
= ∫∫

++
+ .                            (5.13) 

Пример. Вычислить dz
z

zsin

z
∫
=+ 2

4 . 

Решение. В области, ограниченной окружностью ,z 2=  имеется одна особая 

точка 00 =z , функция ( ) zsinzf =  аналитична в круге 2≤z . 
Применяем формулу (5.13) для производной третьего порядка ( )3=n : 

( )0
3

2

2
4 f

!
idz

z
zsin

z

′′′=∫
=+

π
. 

Так как ( ) ( ) ( ) ( ) ,0f   ,zcoszf   ,zsinzf,zcoszf 1−=′′′−=′′′−=′′=′  то 

( )
3

1
6

2

2
4

iidz
z

zsin

z

ππ
−=−⋅=∫

=+

.       

По главе 5 рекомендуется провести два практических занятия. 
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5.8. Задачи для самостоятельной работы 

Занятие 1. Интегрирование функции комплексного переменного 
1. Вычислить  ∫

L
,dzz3   где L – дуга параболы  2yx = ,  соединяющая точки 0 и 

i+1 . 
2. Вычислить интеграл ∫

L
,xdz  если путь интегрирования L : 

а) прямолинейный отрезок, соединяющий точки 0 и  i+2 ; 

б) верхняя полуокружность π≤≤= zarg,z 01 ; 

в) окружность ,Raz =− обходимая в положительном направлении. 

3.Вычислить dzz
L
∫ , где Rz:L = - окружность, обходимая в положительном 

направлении. 

4. Вычислить ( )∫ +
L

,dzzz 2  где L − следующие линии: 

а) отрезок прямой от точки 0 до точки    i−1 ; 

б) дуга окружности  
22

2 ππ
≤≤−= zarg,z ; 

в) окружность 21 =−z .  

5. Найти интегралы: 

а) ( )dzzz
i

i
∫
+

−

+
2

1

2 23 ;        б) ∫
i

dzzcosz
0

. 

6. Вычислить ∫
+ −

L
az

dz
, где L  - окружность 1=− az . 

7. Вычислить dzz
L
∫
+

, где 1=z:L . 

8. Вычислить ( ) dzzz n

L
∫
+

− 0 , где n – целое число,  линия L – окружность 

Rzz =− 0 . 

9. Вычислить ( )dzzzz
L
∫ ⋅+2 , где L – дуга окружности π≤≤= zarg,z 01 . 

10. Вычислить dz
z
z

L
∫
+

, где L – граница области 021 ><< zIm,z . 
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11. Вычислить dzzz
L

⋅∫
+

, где L – замкнутый контур, ограниченный верхней 

полуокружностью 1=z  и линией 0=y . 

12. Вычислить ( )dzzf
L
∫ , где ( ) ( ) xiyzf −+= 1 , L  - прямолинейный отрезок, 

соединяющий точки  1 и i− . 

13. Вычислить ∫ −L iz
dz

, где L  - линия, состоящая из полуокружности 1=− iz , 

расположенной вправо от оси OY ,  и отрезка AB , соединяющего точки i2  и i3 . 

Занятие 2.     Теоремы Коши. Интегральная формула Коши. 

14. Вычислить ∫
+ −

L
z
dz

5
, где L  - эллипс tsiny,сostx == 4 . 

15. Вычислить ( )dzez
L

z∫
+

+2 , где L − окружность 2=− iz . 

16. Пусть L - окружность 21 =−z . Почему к интегралам 

а) ( )dzz
L
∫
+

− 43 ,  б) ∫
+ +L z

dz
42 ,  в) ( )( )dzxyiyx

L
∫
+

+− 222  

можно применить теорему Коши и утверждать, что они равны нулю, а к интегралам 

г) ( )( )dzxyiyx
L
∫
+

++ 222 ,   д)  ∫
+ −L z

dz
42  

теорему Коши применять нельзя и, следовательно, нельзя утверждать, что они равны нулю? 

17. Вычислить dz
z

zsin

L
∫
+

, где 1=z:L . 

18. Вычислить dz
z

zcos

L
∫
+ −

3
π

, где L − эллипс tsiny,tcosx == 2 . 

19. Вычислить dz
z

zsh

L
∫
+ +1

4
2

π

,  где 0222 =++ yyx:L . 

20. Вычислить интеграл ∫
+ +L z

dz
42  при различных положениях контура L , 

предполагая, что точки i2±  не принадлежат L : 

а) точка  i2  находится внутри контура L , а точка iz 2−=  - вне его; 

б) точка iz 2−= − внутри, а точка i2  - вне его; 

в) точки i2±  - внутри контура L ; 
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г) точки i2±  лежат вне контура L . 

21. Вычислить все возможные значения интеграла ( )∫
+ −L zz

dz
12 при различных 

положениях контура L , ограничивающего односвязную область, предполагая, что контур L  
не проходит ни через одну из точек 0, 1, и –1: 

а) точка  0 - внутри L , а точки 1±  - вне L ; 

б) точка 1 -  внутри L , 0 и -1 - вне L ; 

в) точка -1 внутри L , точки 0 и 1 - вне L ; 

г) точки 0 и 1-  внутри L , точка -1 - вне L ; 

д) точки  0 и -1 - внутри L , точка 1 - вне L ; 

е) точки  0, 1±  - внутри L ; 

ж) точки 0, 1±  лежат вне L . 

22. Вычислить 
( )

dz
iz

сosz

L
∫
+ − 2 ,  где 22 =− iz:L . 

23. Вычислить 
( )( )∫

+ +−L zz
zdz

311
, где 2=z:L . 

24. Вычислить следующие интегралы: 

а) dz
z

cos
z,z

∫
=+ +

50
3 1

1 π
;   б) dz

z
zsin

,z
∫
=+

−

50
2

1
; 

в) 
( )

dz
z

zsin

z
∫

=− + −11
22 1

π
;   г) dz

zz
che

z

zi

∫
=− −32

23 4

π
. 

5.9. Ответы 

1. Решение.   Первый способ. Пусть iyxz += , idydxdz += .  

Тогда   ( ) ( )322333 33 yyxixyxiyxz −+−=+= . 

( ) ( )( )( ) =+−+−= ∫∫
LL

idydxyyxixyxdzz 32233 33  

( ) ( ) ( ) ( ) =−+−+−+−= ∫∫ dyxyxdxyyxidyyxydxxyx
LL

23322323 3333  

[ ]
=

+==
∈==

=
iz ,z  как       так  

;y   ;ydydx    ,yx

1 10
102

2

2
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( ) ( ) ( ) ( ) =−+−+−+−= ∫∫∫∫
1

0

46
1

0

35
1

0

53
1

0

46 323323 dyyyiydyyyidyyyydyyy  

1
5

3
75

2
7

6
6

3
46

6
8

2
1

0

57571

0

6468
−=








−+−+








−+−=

yyyyiyyyy
. 

Второй способ. Зададим линию L  параметрически: 

[ ]102 ;t,tx,ty ∈== .   Тогда   ( ) dtitdz,ittz +=+= 22  и интеграл 

( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫∫ −=+−−++−−=++=
1

0

64463557
31

0

23 12363622 dtttttittttdtitittdzz
L

. 

Третий способ. Так как подынтегральная функция 3zw =  аналитична на 
комплексной плоскости C , то данный интеграл вычисляем   по формуле Ньютона-Лейбница: 

( ) ( ) 1
4
4

4
44

2

4
1

4

4

41

0

41

0

33 −=+=














 +

=
+

===
++

∫∫ ππ

ππ

sinicos
sinicos

izdzzdzz
ii

L
. 

2.   а) i+2 ; б) 
2

iπ
. Указание. Уравнение окружности itez:L = ; функцию tcos  

представить по формуле Эйлера; в) iR2π . 3.  0. 4. а) i−2 ;  б) iπ8 ;  в) iπ16 ; 5. а) 

i197 + ;  б) 
e

e−1
. 6. iπ2 .   7. iπ2 .  8. 0  при 1−≠n ;  iπ2  при 1−=n . 9. 38− . 10. 

34 . Указание. Искомый интеграл должен быть вычислен по четырем линиям: 

полуокружностям  1=z  и 2=z  и двум отрезкам действительной оси. При вычислении не 
забудьте учитывать направление обхода контура L . 11. iπ .   12. –1.   13. 2lni +π .   14. 

Решение. Функция 
5

1
−z

 является аналитической в области, ограниченной линией L , 

поэтому по теореме  Коши интеграл равен нулю.   15. 0.   16. Указание. Проверьте условия 
КРЭД для подынтегральных функций.   17. Решение. Для вычисления применяем 

интегральную формулу Коши, из которой 
( ) ( )0

0
2 zifdz

zz
zf

L

π=
−∫

+

, где точка 0z  лежит 

внутри контура L . В данном примере ( ) 00 == z,zsinzf  лежит внутри окружности 

1=z , поэтому 
( ) 002

0
=⋅=

−∫
+

sinidz
zz
zf

L

π .   18. iπ .   19. iπ
2
2

. Указание. Внутри 

окружности L  в точке iz −=0  подынтегральная функция не является аналитической, 
интегральную формулу Коши применяем для аналитической функции 
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( )
iz

zsh
zf

−
= 4

π

,    т.е. 
( ) ( )ifidz

iz
zf

L

−⋅=
+∫

+

π2 . 

20. а) 
2
π

;  б) 
2
π

− ;  в)  0. Указание. Подынтегральную функцию разложить на простые дроби: 









+
−

−
=

+ iziziz 2
1

2
1

4
1

4
1

2 . Задачу «в» можно решить и другим способом. Построим 

окружности 1L  и 2L  с центрами в точках iz 2=  и iz 2−=  достаточно малых радиусов, 
таких, чтобы окружности не пересекались и целиком лежали внутри контура L . В 
трехсвязной области, ограниченной контуром L  и окружностями 1L  и 2L , подынтегральная 
функция аналитична. По теореме Коши для многосвязной области имеем: 

∫∫∫
+++ +

+
+

=
+

21
444 222

LLL z
dz

z
dz

z
dz

. 

Затем к каждому интегралу в правой части применяем интегральную формулу Коши;  г) 0. 
21. а) iπ2− ;  б) iπ ;  в) iπ ;  г) - iπ .   22. Решение. Если ( )zf  аналитична в области D  и 
на ее границе L , то имеет место формула 

( )( ) ( )
( )

dz
zz

zf
i

!nzf
L

n
n ∫

+
+−

= 1
0

0 2π
, 

из которой 
( )

( )
( )( ),zf

!n
i

zz
dzzf n

L
n 01

0

2π
=

−
∫
+

+  где ( )( )zf n −n -я производная функции ( )zf . 

В примере ( ) zcoszf =  аналитична на плоскости C , точка iz =  лежит внутри L , 1=n , 

поэтому 
( )

( ) 12222 shisinizcosi
iz
dzzcos

iz
L

πππ =−=′=
− =

∫
+

.   

23. 0. Указание. Применяем сначала теорему Коши для многосвязной области (см. второй 
способ решения примера 20).  24.  а) i3π ;  б) iπ2− ;   

в) i
2

2π
− ; г) 1

2

2
shπ

. 
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6. РЯДЫ 

6.1. Числовые ряды 

Пусть дана последовательность { }nz  комплексных чисел ,...z,...,z,z n21  . 
Символ  

...z...zzz n
k

k ++++=∑
+∞

=
21

1
    (6.1) 

называют комплексным числовым рядом. 
Суммы   ,...zzzS,zzS,zS 321321211 ++=+==  называются частичными суммами 

ряда (6.1), ∑
=

=
n

k
kn zS

1
– n -й частичной суммой, nz – общим (n -м ) членом числового ряда 

(6.1). 
Определение 1. Ряд (6.1) называется сходящимся, если последовательность { }nS  

его частичных сумм имеет конечный предел S  (сходится к S ). Предел 
+∞→

=
n

nSlimS  

называется суммой ряда. Для сходящегося ряда (6.1) можно записать 

∑
+∞

=
=

1k
kzS . 

Если последовательность { }nS  частичных сумм ряда (6.1) не имеет конечного 
предела или предел не существует, то ряд (6.1) называется расходящимся. 

Так как ,SSz nnn 1−−=  то необходимое условие сходимости ряда (6.1) 
0=

+∞→
nn

zlim , т.е. если ряд (6.1) сходится, то 0→nz  при +∞→n . 

Ряд ∑
+∞

+= 1nk
kz  называется остатком ряда (6.1) после n -го члена, для сходящегося 

ряда его сумма ∑
+∞

+=
=

1nk
kn zr  называется также остатком ряда (6.1). 

Для сходимости комплексного числового ряда (6.1) необходимо и достаточно, 
чтобы сходились два числовых ряда с действительными членами. 

Записывая  

( ) ∑∑∑∑
====

+=+==
n

k
k

n

k
k

n

k
kk

n

k
kn yixiyxzS

1111
 

и ibaS += , получаем 

.ylimb,xlima
n

k
k

n

n

k
k

n
∑∑
=+∞→=+∞→

==
11

 

Применяя критерий Коши к последовательности { }nS , получаем критерий 
сходимости Коши для рядов: для того чтобы ряд (6.1) сходился, необходимо и 
достаточно, чтобы ( )Nn,n ∈∃>∀ 000ε , что неравенство ε<−+ nmn SS  будет 
выполняться при любом 0nn >  и Nm∈∀ . 

Определение 2. Ряд (6.1) называется абсолютно сходящимся,  если сходится ряд 
модулей его членов: 



 268 

∑
+∞

=1k
kz .       (6.2) 

Теорема. Абсолютно сходящийся ряд сходится. 
Теорема  следует из критерия Коши, так как 

∑∑
+

+=

+

+=
≤

mn

nk
k

mn

nk
k zz

11
. 

Обратное предложение неверно. Если ряд (6.2) расходится, а ряд (6.1) сходится, то 
ряд (6.1) называется условно сходящимся. 

К абсолютно сходящимся числовым рядам применимы все признаки сходимости 
числовых рядов с положительными членами. Напомним некоторые признаки. 

1. Признак сравнения. Если kk wz ≤  для  0nk >∀  и ряд ∑
+∞

=1k
kw  сходится, то и 

ряд ∑
+∞

=1k
kz  сходится. 

2. Признак Даламбера. Если q
z

z
lim

n

n

n
=+

+∞→

1 , то ряд (6.2) сходится при 1<q  и 

расходится при 1>q . 

3. Признак Коши. Если qzlim n n
n

=
+∞→

, то ряд (6.2) сходится при 1<q  и 

расходится при 1>q . 
Следует также заметить, что сумма абсолютно сходящегося комплексного 

числового ряда не изменится при любой перестановке членов ряда. 

Пример. Исследовать сходимость ряда 
( )

∑
∞+

=

−

1 2
1

n
n

nin
. 

Решение. Составим ряд 

∑∑∑
∞+

=

∞+

=

∞+

=
==

−

111 22
2

2
1

n nn
n

n

n
n

n nnin
. 

По признаку Даламбера 

1
2

1
2

112

2

1
1

<=⋅
+

=⋅
+

+∞→++∞→ n
nlim

n
nlim

n

n

nn
. 

Следовательно, ряд сходится абсолютно.  
6.2. Функциональные ряды 

Пусть на некотором множестве CG ⊂  определена последовательность ( ){ }zfn  
функций ( )zfn , .,...,n 21=  

Ряд  
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( ) ( ) ( ) ( ) ...zf...zfzfzf n
k

k ++++=∑
+∞

=
21

1
   (6.3) 

называется функциональным. 

В точке  Gzz ∈= 0  ряд (6.3) является числовым и его сходимость определена в 
п.6.1. 

Определение 1. Ряд (6.3) называется сходящимся на множестве GD ⊆ , если он 
сходится в каждой точке Dz ∈ . 

Множество D  называется областью сходимости функционального ряда (3). На 
множестве D  определена сумма ряда 

( ) ( ) ( )∑
=+∞→+∞→

==
n

k
k

n
n

n
zflimzSlimzS

1
 ,    (6.4) 

где ( )zSn  - n -я частичная сумма ряда (6.3), т.е.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )εεε <−⇒>∈∃∀>∀⇔=
+∞→

zSzSnn:Nz,nzzSzSlim nn
n

000 . 

Определение 2. Сходящийся на множестве D  ряд (6.3) называется равномерно 
сходящимся на этом множестве, если  

( ) ( ) ( )( )εεε <−⇒>∈∀∈∃>∀ zSzSnn:DzNn n000 , 

где ( )zS – сумма функционального ряда, а ( )zSn  - его n -я частичная сумма. 

Разность  ( ) ( ) ( ) ( )zfzRzSzS
nk

knn ∑
+∞

+=
==−

1
 называется остатком ряда (6.3). 

Через остаток определение 2 выглядит следующим образом: 

( ) ( )( )εεε <⇒>∈∀∈∃>∀ zRnn:DzNn n000 . 

Теорема 1. Ели функция ( )zg − ограниченная по модулю на множестве D , то ряд 

( ) ( )zfzg k
k
∑
+∞

=1
 сходится равномерно в области равномерной сходимости D  ряда (6.3). 

Доказательство. По определению 2 

( )( )M/zRnn:DzNn n εε <⇒>∈∀∈∃>∀ 000 . 

Следовательно, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ε
ε

=<≤= ∑∑
∞+

+=

∞+

+= M
MzRMzfzgzfzg n

nk
k

nk
k

11
 

0nn >∀  и Dz ∈∀ . По определению 2 функциональный ряд ( ) ( )zfzg k
k
∑
+∞

=1
 сходится 

равномерно в области D .■ 
Следующие две теоремы о равномерной сходимости функционального ряда (6.3) 

доказываются аналогично действительному случаю (см.[9]). 
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Теорема 2 (достаточный признак Вейерштрасса). Если в области сходимости  D   

для всех Dz ∈  члены ( )zfn  функционального ряда (6.3), начиная с некоторого 0n , 

удовлетворяют условию ( ) nn azf ≤  и ряд ∑
+∞

= 0nk
ka сходится, то ряд (6.3) сходится 

равномерно в области D . 
Теорема 3 (критерий Коши). Для того чтобы ряд (6.3) сходился равномерно в 

области D , необходимо и достаточно, чтобы для любого 0>ε  существовало 
натуральное число 0n  такое, что Dz ∈∀  и для всех 0nn >  и Nm∈  выполнялось 
неравенство 

( ) ( ) ε<−+ zSzS nmn . 

Числовой ряд ∑
+∞

=1n
na называют мажорантой ряда  (6.3), а сам функциональный 

ряд (6.3) – мажорируемым в области D . 
Пример. Найти область сходимости функционального ряда 

...z...zz n +++++ −121  . Будет ли в области сходимости данный ряд сходиться 
равномерно? 

Решение. Запишем ряд из модулей членов данного 
ряда: ...z...zz n +++++ −121 . По признаку Коши 

1<=
+∞→

zzlim n n

n
, и ряд абсолютно сходится в области  

1<z .   Частичная сумма  ( )
z

zzzS
nn

k

k
n −

−
== ∑

=

−

1
1

1

1  . 

Так как 1<z , то  

( ) ( ) ( ) ( )
z

zzSzSzR;
z

zS
n

nn −
=−=

−
=

11
1

. 

В открытом круге 1<z  найдутся точки, близкие к 1, поэтому 

( ) +∞=
−

=
→→ z

z
limzRlim

n

z
n

z 111
, 

т.е. n∀  найдется точка z  такая,  что ( ) ε>zRn , где ε − любое положительное число. А 

это означает, что не существует 0n  такого, что 0nn >∀  ( ) ε<zRn , т.е. в области 1<z  
сходимость ряда не является равномерной. Покажем, что данный ряд сходится 
равномерно в круге ,z δ−≤1  где ( )10;∈δ – любое число (рис. 6.1). 

Числовой ряд ( )∑
+∞

=

−−
1

11
n

nδ  является мажорантой для ряда ∑
+∞

=

−

1

1

n

nz на множестве 

{ }δ−≤1z:z . Следовательно, по признаку Вейерштрасса данный ряд сходится 

равномерно в круге δ−≤1z  (на рис. 6.1 область равномерной сходимости 
заштрихована).   



 271 
6.3. Свойства равномерно сходящихся рядов 

Теорема 1 (о непрерывности суммы функционального ряда) 
Если члены функционального ряда (6.3) являются непрерывными функциями в 

области D  и ряд сходится равномерно в D , то его сумма ( )zS  непрерывна в D . 

Доказательство. Для любых точек Dz ∈  и Dzz ∈+ ∆  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zzRzzSzzS,zRzSzS nnnn ∆∆∆ +++=++= , 

где  ( )zSn – частичная сумма ряда (6.3), ( )zRn – его остаток.  Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zRzzRzSzzSzSzzSzS nnnn −∆++−∆+=−∆+=∆ ; 

используя свойство модуля, получаем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )zRzzRzSzzSzS nnnn +++−+≤ ∆∆∆ . 

Так как ряд (6.3) сходится равномерно, то 

( ) ( ) 





 <<+⇒>∈∃>∀

33
0 00

εε
∆ε zR,zzRnn:Nn nn . 

Функция ( )zSn  является суммой непрерывных функций и, следовательно, 
непрерывна, поэтому 

( ) ( ) 





 <−+⇒<>∃∀

3
0

3
ε

∆δ∆δ
ε zSzzSz: nn . 

Таким образом,         ( ) ε
εεε

∆ =++<
333

zS − функция ( )zS  непрерывна.    

Теорема 2 (о почленном интегрировании ряда) 
Если члены ряда (6.3) непрерывны на некоторой кусочно-гладкой дуге L  и ряд 

на дуге L  сходится равномерно, то ряд (6.3) можно почленно интегрировать вдоль этой 
дуги, т.е. 

( ) ( )dzzfdzzS
L n L

n∫ ∑ ∫
+∞

=
=

1
.     (6.5) 

Доказательство. Так как функция ( )zS  непрерывна по предыдущей теореме 1, то 
( )∫

L
dzzS  существует. 

Введем обозначение   ( )∑∫
=

=
n

k L
kn dzzf

1
σ  и оценим разность   ( ) n

L
dzzS σ−∫ : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ε
εε

==<≤−=− ∫∫∫∫ ∑ ∫
=

l
l

dl
l

dzzRdzzSzSdzzfdzzS
LL

n
L

n
L

n

k L
k

1
, 

где ∫==
L
dll,dldz – длина дуги L , ( ) ,

l
zRn

ε
<  так как ряд (6.3) сходится равномерно 

на L . 
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Следовательно,   ( ) ( )dzzSdzzflim
L

n

k L
kn

n ∫∑ ∫ ==
=+∞→ 1

σ .■ 

Теорема 3 (об аналитичности суммы ряда) 
Если члены функционального ряда (6.3) являются аналитическими функциями 

в области D  и ряд (6.3) в этой области сходится равномерно, то его сумма ( )zS  
является аналитической функцией в области D . 

Доказательство. В области D  построим круг радиусом δ  с центром в любой 

точке Dz ∈ , границу круга обозначим δζγ ≤− z: . Так как ( ) ( )ζζ ∑
+∞

=
=

1k
kfS , то 

( ) ( ) ( ) ( ) ...
z

f...
z

f
z

f
z

S n +
−

++
−

+
−

=
− ζ

ζ
ζ

ζ
ζ

ζ
ζ

ζ 21 .   (6.6) 

Так как ряд (6.3) по условию сходится равномерно в области D , то по теореме 1 
из п.6.2 ряд (6.6) также сходится равномерно на окружности γ , ибо z−ζ =δ  и 

функции 
( )

z
fk

−ζ
ζ

 ограничены на γ . 

По теореме 2 возможно почленное интегрирование ряда (6.6) [обе части (6.6) 

домножим на 
iπ2

1
]: 

( ) ( )
ζ

ζ
ζ

π
ζ

ζ
ζ

π
γγ

d
z

f
i

d
z

S
i k

k∑ ∫∫
+∞

= ++ −
=

− 12
1

2
1

. 

В правой части равенства каждое слагаемое представляет собой, согласно 
интегральной формуле Коши, ( )zfk , поэтому 

( ) ( ) ( )zSzfd
z

S
i k

k ==
−

∑∫
+∞

=+ 12
1

ζ
ζ

ζ
π

γ

, т.е. 

( ) ( )
ζ

ζ
ζ

π
γ

d
z

S
i

zS ∫
+ −

=
2
1

– интегральная формула Коши (5.9). Функция ( )zS  

непрерывна в области D  (теорема 1), поэтому по теореме 2 

( ) ( ) 0
1

== ∑∫∫
+∞

=+

dzzfdzzS
k

k
γγ

.Так как функции ( ) ,...,,k,zfk 21= – аналитические, то 

( )∫
+

=
γ

0dzzS . 

Таким образом, ( ) 0=∫
+

dzzS
γ

, где γ - может быть любой кусочно-гладкой 

кривой, содержащейся в D . А это означает, что интеграл от ( )zS  не зависит от пути 
интегрирования, соединяющего любые две точки кривой γ . Пусть 0z – фиксированная 
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точка области D , z − переменная точка D . Тогда функция ( ) ( )∫=
z

z
dSzF

0

ζζ  является 

аналитической функцией. Доказательство аналогично доказательству следствия 2 из п. 
5.3. Следовательно, по теореме  из п. 5.7 функция ( ) ( )zSzF =′ - аналитическая. ■ 

Теорема 4. Если члены ряда (3) являются аналитическими функциями в области D  
и ряд в D  сходится равномерно к ( )zS , то ряд (3) можно дифференцировать почленно 
любое число раз в области D : 

( ) ( )( )zfzS
k

m
k

m ∑
+∞

=
=

1
 ,      (6.7) 

где Nm∈ – любое. 

Доказательство. Так как ( ) ( )zfzS
k

k∑
+∞

=
=

1
, то  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )
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z

f...
z

f
z

f
z

S
m

n
mmm +

−
++

−
+

−
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− ++++ 11
2

1
1

1 ζ

ζ

ζ

ζ

ζ

ζ

ζ

ζ
 . 

Дальше доказательство проводится аналогично доказательству предыдущей теоремы. 
Имеем  

( )
( )

( )
( )∫∑∫

++
+

+∞

=
+ −

=
− γγ ζ

ζζ
πζ

ζζ
π 1

1
1 22 m

k

k
m z

df
i

!m
z
dS

i
!m

. 

Каждое слагаемое в правой части равенства согласно формуле (5.12) из п. 5.7 равно 
( )( )zf m

k , поэтому 

( )
( )

( )( )zf
z
dS

i
!m

k

m
km ∑∫

+∞

=
+ =

−+ 1
12

γ ζ

ζζ
π

. 

Из формулы (5.12) п.5.7 
( )

( )
( )( )zS

!m
i

z
dS m
m

π

ζ

ζζ

γ

2
1 =

−
∫
+

+
, 

поэтому предыдущее равенство принимает вид:  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )zfzSzfzS
!m
i

i
!m

k

m
k

m

k

m
k

m ∑∑
+∞

=

+∞

=
=⇒=⋅

11

2
2

π
π

.■ 

6.4. Степенные ряды 

Функциональный ряд вида 

( ) ( ) ( ) ,zzc...zzc...zzcc n

n
n

n
n 0

0
0010 −=+−++−+ ∑

+∞

=
  (6.8) 
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где    ,...c,...,c,c,z n100 – заданные комплексные числа, z – комплексное переменное, 
называется степенным рядом, числа ,...,,k,ck 210= , называют коэффициентами 
степенного ряда. 

Представление об области сходимости D  степенного ряда (6.8) можно получить 
из теоремы Абеля. 

Теорема 1 (Теорема Абеля). Если ряд (6.8) сходится в точке 01 zz ≠ , то он 

абсолютно сходится в круге 010 zzzz −<− . Если ряд (6.8) расходится в точке 

Cz ∈2 , то он расходится во всех точках z , для которых 020 zzzz −>− . 

Доказательство. По условию теоремы ряд (6.8) сходится в точке 1z , поэтому 

общий член ( )n
n zzс 01 −  числового ряда ( )n

n
n zzc 01

0
−∑

+∞

=
 стремится к нулю при 

+∞→n . Следовательно, сходящаяся последовательность ( ){ }n
n zzс 01 − ограничена, 

т.е. 

( ) MzzcNn,M n
n ≤−⇒∈∀>∃ 010 . 

Пусть z – любое число, удовлетворяющее условию 010 zzzz −<− . Тогда 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

n

n

n
n

nn

n
n

n
n

n zz
zzM

zz
zzzza

zz
zzzzazza

01

0

01

0
01

01

0
010 −

−
≤

−

−
⋅−=

−

−
−=− . 

Так как 010 zzzz −<− , то ряд  
n

n zz
zz

∑
∞+

= −
−

0 01

0 является бесконечно убывающей 

геометрической прогрессией со знаменателем 
01

0
zz
zzq

−
−

= . По признаку сравнения  

ряд (6.8) сходится абсолютно при 010 zzzz −<− . 
Докажем вторую часть теоремы. Пусть в точке 02 zz ≠  ряд (6.8) расходится. 

Если бы ряд (6.8) сходился в некоторой точке z , для которой  020 zzzz −>− , то ряд 
(6.8) сходился бы абсолютно и в точке 2z  в силу первой части теоремы, что 
противоречит условию теоремы. Отсюда следует, что для всех z , удовлетворяющих 
условию 020 zzzz −>− , степенной ряд (6.8) расходится. ■ 

Выясним теперь, какой может быть область сходимости степенного ряда. В 
отличие от общих функциональных рядов (6.3), для которых область сходимости может 
оказаться множеством точек сложной структуры, областью сходимости степенного 
ряда (6.8) является открытый круг с центром в точке 0z . Круг может вырождаться в 
точку 00 =z  или занимать всю плоскость С . 

Теорема 2. Если область сходимости степенного ряда (6.8) не вырождается в 
точку 0z  и не совпадает с комплексной плоскостью С , то существует открытый круг 

радиусом Rzz:R <− 0 , такой, что в любой точке z  этого открытого круга степенной 
ряд (6.8) сходится абсолютно, а в каждой точке z  вне этого круга ряд (6.8) расходится. 
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Доказательство. В силу теоремы 1 существуют точки первого типа 1z , в которых 

ряд (6.8) сходится, и точки второго типа 2z , в которых ряд расходится, причем 

0201 zzzz −≤− . Положим 01 zzsupR −= , где { }1z  - множество точек первого 

типа. По определению числа R  при Rzz >− 0  ряд (6.8) расходится. Докажем, что для 

{ }Rzz:z <− 0  степенной ряд (6.8) сходится абсолютно. По определению точной 
верхней грани существует точка сходимости z′ , удовлетворяющая условию 

RzzR <−′<− 0ε , где выберем  0zzR −−=ε . Тогда ε−=− Rzz 0 , и  по теореме 

Абеля в открытом круге Rzz <− 0  степенной ряд (6.8) сходится абсолютно. ■ 
Таким образом, если область сходимости степенного ряда (6.8) не вырождается в 

точку 0z  и не совпадает с плоскостью C , то существует положительное число R  такое, 
что ряд (6.8) сходится абсолютно при Rzz <− 0 , а при Rzz >− 0  - расходится. 

Открытый круг Rzz <− 0  называют кругом сходимости степенного ряда, а его радиус R  
- радиусом сходимости степенного ряда. 

Если степенной ряд сходится лишь в точке 0z , то радиус сходимости принимают 
равным нулю. 

Если степенной ряд сходится при всех Cz ∈ , то полагают +∞=R (радиус 
сходимости бесконечен). 

Замечание. Окружность Rzz =− 0  называют границей круга сходимости. 
Степенной ряд в одних точках окружности может сходиться, а в других – расходиться. 
Сходимость степенного ряда на границе круга сходимости зависит от конкретного ряда 
и проводится дополнительно. 

Так как в круге сходимости Rzz <− 0  степенной ряд сходится абсолютно, то 
для сходимости можно применять известные достаточные признаки сходимости для 
действительных рядов (например, признак Даламбера, радикальный признак Коши и 
др.). 

Найдем некоторые способы вычисления радиуса сходимости по коэффициентам 
ряда   ,...c,c,c 210  . 

Теорема 3. Если для последовательности  ,...,c,...,c,c n10  составленной из 
коэффициентов степенного ряда (6.8), существует предел 

l
c

c
lim

n

n
n

=+

+∞→

1 , 

то радиус сходимости ряда (6.8) равен  
l

R 1
= , при этом полагают 0=R  при +∞=l  и 

+∞=R  при 0=l . 
Доказательство. Применяя признак Даламбера к степенному ряду (6.8), получаем 

lzz
c

c
limzz

zzc
zzc

lim
n

n
nn

n

n
n

n
⋅−=−=

−⋅

−⋅ +

+∞→

+
+

+∞→
0

1
0

0

1
01 . 

Если 0=l , то ряд (6.8) сходится абсолютно при любых Cz ∈ , т.е. +∞=R . 
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Если +∞=l  и 0zz ≠ , то +∞=− lzz 0  и ряд (6.8) расходится при всех 0zz ≠ , 

т.е. 0=R . 
Если +∞<< l0 , то при 10 <− lzz  ряд (6.8) сходится абсолютно, а при 

10 >− lzz  ряд расходится. Из неравенства 10 <− lzz  найдем 
l

zz 1
0 <− , а из 

неравенства 10 >− lzz  найдем 
l

zz 1
0 >− . Следовательно, 

l
R 1

= .■ 

Теорема 4 (Коши-Адамара). Если для последовательности { }nс , ,...,,n 210= , 
составленной из коэффициентов степенного ряда (6.8), существует предел 

lclim n
n

n
=

+∞→
, 

то радиус сходимости R  степенного ряда (6.8) находится по формуле 

l
R 1

=  . 

Если 0=l , то +∞=R  и ряд (6.8) сходится абсолютно на комплексной плоскости 
С . 

Если +∞=l , то 0=R  и ряд сходится только в точке 0zz = . 
Примеры. Используя признак Даламбера, найти радиус сходимости следующих 

степенных рядов: 

а) 
( )

∑
∞+

=

−

1

0

n

n

n
zz

;  б) 
( )

∑
∞+

=

−

0

0

n

n

!n
zz

;  в) ( )∑
+∞

=
−

0
0

n

nzz!n . 

Решение 

а)  
( )

( )
1

11 00
0

1
0 <−=

+
−=

−
⋅

+
−

+∞→

+

+∞→
zz

n
nlimzz

zz
n

n
zzlim

nn

n

n
. 

Круг области сходимости 10 <− zz , радиус сходимости 1=R ; 

б)  
( )

( ) ( )
10

1
1

1 0
0

1
0 <=

+
−=

−
⋅

+
−

+∞→

+

+∞→ n
limzz

zz
!n

!n
zzlim

nn

n

n
 

для любого Cz ∈ . Областью сходимости является комплексная плоскость С , радиус 

сходимости +∞=R ; 

в)  
( ) ( )

( )
( ) +∞=+−=

−

−+
+∞→

+

+∞→
11

0
0

1
0 nlimzz

zz!n
zz!nlim

nn

n

n
 при 0zz ≠ . 
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Ряд расходится в любой точке 0zz ≠  комплексной плоскости С , радиус сходимости 

0=R . Непосредственной подстановкой убеждаемся, что в точке 0zz =  ряд сходится и 

его сумма равна 1.  

Заметим, что радиус сходимости данных примеров можно также найти, 

используя теоремы 3 или 4. 

6.5. Свойства степенных рядов 

Рассмотрим основные свойства степенных рядов. 

Теорема 1. Степенной ряд (6.8) в области сходимости Rzz <− 0  сходится 

равномерно в любом круге ρ≤− 0zz , где R<ρ . 

Доказательство. Пусть любое положительное число R<ρ . Рассмотрим на 

окружности ρ=− 0zz  фиксированную точку 1z , в которой числовой ряд с 

положительными членами  

( )∑
+∞

=
−

0
01

n

n
n zzc    сходится. 

Тогда для любой точки  z  круга ρ≤− 0zz  имеем 

( ) ( )n
n

n
n zzczzc 010 −≤− , 

и по теореме 2 из п. 6.2 (признак Вейерштрасса) ряд (6.8) сходится равномерно в круге 

ρ≤− 0zz .■ 

Теорема 2. Сумма степенного ряда (6.8) в круге сходимости  Rzz <− 0  является 

аналитической функцией. 
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Доказательство. По теореме 1 степенной ряд (6.8) сходится равномерно в круге 

Rzz <≤− ρ0 , поэтому для него справедлива теорема 3 из п. 6.3. ■ 

Теорема 3. Степенной ряд (6.8) в круге сходимости Rzz <− 0  можно почленно 

дифференцировать любое число раз. Полученные при этом степенные ряды 

( ) ( ) ( ) ...zznc...zzcczS n
n +−++−+=′ −1

0021 2  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ...zzcnn...zzcczS n
n +−−++−⋅+=′′ −2

0032 1232  

……………………………………………………………….. 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+−+−⋅⋅−++⋅⋅++= −
+ ...zzcpn...nn...c...pc!pzS pn

npp
p

01 1121  

( ) ( ) ( ) pn
n

pn
zzcpn...nn −

+∞

=
−⋅+−⋅⋅−= ∑ 011  

имеют тот же круг сходимости, что и ряд (6.8).  

Теорема 3 следует из теоремы 4 п. 6.3. 

Теорема 4. Степенной ряд (6.8) можно почленно интегрировать в круге 

сходимости :Rzz <− 0  

( ) ( ) ( ) ( ) ...zz
n
c...zzczzcdS nn

z

z
+−

+
++−+−= +∫ 1

0
2

0
1

00 12
0

ζζ , 

где 0zz ≠ – любая точка круга сходимости. Полученный степенной ряд имеет тот же 

радиус сходимости R . 

Теорема 4 следует из теоремы 2 п. 6.3. 
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Заметим, что неизменяемость радиуса сходимости продифференцированных 

(проинтегрированных) степенных рядов можно проверить непосредственно, применяя, 

например, признак Даламбера (убедитесь в этом самостоятельно). 

6.6. Ряд Тейлора 

В предыдущем параграфе доказано (см. теорему 2), что сумма ( )zS  степенного 
ряда (6.8) в круге сходимости является аналитической функцией. Решим обратную 
задачу: докажем, что любая аналитическая в открытом круге Rzz <− 0  функция 

( )zf  представима в виде суммы степенного ряда (разложена в степенной ряд). 
Теорема. Функция ( )zf , аналитическая в открытом круге Rzz <− 0 , 

представима в виде суммы степенного ряда 

( ) ( )n

n
n zzczf 0

0
−= ∑

+∞

=
 ,    Rzz <− 0 ,   (6.9) 

где 
( )( )

!n
zfc

n

n
0=  ,   ,...,,,n 210=      ( )( ) ( )00

0 zfzf = .  (6.10) 

Представление функции ( )zf  степенным рядом (6.9) называют разложением 
функции в степенной ряд. 

Доказательство. Пусть z  - любая 
точка открытого круга Rzz <− 0 . 
Выберем положительное число R<ρ  
такое, чтобы точка z  принадлежала 
множеству ρ<− 0zz . Обозначим через 

γ  окружность ρ=− 0zz  (рис. 6.2). 
Значение функции ( )zf  представляем по 
интегральной формуле Коши: 

( ) ( )
∫
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=
γ

ζ
ζζ

π z
df

i
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2
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.          (6.11) 

Так как 00 zzz −<− ζ , то для 

z−ζ
1

 справедливо преобразование: 
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поскольку ряд является бесконечно убывающей геометрической прогрессией со 

знаменателем  
0

0

z
zzq

−
−

=
ζ

. 

Полученный ряд мажорируется прогрессией 10
0

<<<∑
+∞

=
δδ q,

n

n , поэтому на 

окружности γ  сходится равномерно по признаку Вейерштрасса равномерной 
сходимости функционального ряда. Умножая обе части равенства (6.12) на 
непрерывную функцию ( )ζf , получаем 

( ) ( ) ( )
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zzf
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Ряд в правой части равенства сходится равномерно на окружности γ  в силу 
теоремы 1 из п. 6.2, ибо непрерывная функция на γ  является ограниченной. Поэтому 
равенство (6.11) примет вид: 
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Введя обозначение 
( )

( )∫
+

+−
=

γ ζ

ζζ
π 1

02
1

nn
z

df
i

c  ,     (6.13) 

получим   ( ) ( )n

n
n zzczf 0

0
−= ∑

+∞

=
, т.е. разложение (6.9). 

По формуле (5.12) из п.5.7 для  n -й производной аналитической функции формула 
(6.13) примет вид: 

( )( )
!n
zfc

n

n
0= , ,...,,n 210= , 

а это есть формула (6.10).■ 
Степенной ряд (6.9), коэффициенты которого находят по формулам (6.10), 

называется рядом Тейлора функции ( )zf  по степеням 0zz − . Коэффициенты nc , 
вычисленные по формулам (10), называются коэффициентами Тейлора. 

6.7. Теорема единственности разложения 
аналитической функции в степенной ряд 

Теорема. Каждый степенной ряд с положительным радиусом сходимости 
является рядом Тейлора своей суммы. 



 281 
Доказательство. В силу теорем 2 и 3 из п. 6.5 сумма ( )zS  степенного ряда (6.8) 

является аналитической функцией, а сам ряд можно почленно дифференцировать 
любое число раз. Имеем равенства в круге сходимости Rzz <− 0 : 

( ) ( ) ( ) ( ) ...,zzc...zzczzcczS n
n +−++−+−+= 0

2
02010  

( ) ( ) ( ) ( ) ...,zznc...zzczzcczS n
n +−++−+−+=′ −1

0
2

03021 32  

( ) ( ) ( ) ( ) ...,zzcnn...zzczS n
n +−−++−⋅+=′′ −2

002 1232  

.   .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 
( )( ) =zS k  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+−+−⋅⋅−++−⋅⋅++= −
+ ...zzckn...nn...zzc...kc!k kn

nkk 001 1121  

( ) ( ) ( ) ,...zzckn...nn kn
n

kn

−
+∞

=
−+−⋅⋅−= ∑ 011  

Полагая в этих равенствах  0zz = , находим: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ,...
!k
zSc,...,

!
zSc,zSc  ,zSc

k

k
00

20100 2
=

′′
=′==  

Следовательно, коэффициенты степенного ряда (6.8) вычисляются через сумму 
ряда и его производные по формулам (6.10), т.е. степенной ряд есть ряд Тейлора своей 
суммы. ■ 

Следствие  (единственность ряда Тейлора). Разложение аналитической в области 
D  функции ( )zf  в ряд Тейлора единственно по степеням 0zz − , причем радиус 
сходимости R  которого не меньше, чем расстояние d от точки 0z  до границы области 
D . 

Доказательство. Пусть степенные ряды  ( )n

n
n zzc 0

0
−∑

+∞

=
 и ( )n

n
n zz 0

0
−∑

+∞

=
α  имеют 

одну и ту же сумму ( )zf  в круге сходимости  Rzz <− 0 . Тогда по доказанному в 
теореме имеем  

( )( )
!n
zfc

n

nn
0==α , ,...,,n 210= , 

т.е. соответствующие коэффициенты двух рядов равны между собой. Следовательно, 
аналитическая в области D  функция ( )zf  имеет единственное разложение в ряд Тейлора 

(6.9) в круге сходимости Rzz <− 0 , где R  не меньше, чем расстояние d  от точки 0z  до 
границы области D . На границе области D  или вне области D  могут быть особые точки 
функции ( )zf , радиус сходимости R  равен расстоянию от точки 0z  до ближайшей особой 
точки. 

6.8. Нули аналитической функции 
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Определение 1. Точка 0z  из области определения функции ( )zf  называется нулем 

функции ( )zf , если ( ) 00 =zf . 
Пусть функция ( )zf  аналитична в окрестности своего нуля 0zz = , причем  

( ) 0≡/zf . 
Разложим в окрестности  0zz = функцию ( )zf  в ряд Тейлора, коэффициенты 

которого не все равны нулю (так как ( ) 0≡/zf ): 

( ) ( ) ( ) ...,zzczzczf m
m

m
m +−+−= +

+
1

010    (6.14) 

где 0≠mc . 

Натуральное число m  в разложении (6.14) называется кратностью нуля 0z  
аналитической функции ( )zf .  Если 1=m , то точка 0z  называется простым нулем ( )zf . 

Из разложения ( )146.  видно, что для простого нуля ( ) 00 =zf , ( ) 00 ≠′ zf . Для нуля 

0z  кратности m  

( ) 00 =zf , ( ) ( )( ) ( )( ) 000 00
1

0 ≠==′ − zf,zf,...,zf mm . 

Определение 2. Бесконечно удаленная точка ∞=z  называется нулем функции 
( )zf , если  

( ) ( ) 0==∞
∞→

zflimf
z

. 

Теорема. Если аналитическая функция ( )zf  не равна тождественно нулю и 0z  
является нулем функции кратности  m , то существует окрестность точки  0z , в которой 
функция ( )zf  не имеет других нулей. 

Доказательство. Из равенства (6.14) имеем    ( ) ( ) ( )zzzzf m ϕ⋅−= 0 ,  где 

( ) ( ) ( ) 0001 ≠+−+⋅−+= ++ m
k

kmmm c...,zzc...zzcczϕ . 

Функция ( )zϕ  аналитична, поэтому   

( ) 0
0

≠=
→

m
zz

czlim ϕ . 

Покажем, что существует окрестность точки 0z , в которой функция ( )zf  не имеет 
нулей, отличных от 0z . По определению непрерывности функции ( )zϕ  

( )( )εϕδδε <−⇒<−>∃>∀ mczzz: 000 . 

Пусть 
3
mc

=ε . Если хотя бы в одной точке 1z из окрестности δ<− 0zz  функция 

( )zϕ  обратится в нуль, то будет 
33

0 m
m

m
m

c
c

c
c <⇒<− , что невозможно. ■ 

Если в некоторой окрестности нуля 0z  функция ( )zf  не имеет других нулей, то 
точку 0z  называют изолированным нулем функции ( )zf . 
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6.9. Свойство единственности аналитических функций 

С помощью степенных рядов можно установить одно из важнейших свойств 
аналитических функций – единственность. 

Теорема. Если две аналитические в области D   функции ( )zf1  и ( )zf2  совпадают 
на некоторой последовательности точек ,...,z,...,z,z n21  сходящейся к точке 0z  

( )Dz;,k,Dzk ∈+∞=∈ 01 , то функции ( )zf1  и ( )zf2  равны между собой в области D . 

Доказательство. Рассмотрим аналитическую функцию 

( ) ( ) ( )zfzfz 21 −=ϕ . 

Точки ,...,,k,zk 21=  являются нулями функции ( )zϕ . В силу непрерывности 
функции ( )zϕ   

( ) ( ) 00 ==
∞→

zzlim nn
ϕϕ , 

т.е. точка 0z  является нулем функции ( )zϕ . Покажем, что в некоторой окрестности точки  

0z  функция ( ) 0≡zϕ . Предположим, что это не так. Тогда имеет  

место разложение (6.14), где 1≥m , 
0≠mc . Отсюда следует, что точка 0z  

является нулем функции кратности m . 
По теореме из п. 6.8 существует 
окрестность точки 0z , в которой 
функция ( )zϕ  не имеет других нулей. 
Но это противоречит условию: 0zzn →  
при +∞→n . 

Следовательно, 

( ) ( ) ( ) 021 =−= zfzfzϕ  

в окрестности точки 0z , т.е. функции 
( )zf1  и ( )zf2  совпадают. 

Докажем, что функции ( )zf1  и 
( )zf2  совпадают в любой точке Dz ∈′ . Соединим точки 0z  и z′  кусочно-гладкой кривой 

L , принадлежащей области D  (рис. 6.3). 

Пусть 0>d − кратчайшее расстояние от кривой  L   до границы области D . Опишем 
окружность с центром в точке 0z  радиусом d .  По  доказанному выше функции ( )zf1  и 

( )zf2  совпадают  в  открытом  круге  dzz <− 0 . Окружность dzz =− 0  пересекает 

кривую L  в точке 1t . Проведем окружность радиуса d  с центром в точке 1t . Пересечение 

открытых кругов dzz <− 0  и  dtz <− 1  содержит бесконечно много точек, в которых 

( ) ( )zfzf 21 = . 
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Следовательно, в открытом круге dtz <− 1  всюду ( ) ( )zfzf 21 = . Окружность 

dtz =− 1  пересекает кривую L  в точке  2t . Описываем окружность dtz =− 2 . На 

пересечении открытых кругов dtz <− 1  и dtz <− 2  функции ( )zf1  и  ( )zf2  совпадают 

и, следовательно, совпадают в открытом круге dtz <− 2 . Продолжая движение вдоль 

кривой L , получаем, что ( ) ( )zfzf ′=′ 21 . ■ 

6.10. Понятие об аналитическом продолжении 
Со свойством единственности в теории функций комплексного переменного тесно 

связано понятие аналитического продолжения. 

Пусть ( )zf – аналитическая функция в области D . Задача аналитического 
продолжения функции ( )zf  состоит в расширении области аналитичности ( )zf . 
Примерами аналитического продолжения является переход от функций действительного 
переменного xsin,xcos,ex  к функциям комплексного переменного 

zsin,zcos,ez , которые будут аналитическими на комплексной плоскости C . 

Введем понятие аналитического продолжения функции ( )zf . Назовем элементом 
аналитическую функцию ( )zf  вместе с областью аналитичности D  и обозначим элемент 
( )D,f . 

Из двух элементов ( )11 D,f  и ( )22 D,f , удовлетворяющих условиям: 

1) 021 DDD =I – область, 

2) в общей  части  0D  значения ( )zf1  и  ( )zf2  совпадают для всех 0Dz ∈ , один элемент 
называется непосредственным аналитическим продолжением другого. 

Функция  

( ) ( )
( )




∈
∈=

22

11
Dz,zf

,Dz,zfzf  

единственна и аналитична в области 21 DD U  (по теореме  из п.6.9). 

Множество элементов ( ) ( ) ( )nn D,f,...,D,f,D,f     2211  называется цепью, если 
каждый элемент ( )11 ++ kk D,f  является непосредственным аналитическим продолжением 
элемента ( )kk D,f . 

Рассмотрим на примере один способ аналитического продолжения, основанный на 
использовании цепочки круговых областей, в которых функция разлагается в ряд Тейлора. 

Пример. Найдем аналитическое продолжение функции ( ) ∑
+∞

=
=

0
1

n

nzzf . 
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Сумма степенного ряда в круге сходимости 

( )11 <z:D  равна ( )zf
z 11

1
=

−
. Так как ряд 

расходится вне круга 1>z , то функция 

( )zf1  не определена вне круга. Выберем 
точку 0z  внутри круга и разложим функцию 

( )zf1  в ряд Тейлора в окрестности точки 0z : 

( ) ( )∑
+∞

=
−=

0
02

n

n
n zzczf , 

   где 

( ) 1
01

1
+−

= nn
z

c  

(вычисляются по формуле     
( )( )

!n
zf

c
n

n
01= ) . 

Очевидно, что радиус сходимости ряда  01 1 zR −=   (рис. 6.4). Следовательно, в 

круге  102 Rzz:D <− ,  выходящем за окружность  1=z ,  ряд определяет функцию  

( )
z

zf
−

=
1

1
2 ,  совпадающую в общей части с функцией ( )zf1 . Аналогичные рассуждения 

можно провести дальше. Получим цепь  ( ) ( ),...,D,f,D,f 2211  каждый элемент которой 
является непосредственным аналитическим продолжением предыдущего элемента. В 
результате функцию  ( )zf1   аналитически продолжим на всю комплексную плоскость С , за 

исключением точки  1=z .  Следовательно, функция ( )
z

zF
−

=
1

1
 - аналитическое 

продолжение функции  ( )
z

zf
−

=
1

1
1   из открытого круга  1<z  в область C \ { }1 ,  которая 

является единственной и аналитической.  
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6.11. Разложение функций в ряд Тейлора 

Рассмотрим некоторые приемы разложения аналитических функций в степенные 
ряды. 

Функция ( ),zf  аналитическая в точке 0z , согласно теореме п.6.6, разлагается в ряд 
Тейлора (6.9), коэффициенты которого находятся по формулам (6.10) или (6.13). 
Окрестностью точки 0z  является любой открытый круг Rzz <− 0 , в котором функция 

( )zf  аналитическая. Максимальный радиус R  равен расстоянию от точки 0z  до 
ближайшей точки, в которой функция не является аналитической (такая точка называется 
особой). 

Используя аналитическое продолжение, нетрудно показать справедливость 
разложений: 

1) ;R,
!n

z...
!n

z...
!

zze
n

nn
z +∞==+++++= ∑

∞+

=0

2

2
1  

2) ( )
( )

( )
( )

;R,
!n

z...
!n

z...
!

zzcos
n

n
n

n
n +∞=−=+−++−= ∑

∞+

=0

222

2
1

2
1

2
1  

3) ( )
( )

( )
( )

;R,
!n

z...
!n

z...
!

zzzsin
n

n
n

n
n +∞=

+
−=+

+
−++−= ∑

∞+

=

++

0

12123

12
1

12
1

3
 

4) 
( ) ( )

;R,
!n

z...
!n

z...
!

zchz
n

nn
+∞==++++= ∑

∞+

=0

222

222
1  

5) 
( ) ( )

;R,
!n

z...
!n

z...
!

zzshz
n

nn
+∞=

+
=+

+
+++= ∑

∞+

=

++

0

12123

12123
 

6) ( ) ( ) ( ) ;R,
n
z...

n
z...zzzzln

n

n
n

n
n 111

32
1

1

11
32

=−=+−−−+−=+ ∑
∞+

=

++  

7) ( ) ( ) ;R,
n

z...
n

z...zzarctgz
n

n
n

n
n 1

12
1

12
1

3 1

12
1

12
1

3
=

−
−=+

−
−++−= ∑

∞+

=

−
+

−
+  

8) ( ) ( ) ( ) ( ) .1R...,z
!n

1n...1...z
!2

1z1z1 n2 =+
+−α−αα

++
−αα

+α+=+ α  

Разложения 1 – 8 называют стандартными. 

С точки зрения теории функций комплексного переменного находят объяснение 
некоторые результаты для функций действительного переменного. 

Приведем примеры.  

Пример. Разложить функцию действительного переменного ( ) 21
1
x

xf
+

=  в ряд 

Тейлора по степеням x  (ряд Маклорена).  

Решение.  ( ) ...x...xx
x

nn +−+−+−=
+

242
2 11

1
1

. 
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Функция ( )xf  непрерывна и ограничена на всей числовой оси, однако ряд в правой 

части равенства расходится при 1≥x . Почему равенство не выполняется при Rx∈∀ ? 
Ответ на данный вопрос становится ясным, если перейти в комплексную область. 
Рассмотрим 

( ) ...z...zz
z

nn +−+−+−=
+

242
2 11

1
1

 . 

Функция ( ) 21
1
z

zf
+

=  является аналитической в открытом круге 1<z , ибо точки 

iz ±=  являются особыми. Расстояние от точки 00 =z  до любой особой точки равно 

единице. Поэтому радиус сходимости равен единице. При xz =  получаем 1<x , и функция 

( ) 21
1
x

xf
+

=  разлагается в ряд Тейлора по степеням x  в области 1<x .   

Пример 2. Разложить действительную функцию  

( )






=
≠=

−

0  при           0
0  при2

1

x
,xexf x  

в ряд Тейлора по степеням  x . 
Решение. Данная функция бесконечное число раз дифференцируема в точке 0=x : 

( ) ( ) ( )( ) 0000 ====′= ...f...ff n . 
 

Следовательно, все коэффициенты Тейлора для этой функции равны нулю, ряд 
Тейлора сходится для всех  x  и его сумма равна тождественно нулю: 

( ) 00
2
000 2 ≡+++++⋅+= ...x

!n
...x

!
xxS n , 

в то время как функция ( )xf  равна нулю только в точке 0=x , т.е. практически не 
разлагается в степенной ряд по степеням x . При действительных x  трудно найти 
объяснение такому результату. Данную функцию аналитически продолжим с 
действительной оси в комплексную плоскость С : 

( ) 02
1

≠=
−

z,ezg z . 

Пусть  iyz = , тогда       ( )
222

11
yyi eeiyg ==

−

. 
Так как 

( )

,elimelim y
y

z

iyz
z

+∞==
→

−

=
→

22

1

0

1

0
 а     

( )

,elim x

xz
x

02
1

0
=

−

=
→

 

то  данную функцию нельзя доопределить в точке  0=z , чтобы она стала непрерывной. 
Функция ( )zg  в точке  0=z  не является аналитической.   
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Следовательно, полное завершение теория степенных рядов находит только в 

комплексной области. 
Для разложения аналитической функции в ряд Тейлора (6.9) довольно редко 

применяют формулы (6.10) или (6.13) из-за громоздких вычислений. Так как многие 
функции являются элементарными, то, применяя свойства степенных рядов, стандартные 
разложения 1 – 8, подстановки “ряда в ряд”, представление дробно-рациональных  функций 
суммой простейших дробей и другие операции, можно получить, выделяя особые точки, 
разложение функций в ряд Тейлора более простыми средствами. В силу следствия  из п. 6.7 о 
единственности разложения аналитической функции в степенной ряд любые способы 
разложения приводят к одному результату. 

Пример 3. Найти первые три члена разложения в ряд Тейлора функции ( ) ze
zf

+
=

1
1

 

в окрестности точки  00 =z . 
Решение. Найдем коэффициенты ряда Тейлора по формуле (6.10): 

( )
2
1

1
10

0
0 =

+
==

=z
ze

fc ; 

( )
( )

( )
4
10

1
12 −=′=

+
−=′ fc,

e

ezf
z

z
; 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )34

22

1

1

1

121
z

zz

z

zzzz

e

ee

e

eeeezf
+

−
=

+

+++−
=′′ ,     

( ) 0
2

0
2 =

′′
=

!
fc ; 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( )
( )4

2

6

2232

1

14

1

11312
z

zzz

z

zzzzzz

e

eee

e

eeeeeezf
+

−−
=

+

−+−+−
=′′′ , 

 
( )

48
1

68
1

3
0

3 =
⋅

=
′′′

=
!

fc . 

По формуле (6.9) имеем: 

...zz
e z ++−=

+
3

48
1

4
1

2
1

1
1

 . 

Найдем радиус сходимости полученного ряда. Функция ( ) ze
zf

+
=

1
1

 имеет особые 

точки в точках z , в которых знаменатель обращается в нуль: 01 =+ ze , откуда    
( ) ( ) Zk,kiLnz ∈+=−= ππ 21 . Найдем наименьшее расстояние от точки 00 =z  до 

особых точек ( )ki ππ 2+ . Очевидно, что ближайшей особой точкой является точка iz π=1  

при 0=k . Тогда радиус сходимости ππ =−= 0iR .  
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Если xz = , то разложение ...xx
ex ++−=

+
3

48
1

4
1

2
1

1
1

 имеет радиус сходимости 

π=R , хотя функция ( ) xe
xf

+
=

1
1

 является бесконечно дифференцируемой на всей 

числовой оси. 
Из решения примера 3 видно, что процесс нахождения коэффициентов Тейлора 

довольно трудоемок. 
Используя стандартные разложения 1-8, можно получить ряд Тейлора для многих 

элементарных функций. 
Пример 4. Найти разложение функции 2zcos  в ряд Тейлора в окрестности точки  

00 =z   по степеням  z . 

Решение. Подставляя в ряд  2  2z  вместо z , получаем разложение 
 

( )
( )

( )
( )∑

∞+

=
−=+−++−=

0

444
2

2
1

2
1

2
1

n

n
n

n
n

!n
z...

!n
z...

!
zzcos  

 
с радиусом сходимости +∞=R .  

Пример 5. Разложить функцию ( )
z

zf
+

=
1

1
 в ряд Тейлора по степеням z . 

Решение. Используем стандартный ряд 8 при  1−=α . 
 

( ) ( ) ( )( )
++

−−−
+−+=+=

+
− ...z

!
zz

z
21

2
111111

1
1

 

 
( )( )( ) ( ) ...z

!n
n... n +

+−−⋅⋅−−−−−
+

1121111
 . 

 
После упрощения получаем разложение  

( ) ( )∑
+∞

=
−=+−+−+−=

+ 0

2 111
1

1
n

nnnn z...z...zz
z

 

с радиусом сходимости 1=R .  

Пример 5 можно решить другим способом. Функция ( )
z

zf
+

=
1

1
 является суммой 

бесконечно убывающей геометрической прогрессии со знаменателем zq −= : 

( ) ( ) ( ) ( )∑
+∞

=
−=+−++−+−+=

+ 0

2 11
1

1
n

nnn z...z...zz
z

. 

Получен тот же результат. 

Пример 6.  Разложить функцию ( )
4

1
−

=
z

zf  в окрестности точки   20 =z . 

Решение.  Круг сходимости 22 <−z , так как особая точка 4=z . 
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=
−

−
−=

−−
=

−
2

21

1
2
1

22
1

4
1

zzz
 

( )
∑

∞+

=
+

−
−=










+






 −

++





 −

+
−

+−=
0

1

2

2
2

2
2

2
2

2
21

2
1

n
n

nn z...z...zz
 - 

это есть сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии со знаменателем 

2
2−

=
zq .   

Пример 7. Функцию ( )
( )( )32

8
+−

+
=

zz
zzf  разложить в ряд Тейлора в окрестности 

точки   10 =z . 
Решение. Дробно-рациональную функцию ( )zf  разложим на сумму простейших 

дробей: 

( )( ) 3
1

2
2

3232
8

+
−

−
=

+
+

−
=

+−
+

zzz
B

z
A

zz
z

. 

 
Разложим каждую из простейших дробей в правой части равенства в ряд Тейлора: 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) .z...z...zz

zzz n

nn ∑
+∞

=
−−=+−++−+−+−=

−−
−=

−−
=

− 0

2 11111
11

1
11

1
2

2

Разложение имеет место в круге сходимости  11 <−z , так как расстояние от точки   10 =z    
до особой точки 2=z  равно 1; 

( ) ....z...zz

zzzz

n
n











+






 −

−+−





 −

+
−

−=

=






 −
−−

⋅=
−

+
⋅=

+−
=

+

4
11

4
1

4
11

4
1

4
11

1
4
1

4
11

1
4
1

41
1

3
1

2
 

Разложение справедливо в круге сходимости  41 <−z , так как расстояние от точки 

10 =z  до особой точки 3−=z  равно 4. 

Таким образом, заданная функция  ( )zf  разлагается в ряд Тейлора 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑ ∑
∞+

=
+

+

+

∞+

=

∞+

=
−

−+
−=

−
−−−−=

+−
+

0
1

1

1
0 0

1
4

14
4

111
32

8
n

n
n

nn

n

n

n n

nn zzz
zz

z
 

 
с кругом сходимости 11 <−z , т.е. радиус сходимости 1=R  является наименьшим 

расстоянием от точки 10 =z  до особых точек     2=z  и    3−=z .  

Пример 8. Функцию     ( ) ( )( )94
13

22 +−
=

zz
zf  разложить в ряд Тейлора в 

окрестности точки 00 =z . 
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Решение. Очевидно, что  

( )( )

( ) .zzz

zzzzzz

n

n
nn

n
n

n
n

n
n

n
2

0
11

0
1

2

0
1

2

222222

9
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4
1

9
1
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9
1

1
9
1

4
1

1
4
1

9
1

4
1

94
13

∑∑∑
∞+

=
++

∞+

=
+

∞+

=
+ 






 +−=−−−=

=
+

−
−

−=
+

−
−

=
+−

 

 
Радиус сходимости равен 2, так как наименьшее расстояние до особых точек 2±  и 

i3±  от точки 00 =z  равно двум.  

Пример 9. Найти разложение функции ( ) chzezf z ⋅=  в ряд Тейлора по степеням   
z . 

Решение.          =
+

=
+

=⋅
−

2
1

2

2zzz
zz eeeechze  

 

( ) ( ) ( )
=

+++++++
=

2

12
3

2
2

221
32

...
!n

z...
!
z

!
zz

n

 

 

122
3
21

1

11
3

2
2 +=++++++= ∑

∞+

=

−−

n

n
n

n
n

z
!n

...z
!n

...z
!

zz . 

 
Данное разложение имеет радиус сходимости +∞=R , так как ( ) chzezf z ⋅=  

является аналитической функцией на комплексной плоскости C .  
Пример 10. Функцию ( ) zsinezf =  разложить в ряд Тейлора с центром в точке 

00 =z . 

Решение. Функция zsine  аналитична на плоскости C , поэтому +∞=R . Так как    

...
!n

z...
!

zze
n

z +++++=
2

1
2

  и   ( ) ( ) ...
!n

z...
!

zzzsin
n

n +
−

−++−=
−

+

12
1

3

12
1

2
, то 

используем распространенный прием подстановки “ряда в ряд”: 

=+++++= ...
!n

zsin...
!

zsinzsine
n

zsin

2
1

2
 

( )
( )

+







+

−
−++−+=

−
+ ...

!n
z...

!
zz

n
n

12
1

3
1

12
1

3
 

 

( )
( )

...
!

zz......
!n

z...
!

zz
!

n
n +++=+








+

−
−++−+

−
+

2
1

12
1

32
1 2212

1
3

 .   

6.12. Принцип максимума модуля функции. Теорема Лиувилля. 

Основная теорема высшей алгебры 
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Теорема 1 (принцип максимума модуля). Если модуль ( )zf  аналитической в 

области D  функции ( )zf  имеет максимум в некоторой точке Dz ∈0 , то функция 
( )zf  постоянна в области D . 

Доказательство. Предположим, что функция ( )zf  не является постоянной в 
некоторой окрестности точки 0z  радиусом δ , содержащейся в области 

{ } Dzz:z:D ⊂<− δ0 . Отображение ( )zfw =  переводит область δ<− 0zz  в 
некоторую область с точкой  ( )00 zfw = . Рассмотрим в этой области окрестность 

точки 0w  радиусом ε : ε<− 0ww . Выберем в окрестности ε<− 0ww  точку w′  

такую, чтобы 0ww >′ . Образу w′  соответствует прообраз z′  окрестности δ<− 0zz , 

для которой ( ) wzf ′=′ . Имеем ( ) 0wwzf >′=′ , т.е. существует окрестность 

δ<− 0zz  (δ  можно выбрать достаточно малым), в которой найдутся точки z  такие, 

что ( ) ( )0zfzf > . Точка 0z  не является точкой максимума, что противоречит 
условию теоремы. Таким образом, если аналитическая функция ( )zf  в окрестности 
точки 0z  не является постоянной, то функция ( )zf  не имеет максимума в точке 0z . 

Если же известно, что ( )zf  имеет максимум в некоторой точке 0z  области D , то 

функция ( )zf  постоянна в некоторой окрестности δ<− 0zz . По теореме  из п. 6.9 о 
единственности аналитической функции функция ( )zf  постоянна и в области D .■ 

Теорема 2. Если функция ( )zf  аналитична в ограниченной области D  и 

непрерывна в замкнутой области D , то наибольшее значение ( )zf  достигается на 
границе L  области D . 

Доказательство. Теорема 2 является следствием теоремы 1. Действительно, если 
( )zf  не является постоянной в области D , то по теореме 1 ( )zf  не может достичь 

максимума в области D . Следовательно, наибольшее значение ( )zf  достигается на 

границе L  области D  по известной теореме Вейерштрасса: функция ( )zf , 

непрерывная в ограниченной и замкнутой области D , достигает в этой области своих 
наименьшего и наибольшего значений. 

Заметим, что если ( )zf  постоянна в области D , то она постоянна и в замкнутой 

области D .■ 
Будет ли верна теорема 2 для наименьшего значения функции ( )zf ? Ответ 

отрицательный. 
Пример. Функция ( ) shzzf =  в открытом круге 1<z  достигает наименьшего 

значения модуля shz  в точке 0=z . 

Но если ( )zf  аналитична в ограниченной области D , непрерывна в D  и не 

имеет нулей в этой области, то ( )zf  достигает наименьшего значения на границе L  
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данной области. В этом случае введем функцию ( )
( )zf

zg 1
= , которая удовлетворяет 

условиям теоремы 2. 
Теорема 3 (Лиувилля). Целая функция, ограниченная по модулю, является 

константой. 

Доказательство. Целая функция ( )zf  аналитична на комплексной плоскости C . 
По теореме  из п. 6.6 ( )zf  разлагается в ряд Тейлора с радиусом сходимости :R +∞=  

( ) ∑
+∞

=
=++++=

0
10

n

n
n

n
n zc...zc...zcczf . 

Оценим коэффициенты nc  в любом круге Rz ≤ . По теореме 2 ( ) Mzf ≤  на 

окружности Rz = , где M  - наибольшее значение ( )zf . Проведем оценку 
коэффициентов nc , вычисляемых по формуле (6.13): 

( )
( )

,...,,n,
R
MR

R
M

z
df

i
с nn

Rz
nn 2102

2
1

2
1

11
0

==⋅≤
−

= +
=

+∫
+

π
πζ

ζζ
π

 . 

Пусть +∞→R , тогда  0≤nc , т.е. ,...,n,cn 210 == , .Разложение ( )zf  в ряд 
Тейлора примет вид:  ( ) 0сzf = .■ 

Теорема 4 (основная теорема высшей алгебры). 
Любой многочлен  

( ) 02
210 ≠++++= n

n
n c,zc...zczcczf , 

степени n  имеет, по крайней мере, один корень. 

Доказательство. Известно. что точка 0z  называется корнем (нулем) многочлена, 
если ( ) 00 =zf . Предположим противное. Пусть ( )zf  не имеет ни одного корня. 

Функция ( )
( )zf

zg 1
=  - целая, причем ( ) 0=

∞→
zglim

z
. Докажем, что ( )zg  ограничена по 

модулю на комплексной плоскости C . Так как ( ) 0=
∞→

zglim
z

, то существует 

( ){ }10 <⇒>> zgRz:R .  

Пусть наибольшее значение ( ) Mzg =  на окружности Rz = . Тогда, используя 

теорему 2, заключаем, что ( ) Mzg ≤  для Cz ∈∀ . По теореме 3 получаем ( ) 0≡zg , что 
противоречит определению этой функции. Следовательно, многочлен ( )zf  имеет, по 
крайней мере, один корень. 

6.13. Задачи для самостоятельной работы 

1. Исследовать на сходимость числовые ряды: 
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а) ∑
∞+

=1
2

n

in

n
e

; б) ∑
+∞

=1
2

3n

n
n
incos

; в) ∑
∞+

=1n

n
i

n
e

π

; г) 
( )

∑
∞+

=

+

1 5
21

n
n

nin
. 

2. Найти радиус сходимости степенных рядов: 

а) ( )∑
+∞

=
−

0
1

n

nn zi ; б) ∑
+∞

=
⋅

1n

nzincos ; в) ( )∑
+∞

=
−

1
1

2n

n
n zn

; г) 
( )

∑
∞+

=

−

1
2

n

n

n
iz

. 

3. Разложить данные функции в ряд Тейлора по степеням z  и найти радиусы 
сходимости рядов: 

а) ze ;   б) zsin ;   в) zcos ;  г) chz ;   д) shz ;   е ) ( )αz+1 ;  ж) ( )zln +1 ;  з) arctgz . 

4. Используя разложения задачи 3, разложить следующие функции в ряд Тейлора 

и найти радиусы сходимости степенных рядов:  

а) ( )12 +zsin  по степеням ( )1−z ; б) ze   по степеням ( )12 +z ; 

в) zcos  по степеням 





 −

4
πz . 

5. Найти несколько первых членов ряда Тейлора по степеням  z  для функций, 
определить радиус сходимости полученных рядов: 

а) ze21
1

+
;  б) 

zsin+2
1

. 

6. Разложить в ряд Тейлора функции: 

а) 
( )( )21

1
−+ zz

 по степеням  z ; б) 
52

1
2 +− zz

 по степеням ( )1−z . 

7. Найти нули функций и определить их кратность: 

а) 35 3zzw += ; б) zsinzw 3= ; в) zcosw −=1 . 
6.14. Ответы 

1. а) сходится абсолютно;   б)  расходится;     в) расходится;   г) сходится абсолютно. 

2. а) 
2

1
;    б)  1−e ;     в) 2;    г)  1. 

3. а) Решение. Согласно теореме  п. 6.6 
 

( ) ( )
( )( )( )n

n

n
n

n
n zz

!n
zfzzczf 0

0

0
0

0
−=−= ∑∑

∞+

=

∞+

=
. 

 
Разложим ( ) zezf =  по степеням z . Найдем nc , для этого вычислим 

производные функции ze  в  точке 00 =z : 
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( )( ) zn ezf = , ( )( ) 10 =nf , 
!n

сn
1

= . 

Следовательно,  +∞== ∑
∞+

=
R,

!n
ze

n

n
z

0
; 

б) 
( )

( )
+∞=

+
−

= +
∞+

=
∑ R,z

!n
zsin n

n

n
12

0 12
1

;     в) 
( )
( ) +∞=
−

= ∑
∞+

=
R,z

!n
zcos n

n

n
2

0 2
1

. 

 
Указание. Разложение можно получить точно так же, как в примере «а». Второй 

способ решения состоит в следующем. Известно, что степенные ряды в области 
сходимости можно почленно дифференцировать и интегрировать, при этом получаем 
степенные ряды с теми же радиусами сходимости. Следовательно, дифференцируя 
почленно разложение для  zsin  в примере «б», будем иметь ответ примера «в»; 

 

г) 
( )

( )+∞== ∑
∞+

=
R

!n
zchz

n

n

0

2

2
;  д) 

( )
( )+∞=

+
= ∑

∞+

=

+
R

!n
zshz

n

n

0

12

12
. 

 
Указание. Интегрируем почленно «г» от 0 до z ; 

е) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).R...z
!n

n......z
!

zz n 111
2

111 2 =+
+−⋅⋅−

++
−

++=+
ααααα

αα  

При 1−=α  имеем бесконечно убывающую геометрическую прогрессию: 

( ) ...z...zz
z

nn +−+++−=
+

+− 112 11
1

1
 ;  (*) 

ж)   ( ) ( )
n
zzln

n

n

n∑
∞+

=

−−=+
1

111 . 

Указание. Получается интегрированием (*), 1=R ; 

з)   ( )
12

1
12

1

1

−
−=

−∞+

=

−∑ n
zarctgz

n

n

n . Указание. В ряде (*) полагаем 2ξ=z  и интегрируем от 0 

до z . 
4. а) решение 

( ) ( )( ) ( ) ( ) =−+−=+−=+ 31231231212 sinzcoscoszsinzsinzsin  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
=










−

−
+

−
−+










+

−
−−= ...

!
z

!
zsin...

!
zzcos

4
12

2
1213

3
12123

423
 

( ) ( ) ( ) ( )+∞=+−−−−−+= R...z
!

cosz
!

sinzcossin 3322 12
3

312
2

31323 ; 

б)           ( ) ( ) ( )
+∞=










+

+
+

+
+++= R,...

!
z

!
zz

e
e z

3

3

2

2

23
12

22
1212

2
111

. 
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Указание.        
( )

2
112

2
1

−+
⋅= eee

zz ; 

в) ( )+∞=



















+






 −

+






 −

−





 −−= R,...

!

z

!

z
zzcos

3
4

2
4

4
1

2
2

32 ππ
π

. 

5. а) решение. 

ze
w 21

1
+

= ,   
( )22

2

1

2
z

z

e

ew
+

−=′ ,   
( )

( )32

22

1

14
z

zz

e

eew
+

−
=′′ ,   

( )
( )

,...
e

eeew
z

zzz

42

242

1

148

+

+−−
=′′′  . 

Подставляя 0=z , получаем: ( )
2
10 =w , ( )

2
10 −=′w , ( ) 00 =′′w , ( ) 10 −=′′′w ; 

...
!

zz
e z +−−=

+ 322
1

1
1 3

2  . 

Найдем радиус сходимости ряда. Известно, что радиус сходимости степенного 
ряда равен расстоянию от центра 0z  круга сходимости до ближайшей особой точки 
функции w . Найдем особые точки данной функции (см. п.4.4.), приравнивая 
знаменатель к нулю: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ,...,k,kikilnLnz,Lnz;e z 102
2

21
2
11

2
11212 ±=+=++−=−=−=−= ππππ  . 

Ближайшими к точке 00 =z  особыми точками являются i
2
π

± . Следовательно, 

2
0

2
ππ

=−±= iR ; 

б) ...z
!

z
!

z
zsin

+−+−=
+

3
3

2
22 23

1
22
1

2
1

2
1

2
1

 . 

Найдем R . Решим уравнение: .zsin 02 =+  
Согласно п.4.8 имеем 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )=−±−=±−−=




 −−+−−=−= 23322122 2 iiLniiiLniiLnsinArcz  

 
( ) ( )( ) ( ) .,...,k,lnikkiilni 10322223 ±=±−+=++−−= ππππ  

 
Ближайшими к нулю особыми точками функций являются   ( )32 ±−± lniπ , 

поэтому ( )3222 ±+= lnR π . 
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6. а) решение. ( )( ) ( ) =







−

+
+

−=







−
−

+
−=

−+ 212
1

1
1

3
1

2
1

1
1

3
1

21
1

zzzzzz
 

 
(применяем к каждой дроби справа разложение  (*)  из решения примера «е» задачи 3) 
 

( ) ( ) ( )( ) 121
3
1

22
11

3
1

0

11

0 0
=−−=








+−−= ∑∑ ∑

∞+

=

+−+
∞+

=

∞+

=
R,zzz

n

nnn

n n
n

n
nn ; 

 

б) =

























 −

++
−







 −

−−
=








+−
−

−−
=

+−
i

zi
i

ziiizizizz
2

112

1

2
112

1
4
1

21
1

21
1

4
1

52
1

2  

 

( ) ( ) ( ) ( ) .z...zz
n

n

n

n
2

2

0
4

4

2

2

2
11

4
1

2
1

2
11

4
1 −

−=









−

−
+

−
−= ∑

∞+

=
 

 
7. а) нуль 0=z  имеет кратность  3=s ; нули i⋅± 3 – простые;   
 

б) 0=z – нуль кратности 4=s ; nzn π= , 21 ±±= ,n – простые нули; 
 
в) решение. nzn π2= ,  10 ±= ,n – нули функции. Так как ,nsinw 02 ==′ π  

012 ≠==′′ πncosw , то нули nzn π2=  имеют кратность 2=s . 
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7. РЯД ЛОРАНА 

7.1. Понятие ряда Лорана 

Функциональный ряд вида 

( )n

n
n zzc 0−∑

+∞

−∞=
,     (7.1) 

где ,...,n,c,z n 100 ±=  - постоянные числа, называется рядом Лорана 
( ).тыкоэффициен,...,n,cn −±= 10  Ряд (7.1) можно записать в виде суммы двух рядов 

( )n

n
n zzc 0

0
−∑

+∞

=
   и   ( ) m

m
m zzc −

+∞

=
− −∑ 0

1
.   (7.2) 

 
Если оба ряда (7.2) сходятся в некоторой области D , то ряд Лорана (7.1) будем 

называть сходящимся в области D . 

Построим область сходимости D  ряда (7.1). Областью D  является общая часть 
областей сходимости рядов (7.2). Первый из рядов (7.2) является степенным, пусть его 
радиус сходимости R . Второй ряд (7.2) имеет целые отрицательные степени ( )0zz − . 

Введем замену 
ζ
1

0 =− zz . Тогда второй ряд из (7.2) ∑
+∞

=
−

1m

m
mc ζ  будет степенным и его 

область 1r<ζ . Возвращаясь к старой переменной, будем иметь r
r

zz =>−
1

0
1

, т.е. 

областью сходимости является внешность круга радиусом  r  с центром в точке 0z . 

Если Rr < , то имеется общая часть областей сходимости рядов (7.2), 
представляющая собой круговое кольцо 

Rzzr <−< 0  .      (7.3) 

Внутри кольца (7.3) оба ряда (7.2) сходятся абсолютно и равномерно. Следовательно, 

областью сходимости D  ряда Лорана (7.1) является кольцо (7.3), внутри которого ряд 

Лорана сходится равномерно и абсолютно к некоторой аналитической функции ( )zf : 

( ) ( ) Rzzr:D,zzczf
n

n
n <−<−= ∑

+∞

−∞=
00 .   (7.4) 

Если Rr > , то ряды (7.2) не имеют общей области сходимости, и ряд (7.1) всюду 

расходится. 
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7.2. Разложение функции в ряд Лорана 

 

Теорема Лорана. Если ( )zf  аналитична в кольце (7.3), то существует 

единственное разложение функции ( )zf  в ряд Лорана (7.4), где  

 

( )
( )

,...,n,
zz

dzzf
i

c
L

nn 10
2

1
1

0
±=

−
∫
+

+= π
    (7.5) 

 

L – окружность  Rr,zz <<=− δδ0 . 

В теореме не исключаются случаи 0=r  (выколотый центр 0z ) и  .R +∞=  

Доказательство. Пусть z - 

любая фиксированная точка 

кольца (7.3). Образуем новое кольцо 

D′  с центром в точке 0z , 

содержащееся в кольце D  и 

содержащее точку z  (рис. 7.1). 

Обозначим внешнюю границу 

радиусом R′кольца D′  через L′ , а 

внутреннюю границу радиусом r′– 

через  l′ . Построим окрестность 

точки z  с кусочно-гладкой границей  l , принадлежащую кольцу D′  вместе с границей 

l . Так как функция ( ) ( )
z

fg
−

=
ζ

ζ
ζ  является аналитической в трехсвязной области, 
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границей которой являются внешняя граница L′  и внутренние границы l′  и l , то по 

формуле (5.8) из п. 5.4 

 

( ) ( ) ( )
∫∫∫
+++ −

+
−

=
−

′′ llL
z
df

z
df

z
df

ζ
ζζ

ζ
ζζ

ζ
ζζ

. 

 

Умножая обе части полученного равенства на 
iπ2

1
 и применяя интегральную формулу 

Коши (5.9) из п. 5.5    
( ) ( )zf

z
df

i
l

=
−∫

+ ζ
ζζ

π2
1

, получаем 

 

( ) ( ) ( )
∫∫
++ ′′

−
−

−
=

lL
z
df

iz
df

i
zf

ζ
ζζ

πζ
ζζ

π 2
1

2
1

.   (7.6) 

 

Разложим функцию 
z−ζ

1
 под знаком первого интеграла в ряд Тейлора по 

степеням 0zz − : 

( )
( )
( )

( )
( )

,
z
zz

z
zz

z
z
zzzzzzz n

n

n

n
n

n

∑∑
∞+

=
+

∞+

= −

−
=

−

−
⋅

−
=

−
−

−−
=

−−−
=

− 0
1

0

0

0 0

0

0

0

0000

1

1

1111
ζζζ

ζ
ζζζ

где 

L′∈ζ , 
0

00

0

0 1
z
zzq,q

R
zz

z
zz

−
−

=<=
′

−
=

−
−

ζζ
. 
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Полученный ряд сходится равномерно на L′ , так как 
( )

( ) R
q

z
zz n

n

n

′
=

−

−
+1

0

0

ζ
 - где   

∑
∞+

= ′0n

n

R
q

 − мажоранта. Так как функция 
( )

i
f
π
ζ

2
 ограничена на L′ , то, используя теорему 

1 из  п. 6.2, заключаем, что ряд 
( ) ( ) ( )

( )∑∑
∞+

=
+

∞+

= −

−
=

− 0
1

0

0

0 22
1

n
n

n

n z
zz

i
f

z
f

i ζπ
ζ

ζ
ζ

π
 также сходится 

равномерно на L′ . Полученный ряд можно почленно интегрировать на L′  (см. теорему 

2 из п. 6.3): 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )n

n
n

n

L n
n

L

zzczz
z

df
iz

df
i 0

0
0

0
1

02
1

2
1

−=−⋅
−

=
−

∑∫ ∑∫
+∞

=′

+∞

=
+

′ ++ ζ

ζζ
πζ

ζζ
π

,  

где 

( )
( )

  0,1,2,...n 
2

1
1

0
=

−
= ∫

+′
+ ,

z
df

i
c

L
nn

ζ

ζζ
π

. 

 

Во втором интеграле равенства (7.6) функцию 
z−

−
ζ

1
 разложим в 

функциональный ряд как сумму бесконечно убывающей геометрической прогрессии со 

знаменателем l,
zz
zq ′∈

−
−

= ζ
ζ

0

0 : 

( )
( )∑

∞+

=
+−

−
=

−
−

−
⋅

−
=

−+−
−=

−
−

0
1

0

0

0

0000 1

1111
n

n

n

zz
z

zz
zzzzzzz

ζ
ζζζ

. 
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Этот ряд также сходится равномерно на  l′ . Повторяя рассуждения для первого 

интеграла равенства (7.6), получаем 

 

( )
( )

( )( ) =−⋅
−

=
−

− ∑ ∫∫
+∞

= ′
+

′ ++

ζζζ
πζ

ζζ
π

dzf
zziz

df
i

n

n l
n

l
0

0
1

0

1
2

1
2

1
 

( )
( )( )

( )∑∑ ∫
∞+

=
+

∞+

= ′
+ −

′
=














−

−
=

+ 0
1

00
01

0 2
11

n
n

n

n l

n
n zz

cdzf
izz

ζζζ
π

, 

где 

( )( ) ,...,,n,dzzf
i

c
l

n
n 210

2
1

0 =−=′ ∫
+′

ζζ
π

 . 

Пусть .mn −=+1  

Так как ,...,,,n 210=  то соответственно ,...,m 21 −−=  . Тогда предыдущий ряд и nc′  

примут вид:  

( ) ( )∑∫
−

−∞=′

−′=
−

−
+

1

02
1

m

m
m

l

zzc
z
df

i ζ
ζζ

π
, 

 

( )
( )

,...,m,
zz

df
i

c
l

mm 21
2

1
1

0
−−=

−
=′ ∫

+′
+

ζζ
π

 . 

 

Подставляя найденные разложения в равенство (7.6), получаем ряд Лорана для 

произвольной точки :Dz ∈  

( ) ( ) ( ) ,zzczzczf n

n
n

n

n
n 0

1

0
0

−′+−= ∑∑
−

−∞=

+∞

=
   (7.7) 
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где 

( )
( )∫

+′
+−

=
L

nn
z

df
i

c 1
02

1
ζ

ζζ
π

 и     
( )

( )∫
+′

+−
=′

l
nn

z
df

i
c 1

02
1

ζ

ζζ
π

. 

 

Из формулы (7.7) видно, что ряд Лорана (7.7) представляет собой сумму двух 

функциональных рядов: первый ряд называется правильной частью ряда Лорана, 

второй ряд – главной частью ряда Лорана. Правильная часть является степенным 

рядом, сходящимся в круге сходимости ,Rzz <− 0  где R  - радиус внешней 

окружности кольца (7.3). Главная часть ряда Лорана сходится во внешней части 

rzz >− 0  кольца (7.3). 

Формулы для коэффициентов ,...,,n,cn 210=  и ,...,n,cn 21 −−=′ , можно 

объединить в одну, взяв вместо окружностей L′  и l′  любую окружность 1L  с центром в 

точке ,z0  расположенную между окружностями L′  и l′ : 

 

( )
( )∫

+
+−

=

1

1
02

1

L
nn

z
df

i
c

ζ

ζζ
π

 ,    ,...,,n 210 ±±= .   (7.8) 

 

Равенство (7.7) принимает вид:  

 

( ) ( )∑
+∞

−∞=
−=

n

n
n zzczf 0  .     (7.4) 
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Получено равенство (7.4) разложения аналитической функции ( )zf , причем ряд 

Лорана сходится абсолютно и равномерно в кольце D′ , коэффициенты ряда Лорана 

вычисляются по формулам (7.8).■ 

В дальнейшем будем говорить, что ряд Лорана (7.4) сходится абсолютно и 

равномерно к аналитической функции ( )zf  внутри кольца D . Очевидно, что 

справедливы теоремы о почленном интегрировании и дифференцировании ряда 

Лорана по любой кусочно-гладкой дуге в кольце сходимости (7.3). 

Заметим, что функция ( )zf  разлагается в ряд Лорана в любом кольце, где она 

является аналитической. Максимальный радиус R  кольца D  равен расстоянию от 

точки  0z  до ближайшей особой точки ( )zf , в которой сумма правильной части ряда 

Лорана не будет аналитической, минимальный радиус r  равен расстоянию от точки 0z  

до ближайшей особой точки ( )zf , в которой сумма главной части ряда Лорана теряет 

аналитичность. 

Заметим также, что из доказательства теоремы 1 следует, что разложение 

функции в ряд Лорана единственно, т.е. коэффициенты nс , вычисляемые по формулам 

(7.8), находятся однозначно. Данное замечание позволяет получать разложение (7.4) и 

другими способами.  

Пример 1. Найти все возможные разложения функции ( )
( )( )32

1
−−

=
zz

zf  

 в ряд Лорана по степеням z . 

Решение. Так как разложение по степеням z , то центр разложения 00 =z . 

Особыми точками функции ( )zf  являются точки, в которых знаменатель обращается 

в нуль: 21 =z  и 32 =z . Построим окружности, проходящие через особые точки с 
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центром в точке 00 =z : 2=z  и 3=z . Эти окружности выделяют на комплексной 

плоскости C  три области:  

 

 

1) 2<z ,   2) 32 << z ,   3) 3>z . 
 

 

Разложим заданную функцию в ряд Лорана в каждой области. Представим 

функцию ( )zf  в виде ( )
( )( ) 3232

1
−

+
−

=
−−

=
z

B
z

A
zz

zf , найдем числа A  и B . Так 

как ( ) ( ) 123 =−+− zBzA , то, подставляя в это равенство  2=z  и 3=z , 

соответственно получаем ,A 1−=  1=B . Таким образом 

 

( )
3

1
2

1
−

+
−

−=
zz

zf .     (7.9) 

 

Для решения примера 1 нам потребуется биномиальный ряд 8 из  п. 6.11 при 

:1−=α  

( ) ( )111
1

1 2 =+−+−+−=
+

R...,z...zz
z

nn , 

 

который является бесконечно убывающей геометрической прогрессией со 

знаменателем zq −= . 
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1) Пусть 2<z . Преобразуем (7.9) следующим образом: 

( ) =
−

⋅−
−

⋅=

3
1

1
3
1

2
1

1
2
1

zzzf /используем биномиальный ряд/ =  

 

=







++++−








++++= ...z...z...z...z

n

n

n

n

33
1

3
1

22
1

2
1

 

 

=/оба ряда справа сходятся соответственно при 2<z  и 3<z , т.е. сходятся при 2<z  

/ 

∑∑∑
∞+

=
+

++∞+

=

∞+

=

−
=−=

0
1

11

00 6
23

33
1

22
1

n

n
n

nn

n
n

n

n
n

n
zzz

. 

 

Это разложение является рядом Тейлора функции ( )zf . 

2) Пусть 32 << z . Тогда (7.9) примет вид: 

( ) −







+++++−=

−
⋅−

−
⋅−=

−
+

−
−= ...

z
...

zzzz
z

zzz
zf n

n24211

3
1

1
3
1

21

11
3

1
2

1
2  

 

....z...z
n

n









++++−

33
1

3
1

 

 

Так как  32 << z , то оба ряда сходятся в этой области, поэтому  
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( )( )
.z

zzz n
n

n

n
n

n

∑∑
∞+

=

∞+

=
+ −−=

−− 00
1 33

12
32

1
 

 

3) Пусть 3>z . Тогда функцию (7.9) представим в виде: 
 

( ) =
−

+
−

−=

z
z

z
z

zf 31

11
21

11
 

 

∑
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=
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−
=
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
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


+++++








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0
1
2333112211

n
n

nn

n

n

n

n

z
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z
...

zz
...

z
...

zz
, 

 

полученный ряд сходится  к ( )zf  при 3>z .  

Выводы. Пусть функция ( )zf  аналитична на плоскости С  за исключением 

нескольких изолированных особых точек. 

1. Пусть 0z – точка аналитичности ( )zf . Разложить ( )zf  в ряд Лорана по 

степеням 0zz − . Проведем окружности с центром в точке 0z  через все особые точки. 

Комплексная плоскость С  будет разделена на области:  

а) круг сходимости ряда Тейлора 10 rzz <− , окружность 10 rzz =−  проходит через 

ближайшую к точке 0z  особую точку (таких особых точек может быть несколько),   

б) круговые кольца, в которых функция  ( )zf   разлагается в ряд Лорана. 

Коэффициенты разложения  nс  в общем случае находятся по формуле (7.8), в 
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частных случаях проще находить с помощью стандартных разложений  1 – 8 из п. 

6.11. 

2. Пусть  0z − особая точка функции ( )zf . В этом случае применяем теорему  

разложения функции в ряд Лорана в вырожденном круговом кольце 100 rzz <−< . 

3. Пусть ( )zf − правильная дробно-рациональная функция 
 

( ) .nm,
b...zbzb
a...zazazf
n

nn
m

mm
<

+++
+++

= −

−

1
10

1
10  

 

Известно, что любую правильную дробно-рациональную функцию ( )zf  можно 

разложить на сумму простейших дробей вида 
( ) sn

s

s

zz
A

−
, где sA – некоторые числа, 

sz – корни многочлена в знаменателе кратности sn . 

Разложение данной функции ( )zf  в ряд Лорана сводится к разложению в ряд Лорана 

простейших дробей 
( ) sn

s

s

zz
A

−
. См. решение примера 1. 

Пример 2. Разложить функцию ( )
2

1
−

=
z

sinzf  в ряд Лорана в окрестности 

точки 20 =z . 

Решение. Функция ( )zf  аналитична в кольце +∞<−< 20 z . Для ее 

разложения в ряд Лорана применяем стандартный ряд 3 из п. 6.11, в котором  z  

заменяем на 
2

1
−z

: 
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( )
( )

( ) ( )
∑
+∞

=
+−+

−=+
−

−
−

=
− 0

123 212
11

23
1

2
1

2
1

k
k

k

z!k
...

z!zz
sin .  

 

Пример 3. Разложить функцию ( )
2
1

−
−

=
z
zcoszf  в ряд Лорана по степеням 

2−z . 

Решение. Функция ( )zf  аналитична в кольце +∞<−< 20 z , поэтому она 

разлагается в ряд Лорана в этом кольце. Преобразуем 
2
1

−
−

z
zcos : 

 

2
11

2
11

2
11

2
1

−
⋅−

−
⋅=








−
+=

−
−

z
sinsin

z
coscos

z
сos

z
zcos . 

 

Для функций 
2

1
−z

cos  и 
2

1
−z

sin  применяем соответственно стандартные 

ряды Тейлора 2 и 3 из п. 6.11, заменяя  z  на 
2

1
−z

: 

 

( )
( )

( ) ( )
...,

z!n
...

z!z
cos n

n +
−

−++
−

−=
− 22 22

11
22

11
2

1
 

 

( )
( )

( ) ( )
...

z!n
...

z!zz
sin n

n +
−+

−++
−

−
−

=
− +123 212

11
23

1
2

1
2

1
. 
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Тогда 

( )
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( )
( ) ( )
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
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

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


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



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11

      

n
nz!n

nsin π
 .    

 
7.3. Особые точки и их классификация 

 
Пусть функция ( )zf – аналитическая в кольце Rzz <−< 00 , а в самой точке 

0z  не является аналитической. Точка 0z  называется изолированной особой точкой 
функции ( )zf . По теореме Лорана функция ( )zf  разлагается в этом кольце в ряд 
Лорана (7.4). Ряд (7.4) используется для классификации изолированных особых точек. 
Различают три типа изолированных особых точек функции. 

Определение 1. Изолированная особая точка 0z  функции ( )zf  называется 
устранимой особой точкой, если в ряде Лорана нет коэффициентов при отрицательных 
степенях ( )0zz − , т.е. ряд Лорана не содержит главной части. 

Определение 2. Изолированная особая точка 0z  функции ( )zf  называется 
полюсом, если множество отличных от нуля коэффициентов при отрицательных 
степенях ( )0zz −  в ряде (4) конечно, т.е. главная часть ряда Лорана содержит конечное 
число слагаемых. 

Определение 3. Изолированная особая точка 0z  функции ( )zf  называется 
существенно особой точкой, если в ряде Лорана (7.4) множество отличных от нуля 
коэффициентов при отрицательных степенях ( )0zz −  бесконечно, т.е. главная часть 
ряда Лорана  содержит бесконечное число слагаемых. 

А. Для устранимой особой точки 0z  ряд Лорана (7.4) согласно определению 1 
имеет вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ...zzczzcczzczf
n

n
n +−+−+=−= ∑

+∞

=

2
0

0
20100 .  (7.10) 

 
Ряд (7.10) является степенным рядом, сходящимся в кольце  Rzz <−< 00  к 

аналитической функции ( )zf . Так как ( ) 0
0

czflim
zz

=
→

, то, положив ( ) 00 czf = , 

получим аналитическую функцию ( )zf  в открытом круге Rzz <− 0 . 
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Пример 1. Дана функция ( )
z

zsinzf = . Показать, что изолированная особая 

точка 00 =z  является устранимой особой точкой. 
При 0≠z  

( )
( )

...
!n

z...
!

z
!

z
z

...
!

z
!

zz

z
zsin n

n +
−

−+−+−=
−+−

=
−

−

12
1

53
153

22
1

42

53

 . 

 
По определению 1 точка 00 =z  - устранимая особая точка. Так как 

1
0

=
→ z

zsinlim
z

, то,  положив ( ) 10 =f , получим аналитическую функцию в точке 00 =z . 

 
Теорема 1. Для того чтобы 0z  была устранимой особой точкой функции ( )zf , 

аналитической в кольце Rzz <−< 00 , необходимо и достаточно, чтобы существовал 
конечный предел 

 
( ) Azflim

zz
=

→ 0
.      (7.11) 

Доказательство. 
Необходимость. Если 0z − устранимая особая точка, то справедливо разложение 

(7.10), из  которого ( ) Aczflim
zz

==
→

0
0

. 

Достаточность. Так как дано (7.11), то функция ( )zf  ограничена в кольце, т.е. 

( ) Mzf ≤ . Пусть окружность δ=− 0zz  принадлежит кольцу Rzz <−< 00 . 
Оценим коэффициенты ,...,n,cn 21 −−= , главной части ряда Лорана (см. формулу 
(7.8)): 

( )
( )

( )
nn

zz
n

zz
nn

MM
zz

df
z

df
i

с
δδ

πδ
π

ζζ
πζ

ζζ
π

δδ

=≤
−

⋅
≤

−
= +

=−
+

=−
+ ∫∫

++
11

0
1

0

2
2
1

2
1

2
1

00

. 

 
Так как R<< δ0 , где δ  - любое, то при  0→δ  получим ,...,n,cn 210 −−==  . 

А это означает, что в ряде Лорана (7.4) отсутствует главная часть, т.е. 0z − устранимая 
особая точка. ■ 

В. Пусть точка 0z  является полюсом функции ( )zf , т.е. в главной части ряда 
Лорана имеется лишь конечное число отличных от нуля коэффициентов  nс . В этом 
случае ряд Лорана имеет вид: 

 

( ) ( ) ( ) ,zzczzczf n

n
n

n

mn
n 0

0
0

1
−+−= ∑∑

+∞

=

−

−=
  где 0≠−mc .  (7.12) 

 
Число m  называется порядком полюса 0z , особая точка  0z – полюсом порядка m . Если 

1=m , то полюс 0z  называется простым. 
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Теорема 2. Для того чтобы изолированная особая точка 0z  функции ( )zf , 

аналитической в кольце Rzz <−< 00 , была полюсом, необходимо и достаточно, 

чтобы ( ) +∞=
→

zflim
zz 0

. 

Доказательство. 
Необходимость. Пусть 0z – полюс функции ( )zf , тогда справедливо разложение 

(7.12). Умножим обе части равенства (7.12) на ( )mzz 0− : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) mn

n
n

m
mm

m zzczzc...zzcczfzz +
+∞

=

−
−+−− −+−++−+=− ∑ 0

0

1
01010 , 0≠−mc . 

 
Так как ( ) ( ) m

m

zz
czfzzlim −

→
=− 0

0
, то точка 0z  является устранимой особой 

точкой функции ( ) ( ) ( )zfzzzg m
0−= . Рассмотрим ( ) ( )zfzzzg m ⋅−= 0 , который, 

очевидно, больше любого числа mcl −< : 

( ) lzfzz m >⋅− 0 ,   т.е.      ( ) mzz
lzf

0−
> . 

Из полученного неравенства следует, что 
 

( ) +∞=
→

zflim
zz 0

. 

 
Достаточность.  Пусть         ( ) +∞=

→
zflim

zz 0
, т.е. 

 
( )( )Mzfzz:M >⇒<−>∃>∀ δδ 000 . 

В окрестности δ<− 0zz  рассмотрим функцию  ( )
( )zf

z 1
=ϕ , которая в этой 

окрестности является аналитической. Разложим ( )zϕ  в ряд Тейлора по степеням 

( )0zz − :  ( ) ( ) ( ) ( ) 000 ≠−= z,zzzz m ψψϕ . 
Тогда  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) 01111
00

000
≠−

−
=⋅

−
== ∑

+∞

=
c,zzc

zzzzzz
zf n

n
nmm ψϕ

. 

 
Следовательно, 
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−
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и точка 0z  является полюсом порядка m  функции ( )zf  (см. определение 2).■ 

Теорема 3. Для того чтобы точка 0z  была полюсом порядка m  функции ( )zf , 

необходимо и достаточно, чтобы она была нулем кратности m  функции ( )
( )zf

z 1
=ϕ . 

Доказательство. 
Необходимость. Если 0z  -  полюс порядка m  функции ( )zf , то  
 

( )
( )

( ) =+−++
−

++
−

= −− ...zzcc
zz

с...
zz

сzf m
m

010
0

1

0
 

 

( )
( ) ( ) ( )( )....zzczzczzc...c

zz
mmm

mm +−+−+−++
−

= +−
−−

1
0100

1
01

0

1
 

 

Введя обозначение  ( ) ( ) ...zzc...cz m
m +−++= −

−−
1

01ϕ ,  получим 

( ) ( )
( )mzz

zzf
0−

=
ϕ

,  где  ( )zϕ − аналитическая функция в точке 0z . Функция 
( )zϕ
1

 также 

аналитична в точке 0z , поэтому  
 

( ) ( ) ...zza...zzaa
)z(

n
n +−++−+= 0010

1
ϕ

. 

 
Следовательно, 
 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )...zza...zzaazz
z
zz

)z(f
n

n
m

m
+−++−+−=

−
= 00100

01
ϕ

, 

т.е. 0z − нуль кратности m  функции 
)z(f

1
.   

Достаточность. Если 0z − нуль кратности m  функции 
)z(f

1
, то по формуле (6.14) 

из п.6.8. имеем: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )zzz...zzaazz
zf

mm ψ⋅−=+−+−= 00100
1

. 

 

Функция ( )zψ
1

 аналитична в точке 0z , поэтому 

( )
( ) ( ) ( )

( )( )...zzbb
zzzzz

zf mm +−+
−

=⋅
−

= 010
00

111
ψ

, 

 
т.е.  0z − полюс порядка m  функции ( )zf .■ 
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С) Если  главная часть ряда Лорана имеет бесконечное число слагаемых, то по 

определению  точка 0z  будет существенно особой точкой. 

Пример 2. Функция ( )
2

1
−

=
z

coszf  имеет существенно особую точку 20 =z , так 

как в области +∞<−< 20 z  ряд Лорана  
 

( )
( )

( ) ( )
...

z!n
...

z!z
cos n

n +
−

−++
−

−=
− 22 22

11
22

11
2

1
 

 
содержит в главной части бесконечное число отличных от нуля коэффициентов. Для 
существенно особой точки  0z  справедливо следующее утверждение. 

Теорема 4 (теорема Сохоцкого Ю.В.). Если 0z − существенно особая точка функции  
( )zf , то для любого комплексного числа А  (случай ∞=A  не исключается) существует 

такая последовательность точек { }nz , сходящихся к 0z , что ( ) Azflim nn
=

+∞→
. 

Доказательство. Случай ∞=A  очевиден. Если бы ( )zflim
zz 0→

 был конечен, то по 

теореме 1 точка 0z  была бы устранимой особой точкой. Пусть теперь ∞≠A . Покажем, что 
существует последовательность { } 0zzn → , для которой ( ){ } Azf n → . Предположим 
противное. Если в любой окрестности точки  0z   нельзя найти последовательность 

{ } 0zzn →  такую, что ( ){ } Azf n → , то существуют окрестность δ<−< 00 zz  и 

положительное число В  такие, что ( ) BAzf >−  при δ<−< 00 zz . 

Введем функцию ( )
( ) Azf

z
−

=
1

ϕ . Функция ( )zϕ  ограничена в окрестности 

δ<−< 00 zz , ибо    ( )
( ) BAzf

z 11
<

−
=ϕ . Следовательно, ( )zϕ  аналитична в кольце 

δ<−< 00 zz . Из теоремы 1 следует, что 0z  является устранимой особой точкой функции 

( )zϕ , т.е. ( ) ∞≠=
→

c,czlim
zz

ϕ
0

. Из определения функции ( )zϕ  следует, что 

( )
( )z

Azf
ϕ

1
+= . 

 
Если 0=c , то ( ) ∞=

→
zflim

zz 0
 и по теореме 2 точка 0z  являлась бы полюсом для 

функции ( )zϕ . Если 0≠c , то  ( )
c

zflim
zz

11
0

+=
→

  и по теореме 1 точка 0z  была бы 

устранимой особой точкой. Полученные результаты противоречат условию данной теоремы.   
■ 

Справедлива теорема, обратная теореме Сохоцкого. 

Теорема 5. Если для любого заданного числа CA∈  существует такая 
последовательность { } 0zzn → , что последовательность ( ){ }nzf  значений аналитической в 
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кольце δ<−< 00 zz  функции ( )zf  стремится к A , то точка 0z  является существенно 

особой точкой функции ( )zf . 

Доказательство. По определению предела функция ( )zf  не имеет в точке 0z  ни 
конечного, ни бесконечного предела. Поэтому точка 0z  не является ни устранимой особой 
точкой, ни полюсом. Следовательно, 0z  - существенно особая точка функции ( )zf .■ 

Пример 3. Показать, что функция ( ) zezf
1

=  имеет существенно особую точку 
00 =z . 

Решение. Пусть xz = . Так как 0
1

0
=

−→
x

x
elim  и +∞=

+→
x

x
elim

1

0
, то функция ze

1

 не 

имеет предела в точке 00 =z . По теореме 5 точка 00 =z  - существенно особая точка. Ряд 

Лорана в кольце +∞<< z0  имеет вид: 
 

...
z!n

...
z!z

e n
z +++++=

1
2

111 2

1

  .  

 
Выводы. 1. Тип особой точки определяется совокупностью членов с отрицательными 

степенями ( )0zz −  в ряде Лорана (7.4) разложения функции ( )zf  в окрестности особой 
точки  0z . 

Ряд  ( ) n

n
n zzc −

+∞

=
− −∑ 0

1
  называется главной частью лорановского разложения (7.4). 

Ряд с неотрицательными членами в ряде (7.4) называется правильной частью ряда Лорана. 
Главная или правильная части ряда Лорана (7.4) могут иметь и конечное число слагаемых 
или отсутствовать вовсе. 

2. Изолированная особая точка 0z  функции ( )zf  является 
 

1) устранимой, если   ( ) ∞≠=
→

сzflim
zz 0

 ; 

 
2) полюсом порядка  m , если   ( ) +∞=

→
zflim

zz 0
 ; 

 
3) существенно особой точкой, если ( )zflim

0zz→
 не существует. 

 
7.4. Разложение аналитической функции в ряд Лорана  

в окрестности бесконечно удаленной точки 
 

Пусть функция ( )zf  аналитична в области Rz >  за исключением, быть может, 
бесконечно удаленной точки 0>∞= R,z - радиус круга с центром в начале координат, 

множество Rz > - окрестность точки  ∞=z . 
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Введем дробно-линейное преобразование 
ζ
1

=z . Точка ∞=z  перейдет в точку 

0=ζ , окрестность точки ∞=z  перейдет в окрестность точки 0=ζ , функция 

( ) 







=

ζ
ζϕ

1f  будет аналитической в окрестности точки 0=ζ  за исключением, быть 

может, самой точки 0=ζ . 

Определение. Бесконечно удаленная точка ∞=z  называется устранимой особой 
точкой, полюсом порядка m  или существенно особой точкой функции ( )zf , если точка 

0=ζ  соответственно является устранимой особой точкой, полюсом порядка m  или 

существенно особой точкой функции 







ζ
1f . 

Разложим функцию ( )ζϕ  в окрестности 0=ζ  в ряд Лорана: 
 

( ) ∑
+∞

−∞=
=

n

n
nc ζζϕ .     (7.13) 

 

Возвращаясь к старой переменной 
ζ
1

=z , получаем 

( ) ∑
+∞

−∞=
=

n

n
nzczf .     (7.14) 

 
Разложение (7.14) называется разложением функции ( )zf  в ряд Лорана в 

окрестности бесконечно удаленной точки  ∞=z . 
Сравнивая разложения (7.13) и (7.14), заключаем, что роли членов с положительными 

и отрицательными степенями меняются между собой. Следовательно, главной частью 
лорановского  разложения в окрестности ∞=z  является совокупность членов с 
положительными степенями, правильной частью - оставшаяся часть ряда (7.14). 

Выводы. 1. Если в разложении (7.14) отсутствуют коэффициенты при 
положительных степенях z , то бесконечно удаленная точка является устранимой особой 
точкой функции ( )zf . 

2. Если в лорановском разложении (7.14) множество отличных от нуля 
коэффициентов при положительных степенях z  конечно (бесконечно), то бесконечно 
удаленная точка ∞=z  является полюсом (существенно особой точкой) функции ( )zf . 
Очевидно, что для устранимой особой точки, полюса и существенно особой точки 
соответственно ( ) ,zflim

z
∞≠=

∞→
α  ( ) ,zflim

z
+∞=

∞→
 ( )zflim

z ∞→
 не существует. 

Примеры. Определить тип особой точки ∞=z . 

Пример 1. 
z

w
+

=
5

1
. В окрестности 5>z  разложим функцию в ряд Лорана: 
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( ) ...
z

...
zz

...
zzzz

z
zz n

n
n +−++−=








+−+−=







 +

=
+ +123

3

2

2 515155511
51

1
5

1
 . 

 
В ряде Лорана отсутствуют члены с положительными степенями z , поэтому точка ∞=z  
является устранимой особой точкой.  

Пример 2. ( ) zcoszf = . Преобразованием 
ζ
1

=z  получим 
ζζ
11 cosf =








. 

Разлагаем полученную функцию 
ζ
1cos  в ряд Лорана в окрестности точки 0=ζ : 

( )
( )

...
!n

...
!

cos n
n +−++−= 22 2

11
2

111
ζζζ

 . Возвращаясь к старой переменной z , 

получаем 

( )
( )

...
!n

z...
!

zzcos
n

n +−++−=
2

1
2

1
22

 . 

 
Ряд Лорана имеет бесконечно много членов с положительными степенями z , 

поэтому точка ∞=z  является  существенно особой точкой.  
 

7.5. Целые и мероморфные функции 
 

Определение 1. Целой функцией называется функция ( )zf , аналитическая на 
комплексной плоскости C . 

На расширенной комплексной плоскости C  точка ∞=z  является единственной 
особой точкой. Лорановское разложение в любой окрестности Rz >  точки  ∞=z  в общем 
случае имеет вид: 

 

( ) ∑
+∞

=
=

0n

n
nzczf .     (7.15) 

 
Возможны следующие частные случаи 

 
1) Точка ∞=z  является устранимой особой точкой функции ( )zf . Тогда ( ) 0сzf = , т.е. 

целая функция является постоянной. 

2) Точка ∞=z  есть полюс порядка m , тогда ( ) ∑
=

=
m

n

n
n zczf

0
- целая функция является 

полиномом (целая рациональная функция). 
3) Точка ∞=z - существенно особая точка функции ( )zf , тогда имеет место общий 

случай (7.15). 
Целая функция, для которой ∞=z  является существенно особой точкой, называется 

целой трансцендентной функцией. 
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Пример 3. Функции ze,zcos,zsin  являются целыми трансцендентными функциями 
(см. пример 2). 

Определение 2. Функция ( )zf , аналитическая в области D  всюду, кроме полюсов, 
называется мероморфной в D . 

Пример 4. Функции 
zsin
zcosctgz,

zcos
zsintgz ==  мероморфны на комплексной 

плоскости C .  Мероморфную  функцию ( )zf  можно представить в виде частного двух 

целых функций: ( ) ( )
( )z
zzf

ψ
ϕ

= . Действительно, нули функции ( )zψ  являются полюсами 

функции ( )zf . 
Частным классом мероморфных функций является дробно-рациональная функция 

( ) 00 001
10

1
10 ≠≠

+++
+++

= −

−
b,a,

b...zbzb
a...zazazf

m
mm

n
nn

. 

На комплексной  плоскости C  полюсами функции ( )zf  являются нули знаменателя. 

На расширенной комплексной плоскости C  добавляется особая точка ∞=z , которая 
является полюсом порядка mn −  при mn >  и устранимой особой точкой при mn ≤ . 
 

7.6. Задачи для самостоятельной работы 
 

1. Разложить функцию 
2

12
2 −+

+
=

zz
zw  в ряд Лорана по степеням z  в следующих 

областях:     а) 1<z ;  б) 21 << z ;  в) +∞<< z2 . 
 

2. Разложить в ряд Лорана функцию 
2

1
−

=
z

w  по степеням z  в окрестности точки: 

а) 00 =z ;     б) ∞=z . 
 

3. Разложить в ряд Лорана функцию 
65

1
2 +−

=
zz

w  в окрестности точки: 

а) 00 =z ,    б) 20 =z . 
 

4. Найти особые точки на комплексной плоскости C  и определить их тип у 
следующих функций: 

а) 
z

ew
z

2
1−

= ; б) 
( )zln

zsinw
+

=
1

; в) 53
1

zz
w

−
= ; г) 

( ) ( )5
1
2 ++ ziz

; 

д)  ize −
1

;  е)  4z
zsin

;  ж) ( )zcosz
ew

z

−
−

=
1

1
. 

 
5. Определить тип особой точки ∞=z  для функций: 

а) 
43

3

−z
z

; б) 
2

23
23

26

++
+−

zz
izz

; в) 
14

2

+z
z

; г) 2ze z− ; д)  zsin ; е) zcos ; 
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ж) m,k,a,a...zaza km

mm 01
10 =+++ − − постоянные. 

 
7.7. Ответы 

 
1. См. решение примера 1 (из п.7.2). 

 

а) ...zzz +−−−− 32

16
17

8
7

4
5

2
1

; б) ∑∑
∞+

=

∞+

=
+

01 22
11

n
n

n

n
n

z
z

; в) ...
zzzz

+−+− 432
7512

. 

 

2. а) 









+++++−=

−
−=

− −

−
...z...zz

zz n

n

1

12

2 222
1

2
1

2
1

1
2
1

2
1

. 

Разложение в ряд Лорана содержит только правильную часть, радиус сходимости 2=R ; 
б) в окрестности 2>z  точки ∞=z  функция w  аналитическая; разложим ее в этой 
окрестности по степеням z : 
 

∑∑
∞+

=
+

∞+

=
==

−
⋅=

− 0
1

0

221
21

11
2

1
n

n

n

n
n

n

zzz
z

zz
. 

 
3. а) Функция w  имеет две особые точки: 21 =z  и 32 =z . Представим w  в виде 

суммы простых дробей: 
2

1
3

1
−

−
−

=
zz

w . Разложения будут различными для областей:   1) 

в круге 2<z ;   2) в кольце 32 << z ;  3) в кольце +∞<< z3 - окрестности точки ∞=z . 
Найдем ряды Лорана функции w  в каждой области. 

1) В круге 2<z  функция w  - аналитическая и разлагается в ряд Тейлора: 

=






 −

−






 −

=
−

−
−

=
−

−
−

=

3
13

1

2
12

1
3

1
2

1
2

1
3

1
zzzzzz

w  

n

n
n

nn

n
n

n

n
n

n
zzz

∑∑∑
∞+

=
+

++∞+

=

∞+

=

−
=−=

0
1

11

00 6
23

33
1

22
1

 

(главная часть ряда Лорана отсутствует). 
2) В кольце 32 << z  ряд Лорана функции w  будет иметь вид: 

∑∑
∞+

=
+

∞+

=
+ −−=







 −

−






 −−

=
−

−
−

=
0

1
0

1
2

321

1

3
13

1
2

1
3

1
n

n

n

n
n

n

z
z

z
zzzz

w , 

присутствуют правильная и главная части ряда Лорана. 
3) Получим ряд Лорана функции w  в окрестности +∞<< z3  точки ∞=z : 
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=






 −

−






 −

=
−

−
−

=

z
z

z
zzz

w
21

1
31

1
2

1
3

1
∑∑∑

∞+

=
+

∞+

=
+

∞+

=
+

−
=−

0
1

0
1

0
1

2323
n

n

nn

n
n

n

n
n

n

zzz
; 

б) 20 =z . Областью сходимости ряда Лорана является кольцо 120 <−< z (проколотая 

окрестность точки 20 =z ), разложение будет по степеням ( )2−z : 

( ) ( ) ( )∑∑
+∞

−=

+∞

=
−−=

−
−−−=

−
−

−−
=

−
−

−
=

10
2

2
12

2
1

12
1

2
1

3
1

n

n

n

n z
z

z
zzzz

w . 

4. а) Решение. Особой точкой функции w  является точка 00 =z .  

Имеем   
2
1

22
1

00
==

−
→→

z

z

z

z

elim
z

elim .  Следовательно,  00 =z - устранимая особая точка. 

б) 00 =z - устранимая особая точка. 

в) Решение. Найдем нули функции ( ) ,zz;zz,zz
w

0101 235353 =−=−−=  

01 =z - нуль кратности 113 32 −=== z,z,s - простые нули. По теореме о связи между 
нулями и полюсами функции (теорема 3 п. 7.3), точка 01 =z  - полюс 3-го порядка,  12 =z  и  

13 −=z - простые полюсы функции w . 

г) iz −= - полюс порядка два, 5−=z - простой полюс. 

д) Решение. Точка iz =0 - особая. Используя разложение ∑
∞+

=
=

0n

n
z

!n
ze , получаем ряд Лорана  

( )∑
∞+

=

−

−
=

0

1
1

n
n

iz

!niz
e , главная часть которого содержит бесконечно много слагаемых. 

Следовательно, iz =0 - существенно особая точка. 

е) 00 =z - полюс третьего порядка. 

ж) 00 =z - полюс второго порядка. Указание. Подставив ∑
+∞

=
0

!nze nz , 

( ) ( )∑
+∞

−=
0

2 21 !nzzcos nn , можно получить 
( )
2z
zw ψ

= , где ( ) 00 ≠ψ . 

5. а) Решение. Выполнив преобразование 
ζ
1

=z , сведем изучение функции w  в 

окрестности точки  ∞=z  к изучению функции 







=

ζ
1fw  в окрестности точки 0=ζ . 

Функция 341
11

ζζ −
=








= fw  является аналитической в окрестности точки 0=ζ ; 0=ζ - 
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устранимая особая точка функции 







=

ζ
1fw , следовательно, ∞=z - устранимая особая 

точка функции ( )zw ;  

б) полюс третьего порядка;  в) нуль кратности два. Указание «а», «б»,»в» можно решить, 
разложив w  в ряд Лорана в окрестности точки ∞=z ;  г) существенно особая точка;  д), е) – 
существенно особая точка;  ж) полюс m -го порядка. 
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8. ВЫЧЕТЫ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 

 
8.1. Определение вычета 

 
Пусть функция ( )zf - аналитическая в области CD ⊂  за исключением, быть 

может, точки  0z . Введем для этой функции следующее определение. 
Определение. Вычетом функции ( )zf  в точке  0z  называется число, 

обозначаемое символом ( )0zfsRe  и равное  
 

( )dzzf
i

L
∫
+

⋅
π2
1

, 

 
где DL ⊂ − произвольная кусочно-гладкая замкнутая жорданова кривая, обходимая в 
положительном направлении и содержащая точку  0z  внутри себя. 

Вычеты обозначаются также 
( ) ( ) ( )[ ]00

0
z,zfsRe,zfres,zfsRe z

zz =
. 

Таким образом, согласно определению 1 
 

( ) ( )dzzf
i

zfsRe
L
∫
+

⋅=
π2
1

0  .    (8.1) 

 
При вычислении вычета функции L  можно считать окружностью δ=− 0zz  

c достаточно малым радиусом  δ  (см. теорему Коши для многосвязной области, п. 5.4). 
Следует заметить, что в случае аналитичности функции ( )zf  в точке 0z  вычет 

этой функции в точке 0z  равен нулю (см. теорему Коши для односвязной области, 
п.5.3). Поэтому теория вычетов представляет интерес, если точка 0z  является 
изолированной особой точкой функции ( )zf . 

 
8.2. Основной прием вычисления вычета 

 
Вычет функции ( )zf  в изолированной особой точке 0z  можно найти по 

формуле (8.1), вычисляя интеграл по замкнутой кривой L . На вычисление интегралов 
требуются определенные усилия и немалые затраты времени. Но вычет можно 
находить более простым способом, разлагая функцию в ряд Лорана в окрестности этой 
изолированной особой точки. Справедливо следующее утверждение. 

Теорема. Вычет функции ( )zf  в изолированной особой точке 0z  равен 
коэффициенту 1−с  ряда Лорана функции ( )zf  в окрестности точки 0z : 

( ) 10 −= сzfsRe  .     (8.2) 

Доказательство. Разложим функцию в ряд Лорана в области ,zz:D δ≤−< 01 0  
DD ⊂1 : 
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( ) ( )n

n
n zzczf 0−= ∑

+∞

−∞=
.     (8.3) 

Так как в области 1D  ряд Лорана сходится к ( )zf  равномерно, то, интегрируя 

равенство (8.3) почленно по окружности ,zz:L δ=− 0  получаем 
 

( ) ( ) =
<≤

=
=−

=−⋅= ∫∑∫
++

∞+

−∞= πϕ
ϕδ

δ
ϕ

ϕ

20

0

0 ,diedz
,ezz

dzzzcdzzf i

i
n

Ln
n

L

 

 

( )



−=⋅
−≠=⋅=

−

++
∞+

−∞=
∫∑ .nприci

,nприdiec nin

n
n 12

10
1

2

0

11
πϕδ

π
ϕ  

Отсюда  

( ) ( )01 2
1 zfsRedzzf

i
c

L

=⋅= ∫
+

− π
, (см. формулу (1)).     

 
Таким образом, вычет ( )zf  в особой точке ∞≠0z равен коэффициенту 1−c  в 

ряде Лорана (8.3). 
Если 0z − устранимая особая точка функции ( )zf , то ( ) 00 =zfsRe  (почему ?). 
Будем называть вычисление вычета по формуле (8.2) основным приемом 

вычисления вычета функции ( )zf  в изолированной особой точке 0z . Если 

коэффициент 1−c  отсутствует, т.е. нет слагаемого ( ) 1
0

−− zz  в ряде Лорана (8.3), то 
вычет функции ( )zf  в особой точке 0z  равен нулю. 

Пример 1. Найти вычет функции ( ) zzezf
1

=  в особой точке 00 =z . 
Решение.  

...
z!n

...
z!z!

z...
z!n

...
z!z

zez nn
z ++++++=






 +++++=⋅

−122

1
1

3
1

2
111

2
111  

( )
2
10 1 == −cfsRe .  

Пример 2. Найти вычет функции ( )
2

1
−

=
z

coszzf  в точке  20 =z . 

Решение.  ( ) =
−

+−=
−

⋅
2

122
2

1
z

cosz
z

cosz ( ) =
−

+
−

⋅−
2

12
2

12
z

cos
z

cosz  

 

( )
( )

( )
( ) ( )

+







+

−
⋅−++

−
−−= ...

z!n
...

z!
z n

n
22 22

11
22

112  

( )
( )

( ) ( ) 







+

−
⋅−++

−
−+ ...

z!n
...

z! n
n

22 22
11

22
112 . 
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Коэффициент 1−c  при ( ) 12 −−z  разложения ( )zf  равен 
!2

1
− , т.е. 

( )
2
12 −=fsRe .  

 
8.3. Вычисление вычета функции в полюсе 

 
Из п.п. 8.1 и 8.2 ясно, что вычет функции в точке 0z  можно найти по формулам 

(8.1) или (8.2). Но в случае полюса существует более простой способ вычисления 
вычета. 

Рассмотрим сначала случай простого полюса 0z  функции ( )zf . Ряд Лорана (8.3) 
в этом случае имеет вид: 

( ) ( )n

n
n zzc

zz
czf 0

00

1 −+
−

= ∑
+∞

=

− . 

 
Умножим обе части предыдущего соотношения на 0zz −  и затем найдем предел 

при 0zz → : 

( ) ( ) ( ) 







−+=− ∑

∞+

=

+
−

→→ 0

1
010

00 n

n
n

zzzz
zzcclimzfzzlim , 

отсюда 

( ) ( ) ( )zfzzlimzfsRec
zz

001
0

−==
→

−  .                                         (8.4) 

Рассмотрим далее частный случай: ( ) ( )
( )z
zzf

ψ
ϕ

= ,  ( ) 00 ≠zϕ ,  ( ) 00 =zψ ,  

( ) 00 ≠′ zψ , т.е.  0z   является  простым  нулем  функции  ( )zψ .  Применяем  формулу 
(8.4): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) =−=−=

→→ z
zzzlimzfzzlimzfsRe

zzzz ψ
ϕ

000
00

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ,
z
z

zz
zzlim

zlim

zz
zz

zlim

zz

zz

zz 0

0

0

0

0

0

0

0

0 ψ
ϕ

ψψ

ϕ

ψψ
ϕ

′
=

−
−

=

−
−

=

→

→

→
 

т.е. 

( ) ( )
( )0

0
0 z

zzfsRe
ψ
ϕ

′
=  .     (8.5) 

 
Пусть точка 0z − полюс порядка m  функции ( )zf . Разложение (8.3) в этом 

случае имеет вид: 
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( )
( )

( )∑
+∞

=

−− −+
−

++
−

=
0

0
0

1

0 n

n
nm

m zzc
zz

c...
zz

czf . 

 
Умножая обе части предыдущего равенства на ( )mzz 0− , получаем 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) mn

n
n

m
mm

m zzczzc...zzcczfzz +
+∞

=

−
−+−− −+−++−+=− ∑ 0

0

1
01010 . 

 
Продифференцируем это равенство ( )1−m  раз: 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 1
0

0
101

1
111 +

∞+

=
−−

−
−+⋅⋅−+++−=− ∑ n

n
n

m
m

m
zzn...mnmncc!mzfzz

dz
d

. 

 
 

Отсюда при 0zz →  найдем 1−c . 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )zfzz
dz
dlim

!m
zfsRec m

m

m

zz
01

1

01
01

1
−

−
== −

−

→
−  .   (8.6) 

 

Пример 1. Найти вычет функции ( )
1−

=
z
ezf

z
 в особой точке 10 =z . 

Решение. Точка 10 =z  является простым полюсом функции ( )zf . По формуле 
(8.4) 

( ) ( ) eelim
z
ezlimfsRe z

z

z

zz
==

−
−=

→→ 11
11

1
. 

 
Тот же результат получим, применив формулу (8.5). 
Действительно, обозначая   ( ) zez =ϕ , ( ) 1−= zzψ , находим ( ) e=1ϕ , ( ) 11 =′ψ . 

По формуле (8.5)    ( ) ( )
( ) eefsRe ==
′

=
11

11
ψ
ϕ

.  

Пример 2. Найти вычет функции ( )
( )3

2

1+
=

z
zzf  в особой точке 10 −=z . 

Решение. Точка 10 −=z − полюс третьего порядка функции ( )zf . По формуле 
(8.6) 

 

( ) ( )
( )

( ) 12
2
12

2
1

2
1

1
1

2
11

1

2

13

2
3

2

2

1
=⋅==

″
=









+
⋅+=−

−→−→−→ !
lim

!
zlim

!z
zz

dz
dlim

!
fsRe

zzz
.  

 
8.4. Вычет функции в бесконечно удаленной точке 
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Пусть функция ( )zf  аналитична в окрестности Rz >  за исключением 

бесконечно удаленной точки ∞=z . Точка ∞=z  является изолированной особой 
точкой функции ( )zf . 

Определение. Вычетом функции ( )zf  в изолированной особой точке ∞=z  

называется число, обозначаемое символом ( )∞fsRe  и равное ( ) dzzf
i

L
∫
−π2

1
, где L − 

кусочно-гладкая замкнутая жорданова кривая, принадлежащая окрестности Rz >  
бесконечно удаленной точки ∞=z  и обходимая в отрицательном направлении (по 
часовой стрелке). По отношению к точке ∞=z  такой обход будем считать 
положительным. 

Так как значение интеграла не зависит от кривой L , то за кривую L  можно 
взять окружность Λ=z  радиусом R>Λ . 

Теорема. Вычет функции ( )zf  в бесконечно удаленной точке ∞=z  равен 

коэффициенту 1−c  со знаком минус  при 
z
1

 лорановского разложения функции ( )zf  в 

точке ∞=z . 
Доказательство. Ряд Лорана имеет вид: 
 

( ) Rz,zczf
n

n
n >= ∑

+∞

−∞=
. 

 
Коэффициенты nc  ряда Лорана найдем по формуле (7.8) п.7.2, из которой 
 

( ) R,dzzf
i

с
z

>= ∫
=

−
+

Λ
π

Λ
2
1

1 . 

 
Изменяя направление обхода окружности Λ=z  на противоположное, получаем число 
 

( ) ( )∞==− ∫
=

−
−

fsRedzzf
i

с
z Λ

π2
1

1    (8.7) 

 
согласно определению . 

Пример 1. Найти вычет функции ( )zf , если бесконечно удаленная точка ∞  
является устранимой особой точкой. 

Решение. Для устранимой особой точки ∞=z  ряд Лорана имеет вид: 
 

( ) Rz...,
z
с...

z
с

z
ссzf n

n >+++++= −−−
2
21

0 . 

Чтобы найти коэффициент 1−c , продифференцируем данное равенство: 
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( ) ...
z
nс...

z
с

z
сzf n

n +−−−−=′
+
−−−

13
2

2
1 2

 , 

 
затем умножим обе части равенства на  2z  и найдем предел при ∞→z : 
 

( ) ( )zfzlimfsRec
z

′=∞=−
∞→

−
2

1  .    (8.8) 

 
Из полученного равенства заключаем, что вычет функции в устранимой особой 

точке ∞=z  может быть отличным от нуля. В любой конечной устранимой особой 
точке, как ранее было доказано, вычет всегда равен нулю. В этом состоит отличие 
бесконечно удаленной особой точки от конечных особых точек функции ( )zf . 

Пример 2. Найти вычет функции ( ) zezf
1

=  в бесконечно удаленной особой 
точке ∞ . 

Решение. Так как 1
1

=
∞→

z
z

elim , то ∞=z  является устранимой особой точкой. 

Найдем вычет функции по формуле (8.8) 
 

( ) 11
1

2
2

1
2 −=−=

′














=∞

∞→∞→
z

z
z

z
e

z
zlimezlimfsRe . 

 
Вычет можно найти и другим способом. Используя стандартное разложение 1 из 

п.6.11, получаем 
 

01
2

111 2

1

>+++++= z...,
z!n

...
z!z

e n
z . 

 
Отсюда  ( ) 1−=∞fsRe  по формуле (8.7).   

Пример 3. Найти вычет ( ) сoszzf =  в точке ∞=z . 

Решение. Используем 2 из п.6.11:   ( ) ( ) ...
!n

z...
!

zсosz
n

n +−++−=
2

1
2

1
22

 . 

Точка ∞=z  будет существенно особой точкой. Коэффициент 01 =−c , поэтому 
( ) 0=∞fsRe . 

Пример 4. Найти вычет функции ( )
2

3

+
=

z
zzf  в точке ∞=z . 

Решение. Разложим функцию в ряд Лорана в окрестности  2>z : 

( ) 







+−++−+−=







 +

=
+

...
z

...
zzz

z

z
z

z
z

z
n

n
n 212221

21

1
2 3

3

2

2
23

3
. 
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( ) 81 =−=∞ −cfsRe .  

 
8.5. Основная теорема о вычетах (теорема Коши о вычетах) 

 
Теорема 1  (теорема Коши). Если функция ( )zf  аналитична в ограниченной 

области D  за исключением конечного числа точек n,k,Dzk 1=∈ , то  

( ) ( )∑∫
=

=
+

n

k
k

L

zsfReidzzf
1

2π  ,    (8.9) 

где DL ⊂ − произвольная кусочно-гладкая жорданова замкнутая кривая, содержащая 
внутри себя все особые точки n,k,zk 1= . 

Доказательство. Опишем окружности ( )n,kLk 1=  с центрами в особых точках kz  
столь малых радиусов, чтобы kL  не пересекались друг с другом и лежали внутри L . 

По теореме Коши для многосвязной области (см. п. 5.4)  

( ) ( ) ( ) === ∑ ∫∑ ∫∫
== +++

n

k L

n

k LL

dzzf
i
idzzfdzzf

kk
11 2

2
π
π

 

( ) ( )∑∑ ∫
==

==
+

n

k
k

n

k L

zfsReidzzf
i

i
k

11
2

2
12 π
π

π  .   ■ 

Заметим, что в процессе решения нужно преодолеть трудности, связанные с 
вычислением интегралов. Основная теорема о вычетах [формула (8.9)] позволяет найти 
тот же интеграл с помощью простых операций вычисления вычетов по формулам (8.2), 

(8.4), (8.5), (8.6). 
Пример 1. Вычислить с помощью вычетов 

( ) ( )∫
+ ++L zz

dz
11 22 , 

где L − окружность    02222 =+++ yxyx . 
Решение. Особыми точками подынтегральной 

функции являются два простых полюса 
iz,iz −== 21 и полюс второго порядка 13 −=z . В 

области, ограниченной окружностью 
( ) ( ) 211 22 =+++ yx:L  с центром в точке ( )110 −− ;M , 

содержатся две особые точки iz −=2 и 13 −=z , третья 
особая точка находится вне L  (рис. 8.1). По формуле (8.9)  

( ) ( ) ( ) ( )( )∫
+

+=
++L

zfsRezfsRei
zz

dz
3222 2

11
π . 

Найдем вычеты подынтегральной функции в точках iz −=2 и 13 −=z . 
По формуле (8.4)  
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( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

=
−++

+
=

++

+
=−

−→−→ izizz
izlim
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izlimifsRe

iziz 222 111
 

( ) ( ) ( ) ( ) 4
1

22
1

21
1

1
1

22 −=
−

−=
+−

−=
−+

=
−→ iiiiizz

lim
iz

. 

По формуле (8.6)  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) =

′










+
=

′












++
+=−

−→−→ 1
1

11
111 2122

2

1 z
lim

zz
zlimfsRe

zz
 

( ) 2
1

4
2

1

2
221

==
+

−=
−→ z

zlim
z

. 

Таким образом, 

( ) ( ) 22
1

4
12

11 22
ii

zz
dz

L

π
π =






 +−=

++
∫
+

.    

Теорема 2 (теорема о сумме вычетов). Если функция ( )zf  аналитична на 

расширенной комплексной плоскости С  за исключением конечного числа 
изолированных особых точек    ,z,z,...,z,z nn ∞=+121  то сумма вычетов во всех особых 
точках равна нулю: 

( ) 0
1

1
=∑

+

=

n

k
kzfsRe .     (8.10) 

 
Доказательство. Проведем окружность Rz =  столь большого радиуса R , чтобы 

все особые точки n,k,zk 1= , лежали внутри окружности. По формуле (8.9) 

( ) ( )∫ ∑
= =+

=
Rz

k

n

k
zfsReidzzf

1
2π . 

По определению из п. 8.4 ( ) ( )∫
=−

=∞
Rz

dzzf
i

fsRe
π2
1

, отсюда 

( ) ( )∫
=+

∞−=
Rz

fsReidzzf π2 .   Таким образом, 

( ) ( ),fsReizfsRei k

n

k
∞−=∑

=
ππ 22

1
 т.е.      ( ) 0

1

1
=∑

+

=
k

n

k
zfsRe , 

 
где  ( ) ( )∞=+ fsRezfsRe n 1 .  ■ 

Пример 2. Вычислить ( )( )∫
=+ −+2

2 11z zz
zdz

. 
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Решение. Особые точки  11 =z , iz −=2  , iz =3  лежат внутри окружности 

2=z . Используя формулу (8.10), получаем ( ) ( )∞−=∑
=

fsRezfsRe
n

k
k

1
. 

Если особых точек внутри L  несколько, то наиболее экономным способом 
вычисления интеграла будет его вычисление через вычет в бесконечно удаленной 
точке ∞ . Подынтегральную функцию разложим в окрестности 2>z  в ряд Лорана в 
точке ∞=z  (несколько первых слагаемых ряда Лорана можно найти, разделив 
«уголком» числитель на знаменатель): 

 

( )( )
...

zzzz
z

++=
−+ 322

11
11

 . 

 
Коэффициент 01 =−c , поэтому ( ) 0=∞fsRe . Следовательно, данный интеграл 

равен нулю.   
 

8.6. Логарифмический вычет 
 
Пусть функция ( )zf − аналитическая в области D  всюду, кроме конечного 

числа изолированных особых точек. Функция  

( ) ( )
( )zf
zfzg

′
=       (8.11) 

называется логарифмической производной функции ( )zf . 

Определение. Логарифмическим вычетом функции ( )zf  в точке Dz ∈0  
называется вычет в этой точке логарифмической производной функции ( )zf . 

Очевидно, что логарифмический вычет функции ( )zf  в точке 0z , в которой 
( ) 00 ≠zf , равен нулю. Поэтому представляют интерес нули и особые точки функции, 

в которых логарифмическая производная будет иметь особые точки. 

Теорема 1. Если аналитическая функция ( )zf  имеет в точке 0z  нуль кратности 
m , то ее логарифмическая производная (8.11) в этой точке имеет простой полюс. 

Доказательство.  Разложим функцию ( )zf  в ряд Тейлора в точке 0z . Согласно 

формуле (8.14) из п. 6.8  имеем:  ( ) ( ) ( ),zzzzf mϕ0−=   где  
( ) ( ) ...,zzccz mm +−+= + 01ϕ  причем    ( ) 00 ≠= mczϕ .  Найдем 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

=
−

′−+⋅−
=

′
=

−

zzz
zzzzzzm
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zfzg m
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ϕϕ

0

0
1
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+
−

=
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−
=
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−
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+

++

001

021
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2
, 

где  ( )zψ − аналитическая функция. Отсюда следует, что точка 0z − простой полюс.  ■ 
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Следствие 1. В нуле 0z  кратности m  аналитической функции ( )zf  ее 

логарифмический вычет равен кратности нуля, т.е. равен m . 

Доказательство.  Так как  ( ) ( )z
zz

mzg ψ+
−

=
0

,   то 
( )
( ) m
zf
zfsRe =

′
.■ 

Теорема 2. Если 0z  - полюс функции ( )zf  порядка m , то ее логарифмическая 
производная (8.11) в этой точке имеет простой полюс. 

Доказательство. Разложим функцию ( )zf  в ряд Лорана в окрестности особой 
точки 0z : 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )m

n

n
nm

m
m

m

zz
zzzc

zz
c...

zz
c

zz
czf

0
0

00

1
1

0

1

0 −
=−+

−
+

−
+

−
= ∑

+∞

=

−
−

+−− ϕ
, 

где   ( ) ( ) ( ) ...,zzczzccz mmm +−+−+= +−+−−
2

0201ϕ    причем   ( ) 00 ≠= −mczϕ . 

( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) =

−
⋅

−

−−−′
=

′
=

−

z
zz

zz
zzzmzzz

zf
zfzg

m

m

mm

ϕ
ϕϕ 0

2
0

1
00  

( )
( ) ( )z

zz
m

zz
m

z
z

ψ
ϕ
ϕ

+
−

−=
−

−
′

=
00

, 

где    ( )zψ − аналитическая функция. ■ 

Следствие 2. В полюсе порядка m  особой точки 0z  функции ( )zf  ее 
логарифмический вычет равен порядку полюса со знаком минус: 

( ) mzgsRe −=0 . 

Доказательство очевидно. 

Пример. Найти логарифмический вычет функции ( )
( ) ( )12

4
3

2

+−

+
=

zz
zzf  в нулях 

и полюсах. 
Решение. Найдем нули функции:   

( ) iz,izzzf 22040 21
2 −==⇒=+⇒= − простые нули. 

Найдем полюсы: ( ) ( ) 2012 3
3 =⇒=+− zzz  - полюс порядка   3=m ,   14 −=z  - 

простой полюс,  ( ) ( )
( )zf
zfzg

′
=  - логарифмическая производная функции ( )zf . 

( ) ( ) 122 =−= igsReigsRe  (см. следствие 1), 

( ) 32 −=gsRe ,  ( ) 11 −=−gsRe  (см. следствие 2).   

Теорема 3  (о логарифмическом вычете). Пусть функция ( )zf  аналитична в 
односвязной области D  за исключением конечного числа полюсов и пусть DL ⊂ − 
произвольная жорданова замкнутая кусочно-гладкая кривая, не проходящая через 
особые точки. Если внутри замкнутого контура L  имеются m  нулей kz  кратности  kν  



 332 
и n  полюсов kc  порядка kµ , то логарифмический вычет функции ( )zf  по контуру L  
вычисляется по формуле: 

( )
( ) PNdz
zf
zf

i

n

s
s

m

k
k

L

−=−=
′

∑∑∫
==+ 112

1
µν

π
,    (8.12) 

где N  и P − соответственно  число нулей и полюсов функции ( )zf  внутри контура 
L  (с учетом их кратности и порядка). 

Доказательство.  Нули m,k,zk 1= , и полюсы n,k,ck 1= , являются простыми 
полюсами логарифмической производной (11). По основной теореме 1 о вычетах из п. 
8.5 

( ) ( ) ( )∑∑∫
==

+=
+

n

s
k

m

k
k

L

csgRezsgRedzzg
i 112

1
π

. 

Согласно следствиям 1 и 2 соответственно имеем: 

( ) ( ) n,k,cgsRe;m,k,zsgRe kkkk 11 =−=== µν . 

Следовательно,  

( ) ( ) PNdzzg
i

n

s
s

m

k
k

L

−=−+= ∑∑∫
==+ 112

1
µν

π
.■ 

8.7. Принцип аргумента 
 

Пусть для функции ( )zf  выполнены условия теоремы 3 из предыдущего 
параграфа. Логарифмический вычет (8.12) запишем в виде 

( )
( )

( )( ) ( )zLnfd
i

dzzfLn
dz
d

i
dz

zf
zf

i
LLL
∫∫∫
+++

==
′

πππ 2
1

2
1

2
1

. 

Под знаком дифференциала находится ветвь многозначной логарифмической 
функции   ( ) ( ) ( )ziArgfzflnzLnf += . Так как ( )zfln  является однозначной и 
непрерывной функцией, то ветвь многозначной функции ( )zLnf  можно выбрать, задав 
значение ( )zfArg  в любой точке Lz ∈0 . Если 0z  переходит в какую-либо точку 

Lz ∈1  по контуру L , то  
 

( ) ( ) ( )001 zfArgzfArgzfArg l∆+= , 
 

где ( )0zfl∆ − приращение функции ( )zfArg  при переходе точки 0z  в точку 1z  
вдоль L  в положительном направлении. При обходе кривой L  в положительном 
направлении от начальной точки 0z  до конечной точки 0z  (один оборот) значения 

( )0zfLn  отличаются друг от друга до и после обхода аргументом. Пусть начальное 
значение ( )0zfArg  равно 0ϕ , конечное - 1ϕ . Тогда, задав уравнение кривой L  в виде 

( )tzz = , [ ]βα ;t ∈ , получим (начальной точке 0z  соответствует α=t ): 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) =−== ∫∫
+

αβ
πππ

β

α
zLnfzLnf

i
tzfdLn

i
zLnfd

i
L

2
1

2
1

2
1

 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )=−−+= αββ
π

zfiArgazflnzfiArgzfln
i2

1
 

 

( )
π
ϕϕ

∆
π 22
1 01

0
−

== zfArgi
i L . 

 
Используя (8.12), получаем равенство 
 

( )zfArgPN L∆
π2
1

=−  ,     (8.13) 

 
которое  называется принципом аргумента. 

Таким образом, принцип аргумента [равенство (8.13)] формулируется 
следующим образом: разность PN −   числа нулей  N  с учетом их кратности и числа 
полюсов P  с учетом их порядка функции ( )zf , заключенных внутри контура L , 
равна приращению ( )zfArg  при однократном обходе точкой z  контура L  в 
положительном направлении, деленному на  π2 . 

Другими словами, разность PN −  равна числу полных оборотов, которые 
совершает вектор wr , идущий из точки 0=w  в точку ( )zfw = , когда точка z  
описывает контур L  в положительном направлении; при этом число оборотов 
считается положительным, если вектор wr  вращается против часовой стрелки, и 
отрицательным – в противоположном случае. 

Очевидно, что формулы (8.12) и (8.13) эквивалентны, т.е. принцип аргумента 
дает геометрическую интерпретацию теоремы 3 п. 8.6. 

Следствие из теоремы 3 п.8.6. Если функция аналитична в области D , то для 
любой кусочно-гладкой замкнутой жордановой кривой DL ⊂  

 
( ) NzfArgL =

π
∆

2
, 

 
где N − число нулей функции ( )zf , причем на кривой L  функция не имеет нулей. 
 

8.8. Теорема Руше 
 

Из принципа аргумента следует теорема Руше, которая позволяет указать число 
корней (нулей) аналитической функции в некоторой ограниченной области, например 
число корней многочлена. С помощью теоремы Руше легко доказывается основная 
теорема высшей алгебры. 

Теорема 1 (Руше). Пусть функции ( )zf  и ( )zg  аналитичны в ограниченной 
области D  и на ее границе L  и пусть во всех точках L  выполняется неравенство 

( ) ( ) Lz,zgzf ∈> .     (8.14) 
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Тогда их сумма ( ) ( ) ( )zgzfzF +=  и ( )zf  имеют в области D  одинаковое 
число нулей с учетом их кратности. 

Доказательство. Из неравенства (8.14) следует, что ( ) Lz,zf ∈≠ 0 . Так как 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0>−≥+= zgzfzgzfzF , то ( ) 0≠zF  на границе L . Найдем число 

нулей FN  функции ( )zF  в области D : 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) =








+=+=

zf
zgzArgfzgzfArgN LLF 1

2
1

2
1

∆
π

∆
π

 

 
( ) ( )

( )







+∆+

∆
=

zf
zgArgzArgf

L
L 1

2
1

2 ππ
. 

 

Но 
( )
( ) 01 =








+

zf
zgargL∆  вокруг точки 0=w , так как вектор 

( )
( )zf
zgw +=1  находится 

внутри окружности 
( )
( ) 11 <=−
zf
zgw  и не совершает оборотов. 

Следовательно, ( )zfArgN LF ∆
π2
1

= .■ 

Пример. Найти число корней уравнения 0265 =++ zz  в открытом круге 
1<z . 

Решение. Введем функции ( ) zzf 6=  и ( ) 25 += zzg . Если 1=z , то 

( ) 66 == zzf , ( ) 322 55 =+≤+= zzzg . По теореме Руше функции 

( ) ( ) ( )zgzfzzzF +=++= 265  и ( ) zzf 6=  имеют одинаковое число нулей в области 
1<z . Так как функция ( ) zzf 6=  имеет один корень, то данное уравнение имеет один 

корень в открытом круге 1<z .   
С помощью теоремы Руше докажем основную теорему высшей алгебры (см. 

теорему 4 из п. 6.12). Используем другую формулировку теоремы. 

Теорема 2 (основная теорема высшей алгебры). Многочлен  n -й  степени имеет в 
комплексной плоскости C  ровно n  нулей с учетом их кратности. 

Доказательство. Пусть ( ) nn
nn

n aza...zazazP ++++= −
−

1
1

10 − произвольный 
многочлен степени n . Введем обозначения: 

( ) ( ) n
nn a...zazg,zazf ++== −1

10 .  

Тогда ( ) ( ) ( )zgzfzPn += . Так как 
( )
( ) 0=

∞→ zf
zglim

z
, то   :0>∃R   
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( )
( ) ( ) ( )









<<⇒≥ zfzgет
zf
zgRz ..,1 . 

По теореме Руше  функции  ( ) ( ) ( )zgzfzPn +=  и ( )zf  имеют одинаковое число 

нулей в открытом круге Rz < . Но функция ( ) nzazf 0=  имеет нуль кратности  n  в 

начале координат. Следовательно, многочлен ( )zPn  имеет также n  нулей на 
комплексной плоскости C .  ■ 

 
8.9. Применение вычетов к вычислению интегралов 

 
Вычеты применяются при вычислении различных интегралов от функций 

действительного и комплексного переменных. Во многих случаях результат 
интегрирования с помощью вычетов можно получить гораздо быстрее и, самое 
главное, намного проще. Рассмотрим некоторые интегралы. 

1. Вычисление интегралов от функции комплексного переменного 
Применяя формулы (8.9) и (8.10), вычисляют интегралы по контуру L . 

Пример. Вычислить ( )( )∫
=+ −+2

2 11z zz
zdz

. 

 
Решение. В п. 8.5 данный пример решен через ( )∞fsRe  (пример 2). Найдем 

интеграл вторым способом, применяя формулу (8.9). 
Особые точки iz,iz,z =−== 321 1  являются простыми полюсами 

подынтегральной функции и лежат внутри окружности 2=z . По формуле (8.9) 

( )( )
( )∫ ∑

= =+

=
−+2

3

1
2 2

11z k
kzfsRei

zz
zdz

π . 

Вычеты ( ) 31,k,zfsRe k = , вычислим по формуле (8.5). Введем обозначения: 

( ) ( ) ( )( )112 −+== zzz,zz ψϕ . 

Найдем производную  

( ) ( ) 123112 22 +−=++−=′ zzzzzzψ . 

1) ( ) ( ) ( )
2
11211111 ==′== fsRe,,,z ψϕ ; 

2) ( ) ( )
4

1222
iifsRe,ii,iz +

−=−+−=−′−= ψ ; 

3) ( ) ( )
2

1223
−

=−−=′=
iifsRe,ii,iz ψ ; 

( )( )
0

4
1

4
1

2
12

112
2 =






 −

+
+

−=
−+∫

=+

iii
zz

dzz

z

π .  
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2. Вычисление интегралов вида ( ) dxxxR∫
π2

0
cos,sin , где R − рациональная 

функция от xsin   и xcos . 
Выражаем xsin   и xcos  по формулам Эйлера: 
 

,
i
eexsin

ixix

2

−−
=  

2

ixix eexcos
−+

= . 

 
Замена ixez =  приводит данный интеграл к интегралу от функции 

комплексного переменного по окружности 1=z , обходимой в положительном 
направлении при изменении x  от 0 до π2 . Так как 

22

11 −− +
=

−
===

zzxcos,
i
zzxsin,

iz
dzdx,dxiedz ix , то  

 

( )
iz
dz

z
z,

z
z

i
Rdxxcos,xsinR

z
∫∫
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













 +






 −=

1

2

0

1
2
11

2
1π

. 

 
Предполагая, что на окружности 1=z  нет особых точек, применяем формулу 

(8.9) о вычетах к вычислению полученного интеграла. 

Пример. Вычислить dx
xsin
xcos

∫ −
+π2

0 2
2

. 

Решение. Так как   

11
2
11

2
1

=





 +=






 −=== z,

z
zxcos,

z
z

i
xsin,

iz
dzdx,ez ix , 

то 

( )dz
izzz
zz

iz
dz

z
z

i

z
z

dx
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xcosI

zz
∫∫∫

== ++ −−
++

−=⋅






 −−







 ++

=
−
+

=
1

2

2

1

2

0 14
14

1
2
12

1
2
12

2
2π

. 

 
Подынтегральная функция имеет простые полюсы 0=z , ( )iz 322 += , 

( )iz 323 −= , полюс 2z  лежит вне окружности, полюсы  1z  и 3z  лежат внутри 
окружности. Найдем ( )1zfsRe  и ( )3zfsRe  по формуле (8.4): 

 

( ) ( ) ,
izzz
zzzlimfsRe

z
1

14
140 2

2

0
−=

−−
++

=
→

 

 

( ) ( )( )( )
3

211432 3
32

2

3

izz
zzzzz

zzzlimifsRe
zz

+=−
−−
++

=−
→

. 
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Следовательно, 

.iiI π
π

π
3

34
3

4
3

2112 ==





 ++−−=    

 

3. Вычисление несобственных интегралов вида ( )dxxf∫
+∞

∞−

 

Пусть подынтегральная функция ( )xf  является рациональной функцией 

( ) ( )
( )xQ
xPxf = , знаменатель которой ( )xQ  не имеет нулей на действительной оси, причем 

степень знаменателя превышает степень числителя, по крайней мере, на два. Теорию 
вычетов применяют следующим образом. Функцию ( )xf  действительного 
переменного x аналитически продолжают на верхнюю полуплоскость 0>zIm . Ее 
аналитическое продолжение ( )xf  является аналитической функцией в верхней 
полуплоскости всюду, кроме полюсов kz  функции ( )zf . Тогда 

 

( ) ( )∑∫ =
+∞

∞− k
kzfsReidxxf π2  .    (8.15) 

 
Докажем формулу (8.15). Рассмотрим 

положительно ориентированный контур L , 
ограниченный верхней полуокружностью Rz =  
и отрезком [ ]R;R−  действительной оси, где 
радиус R  выбираем таким, чтобы все особые 
точки функции ( )zf , расположенные в области  

0>zIm , оказались внутри контура (рис. 8.2). 

Разложим ( )zf  в ряд Лорана в 
окрестности точки ∞=z . Так как степень числителя меньше степени знаменателя, по 
крайней мере, на два, то 

( ) ...
z

c...
z

c
z

czf n
n ++++= −−−

3
3

2
2  . 

Бесконечно удаленная особая точка ∞=z  является устранимой особой точкой 

функции ( ) ( ) 




 =

∞→
0zflimzf

z
, поэтому  

 

( ) ( ) ,R
R

dzzfdzzf,R
LL

επ
π
ε

ε =⋅<⋅≤∃>∀ ∫∫
11

0  

 
т.е. ( ) 0

1

=∫
∞→

dzzflim
Lz

, где 1L − верхняя полуокружность контура L . 

Имеем: 
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( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
−+ 1L

R

RL

dzzfdxxfdzzf . 

 

При +∞→R  ( ) 0
1

→∫
L

dzzf , поэтому  ( ) ( ) ( )∫ ∑∫
+

==
+∞

∞− L k
kzsfReidzzfdxxf π2 − 

получили формулу (8.15). 
 

4. Лемма Жордана и ее применение к вычислению интегралов 
 

Лемма Жордана. Пусть правильная дробь ( )zf  аналитична в полуплоскости 
0≥zIm  за исключением полюсов, расположенных в области  0>zIm .  Тогда  для 

любого положительного числа  δ  
 

( ) 0
1

=∫
+∞→

dzezflim zi

LR
σ  ,     (8.16) 

 
где 1L  - верхняя полуокружность с таким радиусом R , что все полюсы функции ( )zf , 
расположенные в полуплоскости 0>zIm , находятся внутри контура L  (рис.8.2). 

Доказательство. На полуокружности π≤≤= t,Rez:L it 01 , для любого 
положительного числа ε  существует такой радиус R , что  

 

( ) ( ) ( ) =⋅⋅=⋅≤ ∫∫∫ dtReieRefdzezfdzezf itReiitzi

LL

zi itσ
π

σσ

011

 

 

( ) ( ) ( ) =⋅⋅⋅=⋅⋅= ∫∫ + dtReieeRefdtReieRef ittsinRitcosRiitittsinitcosRiit σσ
π

σ
π

00
 

 

( ) επ
π

εσ
π

=⋅≤⋅⋅= −∫ R
R

RdteRef tsinRit

0
, 

 
т.е. выполняется равенство     (8.16).■ 

Теорема .  Пусть функция ( )zf  удовлетворяет условиям леммы Жордана. Тогда 
 

( ) ( )[ ]∑∫ ⋅=
+∞

∞− k
k

zixi z,ezfsReidxexf σσ π2  ,    (8.17) 

 
где вычеты вычисляются по всем полюсам  kz  функции ( )zf  в верхней 
полуплоскости 0>zIm . 

Доказательство. Построим контур L  (рис. 8.2), внутри которого расположены 
особые точки функции ( )zf  
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( ) ( ) ( ) dzezfdzezfdzezf zi

L

xi
R

R

zi

L

σσσ ∫∫∫ +=
−+ 1

. 

 
По лемме Жордана при ∞→R  второе слагаемое справа стремится к нулю, 

интеграл в левой части равенства равен сумме вычетов, умноженной на iπ2 , 
следовательно, формула (8.17)  справедлива. ■ 

Из равенства (8.17) выделим действительную и мнимую части: 
 

( ) ( ) ( )[ ]( ) ( )[ ]( )k
zi

k
zi z,ezfsReiImiz,ezfsReiRedxxsinixcosxf σσ ππσσ 22 +=+∫

+∞

∞−

, 

 

( ) ( )[ ]( )

( ) ( )[ ]( ).z,ezfsReiImxdxsinxf

,z,ezfsReiRexdxcosxf

k
zi

k
zi

σ

σ

πσ

πσ

2

2

=

=

∫

∫
∞+

∞−

+∞

∞−    (8.18) 

 
Из формулы (8.17) получим результаты для четных и нечетных функций ( )xf . 

Преобразуем (8.17): 

( ) ( ) ( ) =+= ∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

dxexfdxexfdzexf xixixi σσσ

0

0
 

 ( ) ( ) ( )[ ]∑∫∫ =+−=
+∞

−
+∞

k
k

zixixi z,ezfsReidxexfdxexf σσσ π2
00

. 

Если ( )xf − четная функция, то 

( ) ( ) ( )[ ]∑∫ =+ −
+∞

k
k

zixixi z,ezfsReidxeexf σσσ π2
0

, 

( ) ( )[ ]∑∫ =
+∞

k
k

zi z,ezfsReixdxcosxf σπσ
0

 .  (8.19) 

Если ( )xf  - нечетная функция, то            

( ) ( ) ( )[ ]∑∫ =− −
+∞

k
k

zixixi z,ezfsReidxeexf σσσ π2
0

. 

Разделим обе части равенства на i2 , получаем формулу  

( ) ( )[ ]∑∫ =
+∞

k
k

zi z,ezfsRexdxsinxf σπσ
0

.    (8.20) 
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Пример 1. Вычислить ∫
+∞

∞− + 14

2

x
dxx

. 

Решение. Найдем особые точки функции ( )
14

2

+
=

z
zzf , расположенные в 

полуплоскости .zIm 0>  Особыми точками будут нули многочлена 14 +z : 

ππ sinicoszz +=−=⇒=+ 101 44 . 

 

3210
4
2

4
2 ,,,k,ksinikcoszk =

+
+

+
=

ππππ
. 

 
В области  0>zIm   лежат полюсы первого порядка   
 

2
2

2
2

0 iz +=   и         
2
2

2
2

1 iz +−= . 

 
Найдем вычеты в особых точках   0z  и  1z : 
 

( ) ( )
1

1
0

3
0

2
0

0 4
1

4
1

4 z
zfsRe,

zz
zzfsRe === . 

 
По формуле (8.15) имеем: 
 

2
2

2
11

24
1

4
12

1 10

01

1010
4

2 πππ
π =

⋅
+

=







+=








+=

+∫
∞+

∞− zz
zzi

zz
i

zz
i

x
dxx

.  

 

Пример 2. Вычислить dx
x

xcos
∫

+∞

+0
2 9

4
. 

Решение. Так как функция ( )
9

1
2 +

=
x

xf − четная, то применяем формулу (8.19). 

Функция ( )
9

1
2 +

=
z

zf  в верхней полуплоскости имеет простой полюс iz 31 = . 

 

( )( )( ) 12

124

32

4

0
2 6633

33
99

4
ei

ei
iziz

eizlimii,
z
esReidx

x
xcos iz

iz

iz π
πππ ==

+−
−=









+
=

+

−

→

∞+

∫ . 

 

Пример 3. Найти dx
x

xsinx
∫

+∞

+0
2 9

4
. 
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Решение. Функция ( )
92 +

=
x

xxf − нечетная, поэтому применяем формулу (8.20). 

Функция ( )
92 +

=
z

zzf  имеет простой полюс   iz 31 =  в полуплоскости 0>zIm . 

 

( )( )( ) .
ei

ieiz
iziz

zelimi,e
z

zsRedx
x

xsinx iz

iz

iz
12

124

3

4
2

0
2 26

33
33

3
99

4 π
πππ ==−

+−
=





+
=

+

−

→

∞+

∫   

 

Пример 4. Вычислить интеграл dx
x

xsin
∫

+∞

0
. 

 

Решение. Функция ( )
z

zf 1
=  имеет на действительной оси особую точку 0=z , 

поэтому предыдущие рассуждения неприменимы. 
 

Введем интеграл dz
z

e

L

iz

∫
+

, 

который будет равен нулю по контуру L , 
изображенному на рис. 8.3, так как 

внутри контура функция 
z

eiz
 является 

аналитической. Контур L  состоит из 
двух полуокружностей 1L  и 2L  
соответственно с радиусами R  и  r  и 

двух отрезков [ ] [ ]R;r,r;R −− действительной оси Ox , причем обход контура L  
положительный. 
Имеем  

0
21

=−++= ∫∫∫∫∫
−

−+

dz
z

edz
z

edx
x

edx
x

edz
z

e

L

iz

L

izR

r

ixr

R

ix

L

iz
. 

 
Найдем интегралы в правой части равенства при 0→r  и +∞→R . Повторяя 

рассуждения леммы Жордана, получаем, что 0
1

=∫
∞→

dz
z

elim
L

iz

R
. 

( ) ===≤≤== ∫∫ +

→→ ϕ

ϕ

π

ϕϕϕϕ ϕ
ϕπϕ i

i
sinicosir

r
ii

L

iz

r re
direelimdriedz,,rez:Ldz

z
elim

0

0
2

0
0

2

 

( ) ididelimi sinicosir
r

πϕϕ
ππ

ϕϕ −=== ∫∫ +

→

00

0
; 



 342 

=
−

=







+−=








+ ∫∫∫∫∫

−

+∞→
→

−

+∞→
→

−

−+∞→
→

dx
x
eelimdx

x
edx

x
elimdx

x
edx

x
elim

R

r

ixix

R
r

R

r

ixR

r

ix

R
r

R

r

ixr

R

ix

R
r 000

 

dx
x

xsinidx
ix

eelimi
R

r

ixix

R
r ∫∫

+∞−

+∞→
→

=
⋅
−

=
00

2
2

2 . 

Следовательно, 
 

2
02

00

π
π ==+− ∫∫

+∞+∞
dx

x
xsin,dx

x
xsinii .    
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8.10. Задачи для самостоятельной работы 

 
Занятие 1  

1. Найти вычеты функций ( )zf  в указанных точках: 

а) iz,
iz

z
=

−

3
;          б) 0=z,

zsin
e z

; в) ( ) 1
1

1
=

−
z,

zz
;   г) 023

2
=

−
z,

zz
zsin

 ; 

 

д) 
( )

0
1

1
2 =

−
z,

zz
; е) 

( ) ( )
1

21 23 −=
−+

z,
zz

z
;      ж) 0

1

=z,e z ; 

 

з)  ∞=z,e z
1

;  и)  ∞=⋅ z,
z

sinz 12 . 

 
2. Найти вычеты относительно всех особых точек функции ( )zf : 
 

а) ( )( )112 −+ zz
z

;  б) 53
1

zz −
;  в)  

( )
n,

z
z

n

n

+1

2
− натуральное число; 

 

г) 
2

1
−z

cos ;   д) 
2

13

−
⋅

z
cosz . 

 
3. Вычислить следующие интегралы с помощью вычетов по замкнутым 

контурам L , обходимым в положительном направлении: 
 

а) ∫
+

=+
+L

xyx:L,
z

dz 2
1

22
4 ;  б) 

( )( )∫
=+ −−2

5 13z zz
dz

; в) ( )∫
=+ −1

22 9z

z

zz
dze

; 

 

г) 01
>=∫

+

r,rz:L,dz
z

sin
L

;  д) dz
z

sinz
z
∫

=+ 1

2 1
; е) 

( )
∫

=+

+

1
3

3 1

z z
dzz

; 

 

ж) ∫
=+ −2

221z zsin
zdz

. 

 
Занятие 2 
 
4. Используя теорему о логарифмическом вычете (см. теорему 3 п. 8.6), 

вычислить   
( )
( ) dz
zf
zf

L
∫
+

′
 для функций: 
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а) ( )
( )

4
3

9
4

2
=

+

+
= z:L,

z
zzf ;  б) ( ) ( ) ,zsinzzf ⋅+= 13  3=z:L ; 

в) ( )
( ) ( )

4
22 444 =

−+
= z:L,

zizz
zcoszf ; 

г) ( ) ,a...zazazf n
nn +++= −1

10 где n,k,ak 0= ,- постоянные, контур L  
выбирается таким, чтобы внутри него находились все нули функции ( )zf . 

5. Вычислить с помощью вычетов следующие интегралы (см. п. 8.9) 

а) ϕ
ϕ
ϕπ

d
sin
cos

∫ −
+2

0 2
2

;   б) 
( )∫

+

π

ϕ

ϕ2

0
223 cos

d
;   в) ∫ −

π

ϕ
ϕ2

0 23 sin
d

;   г) ∫ ++

π

ϕϕ
ϕ2

0 2cossin
d

. 

6. Вычислить с помощью вычетов несобственные интегралы от функций 
действительного переменного x : 

 

а) ∫
∞+

∞− +14

2

x
dxx

;    б) ( )( )( )∫
+∞

∞− +++ 941 222 xxx
dx

;    в) dx
x

xcos
∫

+∞

+0
2 4

2
;    г) dx

x
xsinx

∫
+∞

+0
2 4

2
; 

 

д) 
( )∫

+∞

∞− +
32 1x

dx
;    е) 

( )∫
+∞

+0
22 1xx

xdxsin
;    ж) dx

xx
xcosx

∫
+∞

∞− +− 1022 ;    з) ∫
+∞

∞− +− 1022 xx
dxxsinx

; 

 

и) dx
x

xsin
∫

+∞

∞−

; к) dx
x

bxcosaxcos
∫

+∞ −

0
2 , где 00 >> b,a . 

 
8.11. Ответы 

 
1. а) решение. Точка iz =  является простым полюсом данной функции. По 

формуле (8.3) 

( ) ( ) iizlim
iz

zizlimifsRe
iziz

−===
−

⋅−=
→→

33
3

.   

 
Для вычисления вычета функции относительно простого полюса можно 

воспользоваться и формулой (8.5): ( ) ( )
( )0

0
0 z'

zzresf
ψ
ϕ

= , где 

 
( ) 3zz =ϕ , ( ) izz −=ψ , ( ) iii −== 3ϕ , 1='ψ ; 

 

б) точка 0=z - простой полюс функции. По формуле (8.5) ( ) 1
0

0
0

==
cos
eresf ; 

в) 1;  г) 0;  д) решение. Точка 0=z - полюс второго порядка, поэтому используем 
формулу (8.6): 
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( )
( ) ( )

1
1

1
1

1
1

1
1
10 2002

2
0

−=
−

−=
′









−
=









−
=

→→→ z
lim

z
lim

zz
z

dz
dlim

!
resf

zzz
; 

е) 
27
1

;  ж)1;   з)-1;   и)
6
1

. 

2. а) решение. Особыми точками являются z1=1, z2=-i, z3=I, z4= ∞ . Точки z1, z2, z3 – 

полюсы первого порядка, поэтому ( ) ( )
( ) 2

1
1
11 =

′
=

ψ
ϕresf , так как ( ) zz =ϕ , 

( ) ( )( )112 −+= zzzψ , ( ) ( ) 123112 22 +−=++−= zzzzzz'ψ ; 

( ) ( )
4

1
4

1 iiresf,iiresf +
−=

−
=− . 

Точка ∞=z − нуль кратности два, поэтому ( ) 0=∞resf . Проверим вычисления. 
Так как сумма вычетов на расширенной комплексной плоскости равна нулю, то 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
4

1
4

1
2
11 =

+
+

−
−−=−−−−=∞

iiiresfiresfresfresf ; 

б) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
2
11

2
1110 =∞−=−=−= resf,resf,resf;resf ; 

в) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )!n!n
!nresf,

!n!n
!nresf

nn

11
21

11
121

1

+−
−

=∞
+−

−
=−

+

; 

г) ( ) ( ) 002 =∞= resf,resf ; д) решение. Ряд Лорана имеет вид:  

( ) ( ) 







−

−
+

−
−=

−
...

!z!z
z

z
cosz

42
1

22
11

2
1

42
33 , 

следовательно, 2=z - существенно особая точка, ( )
24

1432 1 −== −cresf . 

Действительно, представляя 

( )( ) ( ) ( ) ( ) 821226222 233 +−+−+−=+−= zzzzz , 

получаем следующее выражение: 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

=







−

⋅−
+

⋅−
−⋅+−+−+−=

−
...

!z!z
zzz

z
cosz

42
1

22
118212262

2
1

42
233

...
!!z

+





 +−

−
=

4
1

2
12

2
1

, 

отсюда коэффициент   
24

143
4
1

2
12

1 −=+−=− !!
c ;    ( )

24
143

=∞resf . 
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3. а) решение. Найдем особые точки: 014 =+z ,  

4
2

4
21 44 ksinikcossinicoszk

ππππ
ππ

+
+

+
=+=−= , к=0,1,2,3, отсюда 

2
2

2
2

0 iz += ,  ( )iz +−= 1
2
2

1 ,  ( )iz +−= 1
2
2

2 ,  ( )iz −= 1
2
2

3 . 

Внутри круга, границей которого является окружность L, лежат две особые 
точки z0 и z3 . Применяя основную теорему о вычетах (п.8.5), получаем: 

( ) ( )( )∫ +=
+L

zresfzresfi
z

dz
304 2

1
π , где f(z) – подынтегральная функция. Точки z0 и z3 – 

простые полюсы, поэтому 

( ) ( )
( ) =

+−
=







 +

===
2222

1

44
4

1
4
1

33
00

0
0 i

sinicos
zz'

zzresf
ππψ

ϕ
 

( ) ( )ii
+−=

+−
= 1

8
2

16
122

. 

Аналогично ( ) ( )izresf −−= 1
8
2

3 . Имеем 
2

2
4
2

14
ii

z
dz

L

π
π −=−=

+∫
+

; 

б) внутри окружности |z|=2 находится пять особых точек. Пример можно решать 
аналогично 3а, при этом нужно найти вычеты в пяти точках, что приводит к большим 
вычислениям. Для вычисления данного интеграла удобнее использовать теорему о 
сумме вычетов на расширенной комплексной плоскости C . Так как особая точка z =3 
лежит вне окружности |z|=2, то данный интеграл 

( ) ( )( )∞−−= resfresfi2I 3π . 

( ) ( )
( )( ) 242

1
1

1
13

133 5353
I

z
lim

zz
zlimresf

zz
=

−
=









−−
−=

→→
. 

Найдем ( )∞resf , для чего подынтегральную функцию нужно разложить в ряд 

Лорана в окрестности ∞=z . Требуется найти коэффициент 1−c при 1−z . Легко 
установить, что ∞=z  является нулем кратности s=6, т.е. ряд Лорана начинается со 
степени 6−z и  01 =−c . Следовательно, ( ) 01 =−=∞ −crefs , поэтому  

121
0

242
12 iiI π

π −=





 −−= ;  в) iπ

9
2

− ;  г) iπ2 . Указание. ...
!zzz

sin +−=
3

111
3 ;  

д) i
3
π

− ;  е) 0;  ж) i
2

2π
− . 



 347 
4. а) решение. Функция )z(f имеет два простых нуля и один полюс 4-го 

порядка, поэтому i)(ii)PN(I πππ 4222 −=−=−= , где ∫
+

=
L

,dz
)z(f
)z('fI N и P – 

соответственно число нулей и полюсов функции )z(f  внутри контура L, причем 
учитывается их кратность; б) iπ8 ; в) iπ16− ; г) niπ2 . 

5. а) решение. Применяя подстановку zei =ϕ , получаем: 
z

dzid −=ϕ , 

2

1−+
=

zzcosϕ , 
i
zzsin

2

1−−
=ϕ . Если ϕ  изменяется от 0 до π2 , то окружность 

ϕiez =  обходится в положительном направлении.  

Имеем: 

( )∫ ∫
= −−

++
−=

−
+

=
π

ϕ
ϕ
ϕ2

0 1
2

2

14
14

2
2

|z|
dz

izzz
zzd

sin
cosI . 

Подыинтегральная функция имеет простые полюсы 01 =z ; 322 iiz += , 

323 iiz −= . Полюс 2z  лежит вне окружности |z|=1, поэтому 
( ) ( )( )312 zresfzresfiI +−= π . Так как ( ) 11 −=zresf , 

( ) ( ) ( )( ) 3
2114

32

2

33
3

i
zzzzz

zzzzlimzresf
zz

+=
−−
++

−=
→

, 

то 

3
34

3
2112 π

π =







++−−=

iiI ; б) π
25

56
; в) π

5
52

; г) π2 . 

6. а) решение. Найдем особые точки функции ( )
14

2

+
=

z
zzf , лежащие в верхней 

полуплоскости 0>zIm :  

z4+1=0, z4=-1=cosπ+isinπ,
4
2

4
2 ksinikcoszk

ππππ +
+

+
= , (к=0,1,2,3). 

В области 0>zIm  лежат особые точки ( )iz += 1
2
2

0  и ( )1
2
2

1 −= iz . Согласно 

лемме Жордана ( )∫ =
+∞→

RLR
dzzflim 0 , где RL − верхняя полуокружность |z| =R.  

Поэтому 

( ) ( ) ( )∑∫ ∫
=−∞→

=













+

1

0
2

k
K

L

R

RR
zresfidxxfdzzflim

R

π , 
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т.е. ( ) ( ) ( )( )∫
+∞

∞−

+== 102 zresfzresfidxxfI π . 

( ) ( )
( ) ( ) ,

z
zresf,

zz
z

z'
zzresf

1
1

0
3
0

2
0

0

0
0 4

1
4
1

4
====

ψ
ϕ

 

2
2

1
1

1
1

2
2

4
1

4
12

10

ππ
π =








+−
+

+
=








+=

ii
i

zz
iI ; 

б) 
60
π

; в) решение. Найдем особые точки функции ( )
42

2

+
=

z
ezf

iz
, расположенные 

в о бласти 0>zIm . Решая уравнение z2+4=0, получаем два простых полюса i2± , один 
из которых, iz 21 = , лежит в области 0>zIm .  

Так как функция ( )
4

1
2 +

=
x

xf − четная, то по формуле (8.19) имеем: 

∫
∞+ −

==








+
=

+0
4

4

2

2

2 44
2

44
2

ei
iei,

z
esReidx

x
xcos iz ππ

π ;   

г) решение. Вычислим интеграл по формуле (8.20), так как 
42 +

=
x

x)x(f − нечетная 

функция. В полуплоскости 0>zIm  имеется одна особая точка iz 21 =  (простой 
полюс), поэтому 

4

4

2

2

0
2 24

22
44

2
ei

iei,
z
zesRedx

x
xsinx iz ππ

π ==








+
=

+

−∞+

∫ .  

д) 
8

3π
; е) 






 −

e2
31

2
π

; ж) ( )131
3 3 sincos
e

−
π

; з) ( )113
3 3 sincos
e

+
π

; и) π ; к) π
2

ab −
. 
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9.  ОСНОВЫ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

9.1.  Понятие преобразования Лапласа 

Под операционным исчислением понимают совокупность методов прикладного 
математического анализа, позволяющих экономными средствами получать решения 
линейных обыкновенных дифференциальных уравнений, систем линейных 
дифференциальных уравнений, а также и некоторых других уравнений. Операционное 
исчисление основано на функциональном преобразовании: некоторой функции ( )tx  
действительного переменного t , называемой оригиналом, ставится в соответствие 
другая функция ( )pX  комплексного переменного p , называемая изображением функции 

( )tx , по формуле 

( ) ( )∫
+∞

−=
0

dtetxpX pt  .     (9.1) 

Преобразование (9.1) называется преобразованием Лапласа, несобственный 
интеграл, зависящий от параметра p , называется интегралом Лапласа. Процесс 
нахождения изображения для заданного оригинала ( )tx  и нахождениия оригинала по 
заданному изображению ( )pX  называется операционным исчислением. Операционное 
исчисление разработал английский инженер Хевисайд, который ввел другое 
преобразование: 

( ) ( )∫
+∞

−=
0

dtetxppX pt , 

отличающееся от преобразования Лапласа множителем p . В дальнейшем 
рассматривается преобразование Лапласа. 

Для связи изображения ( )pX  и соответствующего оригинала ( )tx  вводятся 
различные обозначения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )pXtxL,pXtx,txpX,pXtx =←→= . 

Введем определение оригинала. 

Определение. Оригиналом называется функция ( )tx , удовлетворяющая 
следующим условиям: 

1. ( ) 0=tx при 0<t . 
2. Функция ( )tx  кусочно-непрерывна на любом промежутке [ ]ba, . 
3. Существуют такие действительные числа 0s и 0>M , что для всех 0≥t  

выполняется неравенство 

( ) tsMe|tx| 0≤ ,     (9.2) 

число 0s называется показателем роста функции ( )tx . 
Следует заметить, что многие реальные процессы описываются функциями, для 

которых выполняется определение 1. 
Пример 1. Единичная функция  

( )




<
≥

=
00
01

1
tпри

,tпри
t  
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является оригиналом, так как она удовлетворяет условиям 1-3 определения. 

Если функция ( )tg  удовлетворяет условиям 2 и 3 определения, то функция 
( ) ( ) ( )tgttx ⋅=1  

является оригиналом. 
Например, функции ( ) tt ⋅1 , ( ) tsint1 , ( ) tet 21 - оригиналы. В дальнейшем будем 

считать, что все рассматриваемые нами функции имеют множитель ( )t1 , хотя сам 
множитель в написании часто будем опускать, т.е. будем писать t , tsin , te2 . 

9.2.   Сходимость интеграла Лапласа 

Теорема 1. Интеграл Лапласа сходится абсолютно в полуплоскости 0spRe > , где 

0s − показатель роста оригинала ( )tx . 

Доказательство. Пусть 0sspRe,iwsp >=+= . Оценим интеграл Лапласа. 

( ) ( ) ( ) =⋅⋅≤⋅≤ ∫∫∫
∞+

−−
∞+

+−
∞+

− dteeeMdtetxdtetx iwtsttstiwspt

000

0  

( )

00

0

ss
MdteM tss

−
== ∫

+∞
−− , 

так как 1=−=− wtsiniwtcose iwt . 

По признаку сравнения сходимости несобственных интегралов следует 
сходимость интеграла Лапласа в полуплоскости 0sspRe >= .    

Теорема 2. Интеграл Лапласа сходится равномерно в полуплоскости 
01 ssspRe >≥= . 

Доказательство. ( ) ( )

0100

01

ss
MdteMdtetx tsspt

−
=≤ ∫∫

∞+
−−

∞+
− . 

Следовательно, интеграл Лапласа мажорируется при 01 sspRe >≥  сходящимся 
интегралом, поэтому интеграл Лапласа сходится равномерно.    

Теорема 3. Если ( )tx − оригинал, то его изображение ( )pX  является 
аналитической функцией в полуплоскости 0spRe > . 

Доказательство. Докажем, что производная ( )pX '  существует и вычисляется по 
формуле: 

( ) ( )∫
+∞

−−=′
0

dtettxpX pt ,     (9.3) 

т.е.  мы должны показать справедливость дифференцирования интеграла Лапласа по 
параметру p . Известно, что ( )pX ′  существует, если интеграл в правой части 
равенства (9.3) сходится равномерно в области 01 sspRe >≥ . Равномерная сходимость 
этого интеграла доказывается аналогично доказательству равномерной сходимости 
интеграла Лапласа в теореме 2. Следовательно, ( )pX  является  аналитической 
функцией в полуплоскости 0spRe > .    
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Теорема 4. Если ( )tx  - оригинал, то ( ) 0lim

Re
=

+∞→
pX

p
. 

Доказательство. Теорема 4 является следствием теоремы 1. 

Теорема 5. Если изображение ( )pX  аналитично  в бесконечно удаленной точке 
∞=p , то  

( ) 0=
∞→

pXlim
p

. 

Доказательство. Так как функция ( )pX  аналитична в ∞ ,  то ее ряд Лорана в 
окрестности бесконечно удаленной точки ∞  имеет вид 

( ) ...
p
c...

p
c

p
ccpX n

n +++++= 2
21

0 , отсюда ( ) 0cpXlim
p

=
∞→

. По теореме 4 

( ) 0=
∞→

pXlim
s

, поэтому 00 =c , теорема 5 доказана.    

9.3. Основные свойства преобразования Лапласа 

1.Линейность. Если ( ) ( )pXtx 11 ← , ( ) ( )pXtx 22 ← , … , ( ) ( )pXtx nn ← , то для 

любых комплексных чисел n,...,, λλλ 21  ( ) ( )∑ ∑
= =

←
n

k

n

k
kkkk pXtx

1 1
λλ . 

Доказательство. Используем преобразование Лапласа (9.1): 

( ) ( ) ( )∑ ∑∫∫ ∑
= =

+∞
−

+∞
−

=
==







 n

k

n

k
kk

pt
kk

pt
n

k
kk pXdtetxdtetx

1 100 1
λλλ .    

2. Подобие. Если ( ) ( )pXtx ← , то для любого числа 0>a  

( ) 





←

a
pX

a
atx 1

. 

Доказательство. 

( )( ) ( ) =
=

==
== ∫

∞+
−

a
ddt

,dadt,at
dteatxatxL pt τ

ττ

0
 

( ) ( ) 





==⋅= ∫∫

∞+ −∞+ −

a
PX

a
dex

aa
dex a

p
a
p

11

00
ττ

τ
τ

ττ
.     

3. Изображение производных. Если ( ) ( ) ( )( )txtxtx n,...,', − оригиналы и 
( ) ( )pXtx ← , то  
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )









−−−−←
−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−←
−←

−−− ,x...'xpxppXptx

,'xpxpXpt''x
,xppXt'x

nnnnn 000

00
0

121

2

 (9.4) 

где ( )( ) ( )( )
0

100
+→

−==
t

kk n,k,txlimx . 

Доказательство. По формуле (9.1) 

( )∫
+∞

− =
0

dtet'x pt   интегрируем по частям, что допустимо при 01 ssspRe >≥=   

(см. теоремы 2 и 3 в п.9.2)| ( ) ( )∫
+∞

−∞+− =+=
00

dtetxpetx ptpt | так как 0spRe > , то 

подстановка ∞=t   даёт нуль | ( ) ( )ppXx +−= 00 . Таким образом, 
( ) ( ) ( )0xppXt'x −← .. 

Аналогично можно получить изображения производных высшего порядка, применяя 
интегрирование по частям соответствующее число раз.    

4. Изображение интеграла. Если ( ) ( )pXtx ← , то ( )∫
t

dx
0

ττ  также является 

оригиналом и 

( ) ( )
∫ ←
t

p
pXdx

0
ττ  .      (9.5) 

Доказательство. Введем обозначение: ( ) ( )∫=
t

dxtg
0

ττ . Так как ( )tx − оригинал, то   

( ) tsMetx 0≤ и  

( ) ( ) tsts
tst

s e
s
Me

s
M

s
eMdeMtg 00

0
0

00000
1 <−==≤ ∫

τ
τ τ . 

Следовательно, функция ( )tg  является оригиналом, т.е. ( ) ( )pGtg ← . 
Продифференцируем функцию ( )tg : 

( ) ( )txtg =' . 

Из формулы (9.4) следует, что  ( ) ( ) ( ) ( )ppGgppGt'g =−← 0 . 
Следовательно, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫→=⇒=
t

dx
p
pXpGpXppG

0
ττ .    
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5. Запаздывание оригинала. Если ( ) ( )pXtx ←  и ( ) 0=tx  при τ<t , где 0>τ , то 

( ) ( )pXetx p ⋅←− − ττ , т.е. запаздыванию оригинала на τ  соответствует умножение 

его изображения на τpe− . 
Доказательство.  

( ) ( ) ( ) ==−=−=−←− ∫∫
+∞

−
+∞

− utdtetxdtetxtx ptpt ττττ
τ0

 

( ) ( ) ( ) ( )pXedueeuxdueux pppuup ⋅=⋅== −
+∞

−−
+∞

+− ∫∫ τττ

00
.    

6. Смещение изображения. Если ( ) ( )pXtx ← , то для любого числа α  

( ) ( )αα −← pXtxe t . 

Доказательство. 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )αααα −==⋅= ∫∫
+∞

−−
+∞

− pXdtetxdtetxetxeL tppttt

00
.    

7. Изображение свертки. Сверткой кусочно-непрерывных функций ( )tx  и ( )ty  
называется функция  

( ) ( )∫ −⋅
t

dtyx
0

τττ , 

которая обозначается символом yx ∗ . 
Таким образом  

( ) ( )∫ −=∗
t

dtyxyx
0

τττ . 

Докажем, что операция свертки коммутативна, т.е.  
xyyx ∗=∗ . 

Введем замену переменной: τ−= tu . Тогда  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ ∗=−=−−=−=∗
t

t

t
yxduutyuxduuxutydtxyxy

0

0

0
τττ , 

т.е. операция свертки коммутативна. 

Теорема (об изображении свертки). Если ( )tx  и ( )ty − оригиналы, то функция  

( ) ( ) ( )∫ −=∗=
t

dtyxyxt
0

τττϕ  

также оригинал и  
( ) ( )pYpXyx =∗ , 

где 
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( ) ( )txpX → , ( ) ( )typY → . 

Доказательство. Сначала покажем, что свертка yx ∗ является оригиналом. 
Функция ( ) yxt ∗=ϕ  удовлетворяет условиям 1 и 2 определения из п.9.1, так как ( )tx  
и ( )ty − оригиналы. Пусть ( )210 s,s.наибs = , где 21 sиs − соответственно показатели 
роста оригиналов ( )tx  и ( )ty . Тогда существует число 0>M  такое, что  

( ) tsMetx 0≤ и ( ) tsMety 0≤ . 
Оценим свертку ( )tϕ : 

( ) ( ) ( )trsts
t

tsts
t

s eMteMdeMdeeMt +− <==⋅≤ ∫∫ 00000
1

2

0

2

0

2 ττϕ ττ , 

где 0>r . 
Следовательно, свертка ( )tϕ  удовлетворяет условию 3 определения из п.9.1, т.е. 

свертка yx ∗ является оригиналом. 
Найдем теперь изображение свертки. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫
∞+

−








−←−=

t t
pt dtdtyxedtyxt

0 0 0
ττττττϕ . 

Двойной интеграл абсолютно сходится при 0spRe > , поэтому можно изменить 
порядок интегрирования и получить 

( ) ( ) ( )∫ ∫
∞+ ∞+

−








−←

0
τττϕ

τ
ddtetyxt pt . 

По свойству 5 запаздывания оригинала интеграл 

( ) ( )pYedtety ppt ⋅=− −
+∞

−∫ τ

τ

τ , 

следовательно, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )pYpXdpYetxt p ⋅=⋅← ∫
+∞

−

0
τϕ τ .    

Следствие. 
Пусть ( ) ( ) ( ) ( )pYty,pXtx ←← , производная ( ) ( ) ( )0yppYt'y −← . Тогда имеет 

место формула Дюамеля 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ −+→⋅⋅
t

dt'yxytxpYpXp
0

0 τττ . 

Доказательство. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tdtyxpYpX
t

ϕτττ =−→⋅ ∫
0

 

По свойству 3 дифференцирования оригинала из п.9.3 получаем 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pYppXpYppXt' ⋅=+← 0ϕϕ . 

Так как 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ −+=
t

dt'yxytxt'
0

0 τττϕ , 

то 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ −⋅+⋅→⋅
t

dt'yxytxpYppX
0

0 τττ .     

8. Дифференцирование изображения. 
Так как изображение ( )pX  является аналитической функцией в полуплоскости 

0spRe >  (см. теорему 3 из п.9.2), то функция ( )pX  дифференцируема бесконечное 
число раз и  

( ) ( ) ( )txtpX nn)n( ⋅⋅−→ 1  .    (9.6) 

Доказательство (9.6) аналогично доказательству формулы (9.3). 
Следовательно, при дифференцировании изображения оригинал умножается на 

( )t− . 
9. Интегрирование изображения. 

Если ( ) ( )pXtx ←  и если 
( )
t
tx
− оригинал, то 

( ) ( )∫
∞

←
p

dqqX
t
tx

, 

где путь интегрирования находится в полуплоскости 0spRe > . 

Доказательство.   Дифференцируем ( ) ( )
∫

+∞
−=

0
dte

t
txpF pt : 

( ) ( ) ( ) ( )pXdtet
t
txp'F pt −=−⋅= ∫

+∞
−

0
. 

Проинтегрируем ( ) ( )pXpF −=′   по пути )[ ∞;p  в полуплоскости 0spRe > : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫
∞ ∞ ∞

−=−∞−=
p p p

dqqXpFF,dqqXdqq'F . 

Так как ( ) 0=∞F , по теореме 5 из п.9.2, то ( ) ( ) ( )
t
txdqqXpF

p
→= ∫

∞
.    

Следствие. 
( ) ( )∫∫

∞∞
=

00
dppXdt

t
tx

, если сходятся несобственные интегралы. 
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9.4.  Изображения некоторых простейших функций 

1. ( ) 1=tx . Докажем, что 

p
11← . 

Используем формулу (9.1). 

pp
edte

pt
pt 111

00
=−=⋅←

∞∞
−∫ .   

2. ( ) tetx α= . Докажем, что  

α
α

−
←

p
e t 1

. 

Используем свойство 6 смещения изображения из п.9.3. 

α
α

−
←⋅

p
e t 11 .   

3. ( ) wtcostx = . Докажем, что 

22 wp
pwtcos
+

←  . 

Так как 
2

iwtiwt eewtcos
−+

= , то 

( ) 22222
2

2

11

wp
p

wp
piwpiwpwtcos

+
=

+
=+

+
−← .   

4. ( ) wtsintx = . Докажем, что  

22 wp
wwtsin
+

←  . 

222

11

2 wp
w

i
iwpiwp

i
eewtsin

iwtiwt

+
=+

−
−←

−
=

−
.   

5. ( ) nttx = . Докажем, что  

1+← n
n

p
!nt  . 
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Используем свойство 8 дифференцирования изображения из п.9.3. Если 
p
11← , то 

t
p

−→− 2
1

, отсюда 2
1
p

t ← . Аналогично, 3
2 2

p
!t ← . Пусть верно 

( )
n

n

p
!nt 11 −

←− , 

тогда ( ) ( ) ( )
11

1 1
++

− ←⇒
−⋅

−←−⋅ n
n

n
n

p
!nt

p
!nntt .   

6. ( ) wtcosttx = . Докажем, что 

( )222

22

wp

wpwtcost
+

−
←  . 

Используем свойство 8. 

( ) ( )22

22

222

222

22
2

wp
pw

wp

pwp'
wp

ptcost
+
−

=
+

−+
=









+
←⋅− , 

отсюда 
( )222

22

wp

wpwtcost
+

−
←⋅ . 

7. ( ) wtsinttx ⋅= . Докажем, что 

( )222

2

wp

pwwtsint
+

←  . 

Используем свойство 8. 

( )
( ) ( )22222222

22

wp

pwwtsint
wp

pw
wp

wwtsint
+

←⇒
+

−
=

′










+
←− .  

Используя свойство 6 смещения изображения из п.9.3, легко находим изображения 
следующих оригиналов: 

8. 
( ) 22 wp

pwtcose t

+−

−
←

α

αα ; 

9. 
( ) 22 wwp

wwtsine t

+−
←⋅α ; 

10.  
( ) 1+−

←⋅ n
nt

p
!nte

α
α ; 

11.  ←⋅ wtcoste tα ( )
( )( )222

22

wp

wp

+−

−−

α

α
; 
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12.  
( )

( )( )222

2

wp

pwwtsinte t

+−

−
←

α

αα ; 

13.  ( ) 222
1

wp
weeshwt wtwt

−
←−= − ; 

14. ( ) 222
1

wp
peechwt wtwt

−
←+= − . 

9.5.  Восстановление оригинала по известному изображению 
Для нахождения оригинала по известному изображению традиционно применяются 

следующие способы:  

1. В простейших случаях используются изображения основных элементарных 
функций (см. п.9.4). 

2. Если изображение является правильной рациональной дробью, то эту дробь 
разлагают на сумму простейших дробей и для каждой дроби находят оригиналы, 
используя свойства п.9.3 и изображения п.9.4. 

3. Формула обращения преобразования Лапласа (формула Меллина). 
4. Теоремы разложения. 

Рассмотрим нахождение оригиналов в случаях 2,3,4. 

2. Задача. Восстановить оригиналы ( )tx  по изображению ( ) ( )
( )pQ
ppX

n

mP
= , где 

( )pmP  и ( )pQn - многочлены степеней m и n, причем nm < . 
Решение. Правильную рациональную дробь ( )pX  представляем в виде суммы 

простейших дробей вида 
( ) ( )rk

qbpp

NMp,
qbpp

NMp,
ap

A,
ap

A

++

+
++

+

−− 22 , где 

q,b,a,N,M,A - числа, ,r,k,Nr,Nk 11 >>∈∈  знаменатель qbpp ++2  имеет 
комплексные корни. Для каждой дроби, используя изображения из п.9.4 и свойства 
изображений из п.9.4, находим её оригинал, затем находим оригинал ( )tx , применяя 
свойства линейности преобразования Лапласа. 

Пример 1. Найти оригинал ( )tx  по изображению ( )
14 −

=
p

ppX . 

Решение. Представим ( )pX  в виде суммы простейших дробей: 

( )
( )( )( ) =

+
+

+
+

+
−

=
++−

=
−

=
1111111 224 p
NMp

p
B

p
A

ppp
p

p
ppX  

12
1

1
1

4
1

1
1

4
1

2 +
−

+
+

−
=

p
p

pp
. 

Используем соответствия 2 и 3 из п.9.4: 
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te
p

→
−1
1

, te
p

−→
+1
1

, tcos
p

p
→

+12 , 

затем, применяя свойство линейности 1 из п.9.3, получаем  

( ) ( ) ( )tcoschttcoseetcoseetxpX
tt

tt −=−
+

=−+=→
−

−

2
1

2
1

22
1

2
1

4
1

4
1

.  

3. Формула обращения преобразования Лапласа (формула Меллина) 

Теорема 1. Если ( )tx − оригинал, а ( )pX − его изображение, то в любой точке 
непрерывности функции ( )tx  имеет место формула 

( ) ( )∫
∞+

∞−

=
ia

ia

ptdpepX
i

tx
π2
1

 ,      (9.7) 

где действительное число 0sa > , интеграл понимается в смысле главного значения, 

0s − показатель роста оригинала ( )tx . 

Формулу (9.7) называют формулой обращения преобразования Лапласа или 
формулой Меллина. 

Доказательство. Формула обращения преобразования Фурье для функции ( )tx  
имеет вид [ ]10 : 

( ) ( )∫
+∞

∞−

= dwwXetx iwt

π2
1

,     (9.8) 

где ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

−
+∞

∞−

− ==
0

dtetxdttxewX iwtiwt     (9.9) 

является преобразованием Фурье. 
Вместо оригинала ( )tx  рассмотрим функцию ( ) ( )txetg at ⋅= − . Формулы (9.8) и 

(9.9) примут вид: 

( ) ( )∫
+∞

∞−

− =⋅ dwewФtxe iwtat

π2
1

,    (9.10) 

где 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫
+∞ +∞

−−−
+∞

− ====
0 00

pXdtetxdteetxdtetgwФ ptiwtatiwt , 

где iwap += . 

Так как интегрирование в (9.10) ведется по w , то 

( ) ( ) ( ) ( ) ==⋅= ∫∫
+∞

∞−

+
+∞

∞−

dwepXdweepXtx tiwaiwtat

ππ 2
1

2
1
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( )∫
+∞

∞−

====+= dpepX
ii

dpdw,dpidw,piwa pt

π2
1

.   

Замечание. Из доказательства теоремы 1 следует, что преобразование Лапласа 
( )pX  для функции ( )tx  совпадает с преобразованием Фурье для функции 

( ) ( )txetg at ⋅= − . Если показатель роста оригинала 00 <s , то a  можно принять 
равным нулю и тогда ( ) ( )txtg = . 

4. Теоремы разложения 

Первая теорема разложения. Если изображение ( )pX  аналитично в окрестности 
бесконечно удаленной точки ∞=p  и имеет разложение в ряд Лорана 

( ) ∑
+∞

=
=

1k
k
k

p
cpX , 

то оригинал вычисляется по формуле 

( ) ( )∑
∞+

=

−

−
=

1

1

1k

k

k !k
tctx  .     (9.11) 

Доказательство. Ряд Лорана в области сходимости Rp > сходится равномерно, 
поэтому его можно почленно интегрировать. Используем формулу Меллина (9.7) для 
нахождения оригинала ( )tx : 

( ) ( ) ∫ ∑∫
∞+

∞−

∞+

=

∞+

∞−
=








==

ia

ia

pt

k
k
k

ia

ia

pt dpe
p
c

i
dpepX

i
tx

12
1

2
1

ππ
 

  применяем лемму Жордана, функция k

pt

p
e

 имеет единственную особую точку-полюс 

0=p . Вычет в этой точке 

( ) ( ) ( ) ( )!k
tetlim

!k
p

p
e

dp
dlim

!k
p,

p
esRe

k
ptk

p
k

k

pt

k

k

pk

pt

11
1

1
10

1
1

01

1

0 −
=

−
=








⋅

−
=








=

−
−

→−

−

→
   = 

( ) ( )∑∑
∞+

=

−∞+

=

−

−
=

−
=

1

1

1

1

11
2

2
1

k

k

k
k

k

k !k
tc

!k
tci

i
π

π
.    

Вторая теорема разложения 

Если изображение ( )pX  имеет конечное число особых точек np,...,p,p 21  в 
полуплоскости 0spRe < , то оригиналом ( )tx  является функция 
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( ) ( )[ ]∑
=

=
n

k
k

pt p,epXsRetx
1

.  (9.12) 

Доказательство. По формуле (9.7) 

( ) ( )∫
∞+

∞−

=
a

ia

pt dpepX
i

tx
π2
1

, где 0sa > . Рассмотрим контур L , 

состоящий из части окружности RL  отрезка AB  прямой 
=pRe а (рис. 9.1), обход контура L  выберем 

положительным. Радиус R  возьмем настолько большим, 
чтобы все особые точки nppp ,...,, 11 функции ( )pX  
оказались внутри L . 

Имеем  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑∫ ∫ ∫
=+

=+=
n

k
k

pt

L L AB

ptptpt p,epXsReidpepXdpepXdpepX
R 1

2π . 

Пусть +∞→R . Так как по лемме Жордана ( )∫ =
+∞→

RL

pt
R

dpepXlim 0 ,  то 

( ) ( )[ ]⇒= ∑∫
=+∞→

n

k
k

pt

AB

pt
R

p,epXsReidpepXlim
1

2π  

( ) ( ) ( )[ ]∫ ∑
∞+

∞− =
==⇒

ia

ia

n

k
k

ptpt P,epXsRetxdpepX
i 12

1
π

.    

Следствие. Если ( ) ( )
( )pQ
pPpX

n

m= , где ( ) ( )pQиpP nm  - многочлены 

соответственно степеней m  и n , и если nm < , то 

( ) ( ) ( ) ( )( )∑
=

−

−

→
−

−
=

r

k

pts
ks

s

ppk
epXpp

dp
dlim

!s
tx k

k

k

k1
1

1

1
1

 ,  (9.13) 

где nppp ...,,, 21 - корни многочлена ( )pQn с кратностями соответственно rs,...,s,s 21 . 

Доказательство. Особыми точками kp , rk ,1= , изображения ( )pX  являются 

полюсы порядка ks . Найдем вычеты функции ( )pXe pt  для каждого полюса. 

( )[ ]
( ) ( ) ( )( )pts

ks

s

ppk
k

pt epXpp
dp
dlim

!s
p,epXsRe k

k

k

k
−

−
= −

−

→ 1

1

1
1

. 

Суммируя все вычеты, получаем формулу (9.13). 
В частном случае, если все полюсы функции ( )pX - простые, то, используя 

формулу для вычисления вычета относительно полюса первого порядка, получаем  
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( ) ( )
( )

tp
n

k kn

km ke
p'Q
pPtx ∑

=
=

1
 . 

Пример 2. Найти оригинал функции ( ) pe
p

pX
1

1 −
= . 

Решение. Разложим функцию ( )pX в ряд Лорана в окрестности точки ∞=p : 

( ) ( ) ( )∑
∞+

=
+−=








+

⋅
−+−

⋅
+−=

0
12

1111
2

1111
k

k
k

n
n

p!k
...

!np
...

!ppp
pX . 

Используя формулу (9.11) первой теоремы разложения, получаем оригинал ( )tx : 

( ) ( )
( )∑

∞+

=
−=

0
2!

1
k

k
k

k
ttx .    

Пример 3. Найти оригинал функции 

( )
( )( )521

35
2 ++−
+

=
ppp

ppX . 

Решение. Функция ( )pX  имеет простые полюсы ipp 21,1 3,21 ±−== .  

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]=−−++−+= i,epXsRei,epXsRe,epXsRetx ptptpt 21211  

( ) ( )( )( )
( )( )

( )
=

+=++=−+++=
=+−+++=

=
′

++−=
=

353232252
22152

521

222

2

2

ppP,ppppp
pppp

pppp'Q
 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) =
+−−+−−

+−−
+

++−+−−

++−
+

++
+

= +−+− titit e
ii

ie
ii

ie 21
2

21
2 3212213

3215
3212213

3215
323

35
 

( ) ( ) ( ) ( ) =+−+−−+= −−+− titit eieie 2121 32
4
132

4
1

 

( ) ( ) ( ) ( ) =−+−++−−+= −− tsinitcoseitsinitcoseie ttt 2232
4
12232

4
1

 

( ) =+++−+−−−= − tsintcositsinitcostsintsinitcositcose t 2323222223222322
4
1

( ) .tsinetcoseetsintcosee ttttt 2
2
322624

4
1 −−− +−=+−+=     

 
9.6.   Таблица некоторых изображений 

 
№ ( )tx  ( )pX  № ( )tx  ( )pX  
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1 1 
p
1

 12 wtsinte tα  
( )

( )( )222

2

wp

pw

+−

−

α

α
 

2 teα  α−p
1

 13 wtsh  22 wp
w
−

 

3 wtcos  22 wp
p
+

 14 wtch  22 wp
p
−

 

4 wtsin  22 wp
w
+

 15 ( )txt n  ( ) ( )
n

n
n

dp
pXd1−  

5 nt  1+np
!n

 16 ( )tx′  ( ) ( )0xppX −  

6 wtcost  ( )222

22

wp

wp

+

−
 17 ( )∫

t
dx

0
ττ  

( )
p
pX

 

7 wtsint  ( )222

2

wp

pw

+
 18 

( )
t
tx

 ( )∫
∞

p
dqqX  

8 wtcose tα  ( ) 22 wp
p

+−

−

α

α
 19 ( )τ−tx  ( )pXe pτ−  

9 wtsine tα  ( ) 22 wp
w

+− α
 20 ( ) ( )tytx ∗  ( ) ( )pYpX ⋅  

10 nt te ⋅α  ( ) 1+− np
!n

α
 21 

( ) ( ) +0ytx

( ) ( )∫ −′+
t

dtyx
0

τττ  
( ) ( )pYppX ⋅  

11 wtcoste tα

 

( )
( )( )222

22

wp

wp

+−

−−

α

α
 22 ( )txe t ⋅α  ( )α−pX  

 

9.7. Применение операционного исчисления к решению 
дифференциальных уравнений и систем 

дифференциальных уравнений 

Задача 1. Найти частное решение линейного дифференциального уравнения с 
постоянными коэффициентами 

( ) ( ) ( )tfxaxaxaxa nn
nn =++++ −

− '... 1
1

10 ,    (9.14) 

удовлетворяющее начальным условиям 

( ) 00 xx = , ( ) 10' xx = , … , ( )( ) 1
1 0 −

− = n
n xx , 

где naaa ,...,, 10  - постоянные коэффициенты, 110 ,...,, −nxxx - заданные числа 
(начальные условия Коши), ( )tf  - функция-оригинал, ( )tx - искомая функция. От 
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дифференциального уравнения (9.14), используя свойства 3 и 1 п.9.3, переходим к 
уравнению-изображению ( его называют операторным уравнением): 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ).pFpXaxppXa

...x...xppXpax...xpxppXpa

nn

n
nn

n
nnn

=+−+
++−−−+−−−−

−

−
−−

−
−−

01

20
21

111
2

0
1

0  

Преобразуя полученное уравнение, получаем  

( ) ( ) =++++ −
− pXapa...papa nn

nn
1

1
10  

( ) ( )pFxa...a...papax nn
nn ++++++= −−

−−
101

2
1

1
00 . 

Из полученного операторного уравнения найдем ( )pX − изображение искомого 
частного  решения ( )tx : 

( ) ( ) ( )
( )pA

pFpBpX +
= , 

где   ( ) nn
nn apa...papapA ++++= −

−
1

1
10 , 

( ) ( ) 101
2

1
1

00 ...... −−
−− +++++= nn

nn xaapapaxpB , 

многочлен ( )pA называется характеристическим. При нулевых начальных условиях  

( ) ( )
( )pA
pFpX = . 

Используя методы восстановления оригинала, изложенные в п.9.5,  и таблицу 
изображений п.9.6, находим оригинал ( )tx , который является частным решением 
данного дифференциального уравнения. 

Пример 1. Решить задачу Коши 

( ) ( ) 10',00,'' ===+ xxtxx  

Решение. Операторное уравнение, соответствующее данному уравнению, имеет 
вид: 

( ) ( ) 2
2 11

p
pXpXp =+− . 

Из полученного алгебраического уравнения найдем ( ) 2
1
p

pX = . Из таблицы 

п.9.6 (порядковый номер № 5) получаем ( ) ttx = .   

Пример 2. Решить задачу Коши 
( ) ( ) 40',00,2cos24'' ===+ xxtxx . 

Решение. Из операторного уравнения 

( ) ( )
4

244 2
2

+
=+−

p
ppXpXp  

найдем 
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( )
( )222

4

2
4

4

+
+

+
=

p

p
p

pX  

Первому слагаемому в ( )pX  соответствует оригинал t2sin2 , а оригинал 
второго слагаемого найдем, применив свойство 7 изображения свертки оригиналов из 
п.9.3: 

( )
( ) ( )( ) =−+=−→

+
⋅

+
=

+
∫∫ τττττ dtsintsindtcossin

P
p

Pp

p tt

00
2222

242
2
1222

44
2

4

2
 

( ) tsinttcostcostsinttcostsin
tt

2
2
12

8
12

8
12

2
124

8
12

2
1

00
=+−=−−= ττ . 

Таким образом, ( ) ( ) ttttxpX 2sin
2
12sin2 +=→ .   

Заметим, что оригинал изображения можно было бы найти из таблицы п.9.6(№ 
7): 

( ) ( )
tsint

p

p

p

p 2
2
1

42

22

4

2
2222

⋅→
+

⋅
=

+
. 

 
Задача 2. Найти частное решение системы линейных дифференциальных 

уравнений с постоянными коэффициентами 

( ) nmxfxax m

n

k
kmkm ,1,'

1
==+ ∑

=
,    (9.15) 

удовлетворяющее начальным условиям 

( ) ( ) ( ) ,0,...,0,0 0202101 nn xxxxxx ===  

где n,m,k,amk 1= − постоянные коэффициенты, 02010 nx,...,x,x − заданные числа, 

( ) n,m,xfm 1= − функции-оригиналы, ( ) n,k,txk 1= ,− искомое решение системы (9.15). 
Решение. Систему дифференциальных уравнений, используя свойства 3 и 1 п.9.3, 

преобразуем в систему линейных алгебраических уравнений с неизвестными ( )pX k , 

n,k 1= , которые являются изображениями неизвестных оригиналов ( )txk , n,k 1= . 

Решив её, найдём изображения ( )pX k , n,k 1= . Затем, исползовав методы 

восстановления оригинала п.9.5 и таблицу п.9.6, получим оригиналы ( ) nktxk ,1, = . 
Задача 2 решена. 

Пример 3. Решить задачу Коши 

( ) ( )




==
=++
=−−

.yx
,tsinyx'y
,tcosyx'x

000
2
42

 

Решение. Пусть ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pYpt'y,ppXt'x,tYty,pXtx ⋅←←←← . 

Система операторных уравнений имеет вид: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )









+
=++

+
=−−

.
1

12

,
1

42

2

2

p
pYppX

p
ppYpXp

 

Решаем эту систему, например, по формулам Крамера. 

1
42

2
1

1

4
1,

21
42

2

2

2

2

1
2

+
++

=
+

+

−
+==

+
−−

=
p

pp

p
p

p
p

p
p

p
∆∆ , 

,
1

2

1
11

1
2

2

2

2

2
+

−=

+

+
−

=
p

p

p
pp

∆  ( ) ( ) ( ) ( )1
2

1
42

2222

2

+
−=

+
++

=
pp

pY,
pp

pppX . 

Разлагая правильные рациональные дроби ( )pX  и ( )pY  на сумму простейших 
дробей, можно найти оригиналы ( )tx  и ( )ty . Найдем оригиналы другим способом: 

( ) ( ) ( ) ( )1
4

1
2

1
1

1
42

222222

2

+
+

+
+

+
=

+
++

=
ppppppp

pppX . 

Первому слагаемому в ( )pX  соответствует оригинал tsin , оригиналы второго и 
третьего слагаемых найдем, применив таблицу изображений п.9.6 (№ 4 и № 17): 

( ) tcoscosdsin
pppp

t
t

−=−=→⋅
+

=
+ ∫ 11

1
1

1
1

0
0

22 τττ , 

( ) ( ) ( ) ( ) tsintsindcos
ppppp

t
t

−=−=−→⋅
+

=
+ ∫ 0

0
222 11

1
1

1
1

ττττ . 

Используя свойство 1 линейности из п.9.3, получаем 
( ) ( ) ( ) ( ) ttttttttxpX sin3cos224sin4cos12sin −−+=−+−+=→ , 

( ) ( ) ( )tttypY sin2 −−=→ . 

Таким образом, частное решение данной системы при 0≥t  
 

( )
( )




+−=
−−+=

.sin22
,sin3cos224

ttty
ttttx

    

 
9.8.   Задачи для самостоятельной работы 

 
1. Проверить, какие из указанных функций являются оригиналами: 
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а) ( ) tetx t 2sin3= ;  б) ( )
3

1
−

=
t

tx ;  в) ( ) tgttx = ; г) ( )
2

1
2 +

=
t

tx . 

 
2. Найти изображение функций: 
 

а) ( ) tttx cos3sin2 −= ; б) ( ) ttx 3cos= ; в) ( ) ( )battx −= sin ; г) ( )
t

tetx
t sin3−

= ; 

д) ( )
t

ttx sin
= ; е) ( ) ∫=

t
dtx

0

sin
τ

τ
τ

; ж) ∫
t

d
0

2cos ττ . 

 
3. Найти изображения функций, заданных графически: 

 
4. Найти оригиналы изображений: 
 

а)
52

12
2 ++

−
pp

p
;   б)

25
13

2 +
+

p
p

;  в)
( )( )221

1
−− pp

;  

г) ( )( )41 22 ++ pp
p

;  д)
8

1
3 −p

;  е) 32

2 4
pp

pp
−

−+
. 

 
5. Найти оригиналы, используя вторую теорему разложения из п.9.5: 
 

а) ( )
ppp

ppX
34

3
23 +−

+
= ; б) ( ) ( )( )41

1
22 ++

=
ppp

pX ; 

 

в) ( )
( )22

2

1

21

p

ppX
+

+
= ;  г) ( )

( ) ( )( )211
1
23 −+−

=
ppp

pX ; 

 

д) ( )
( )222

2

1

1

−

+
=

pp

ppX ;  е) ( )
16

5

−
=

p
ppX . 

 
 

6. Найти оригиналы, используя свойство 7 изображения свертки из п.9.3: 
 

x 

t 0 1 
. 

1 

x 

t 0 1 
. 

1 

2 

-1 

. . 

. 

б) а) 
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а) ( )
( )22 1

1

+
=

p
pX ;  б) ( ) ( )( )94 22

2

++
=

pp
ppX ; 

 

в) ( )
( )22

2

1+
=

p

ppX ;  г) ( )
( )22

3

1+
=

p

ppX . 

 
7. Решить задачи Коши: 
 
а) ( ) ( ) 20',10,2'3'' −===++ xxtexxx t ;  б) ( ) 00,3' 2 ==+ − xexx t ; 

в) ( ) ( ) 10',00,4'4'' 22 ==−=+− xxetexxx tt ;  г) ( ) ( )∫ ==++ −
t

t xedttxxx
0

00,2' ; 

д) ( ) ( ) ( ) ( ) 10''0'0,23'''' 2 ===−=− xxxtxx . 
8. Найти решения систем дифференциальных уравнений, удовлетворяющие заданным 
начальным условиям: 
 

а) ( ) ( )




−==
=+

−=−
;y,x

,tcos'y'x
,tsin'y'x

2
10

2
10         б) ( ) ( )





==
=++
=−+

10,10
,04'
,03'

yx
yxy
yxx

; 

 

в) ( ) ( )




==
=−+
=−+ 00,20

,332'
,943'

3

2
yx

eyxy
eyxx

t

t
;     г) ( ) ( ) ( )








===

+=
+=
+=

;z,y,x
,yx'z
,zx'y
,zy'x

302000
3
3  

 

д) ( ) ( )






==
+=++

=+− 000
,1424'

,
2
3' 2

yx
tyxy

tyxx ; е) ( ) ( ) ( )







===

++=
+−=
++−=

000010 z,y,x
,zyx'z
,zyx'y
,zyx'x

. 

 
9.9.   Ответы 

 
1.   а) и г) – оригиналы;     б) и в) функции не являются оригиналами. 

2. а) 
1

32
2 +
−

p
p

. Решение. Применяя свойство линейности из п.9.3 и таблицу п.9.6 

(№ 3 и 4), получаем: 
1

32
1

3
1

1232 222 +
−

=
+

−
+

⋅←−
p

p
p

p
p

tcostsin ;   

 

б) 
( )

( )( )19
7
22

2

++
+
pp

pp
.    Решение. 

2
cos

itit eet
−+

= ; 
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( )=+++=








 +
= −−

−
tiititti

itit
eeeeeetcos 33

3
3 33

8
1

2
 

tcostcoseeee itittiti

4
33

4
1

24
3

24
1 33

+=
+

+
+

=
−−

. 

( )
( )( )19

7
14

3
94

1cos 22

2

22
3

++
+

=
+

+
+

←
pp

pp
p

p
p

pt ;   

в) 22 ap
ae

p
a
b

+
⋅

−
. Указание: применить свойство 5 (запаздывание оригинала)  

из п.9.3; 

г) ( )3+parcctg . Указание: применить свойство 9 из п.9.3;  

д) parcctg ;  е)
p

parcctg
;  ж) 

4
1

2 +p
. 

3. а)
p
e p−−1

. Решение.    ( ) ( ) ( )
p
e

p
e

p
tttx

pp −− −
=−←−−=

11111 ; 

б)
( )

p
e p 2

1 −−
. 

4. а) 





 −− tsintcose t 2

2
322 .  

Решение. 
( )

( )
( )

( ) ( )
→

++
−

++

+
=

++

−+
=

++
−

2222222 21
2

2
3

21
12

21
312

52
12

pp
p

p
p

pp
p

 

tsinetcose tt 2
2
322 −− −→  

(см. таблицу из п.9.6, № 8, № 9). 

б) tt 5sin
5
15cos3 + ;  в) ttt teee 22 +− ;   г) ( )tt 2coscos

3
1

− ;  

д) tetee ttt 3sin
12

33cos
12
1

12
1 2 −− −− ;   е) 342 −− tet . 

5.  а) ( ) tt eetx 321 +−= ;  б) ( ) ( )tcostcostx 243
12
1

+−⋅= ;  

в) ( ) ttttx sin
2
3cos

2
1

+= ;  г) ( ) ( ) ( )tsintcosteetx
t

t 3
20
11

45
1 22 −++−= ;  

д) ( ) tchtshtttx +−= 2 ;   е) ( )
2
3cos

23
2

3
1 ttchchttx += ; 
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6. а)  ( ) ( )ttttx cossin
2
1

−= .  Решение.  
1

1
1

1
22 +

⋅
+

←∗
pp

tsintsin . 

Вычисляем свертку функций: 

( ) ( )( )∫∫ =−−=−=∗
tt

dtcostcosdsintsintsintsin
00

2
2
1

τττττ  

( ) ( );tcosttsintcosttsintcostsin t
t

−=−=









−−=

2
1

2
1

2
12

2
1

2
1

0
0

ττ    

б) ( ) ( )tttx 2sin23sin3
5
1

−= ; в ) ( ) ( )ttttx cossin
2
1

+= ; г) ( ) tsinttcostx
2

−= . 

Указание. Продифференцировать оригинал в примере «в»). 

7. а) ( ) tttt eeteettx 2
2

23
2

−+−−= ;  б) ( ) tt eetx 32 −− −= ; 

 

в) ( ) tettttx 2
23

26 







+−= ;  г) ( ) tetttx −









−=

2

2
;  д) ( ) 3tetx t += . 

8. а )
( ) ( )

( ) ( )







−=

+=

;tcostsinty

,tcostsintx

2
1
2
1

  б) 
( )
( )




−=
⋅−=

−−

−−

;eety
,eetx

tt

tt

23

32

23
34

 

в) 
( )
( )




−=
+=

;
,

2

2

tt

tt

eety
eetx

   г) 

( )
( )

( )












++=

++−=

−=

−−

−−

−

;eeetz

,eeety

,eetx

ttt

ttt

tt

23

23

23

2
3

2
1

2
3

2
1

 

 

д)
( )
( )





+=

−=

;

,
2
1

2

2

ttty

ttx
    е)

( )

( )

( )












+−=

−+=

++=

−

−−

−−

.
3
1

3
1

,
2
1

6
1

3
1

,
2
1

6
1

3
1

2

22

22

tt

ttt

ttt

eetz

eeety

eeetx
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− логарифмическая  51 
− мероморфная  131 
− многозначная   24 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

ТИПОВОЙ РАСЧЕТ 
Теоретическое задание 

1. Найти zArg  и zarg для любого комплексного z . 
2. Доказать, что zsinw =  является аналитической функцией. 

3. Доказать: если ряд ( )∑ −
+∞

0

n
0n zzс сходится в точке 01 zz ≠ , то он абсолютно 

сходится в круге 010 zzzz −<− . 

4. Вычислить ∫
− 0zz
dz

по гладкому контуру L , не проходящем через точку 0z . 

5. Найти все решения уравнения 2cos =ϕ . 
6. Пусть интеграл не зависит от пути, соединяющего две любые заданные точки 
области D . Чему равен тот же интеграл по гладкому замкнутому контуру 
области D . 

7. Радиусы сходимости рядов ∑
+∞

0

n
nza и ∑

+∞

0

n
nzb  соответственно равны 1R  и 2R . 

Что можно сказать о радиусе R  ряда ∑
+∞

0

n
nn zba ? 

8. Доказать, что в полярных координатах r  и ϕ  условия КРЭД имеют 

вид:
ϕ∂

∂
=

∂
∂ v

r
1

r
u

, 
r
vu

r
1

∂
∂

−=
ϕ∂

∂
. 

9. Доказать, что для четной функции ( )zf  имеет место равенство 
( ) ( )00 zfreszfres −−= , а для нечетной функции – равенство 
( ) ( )00 zfreszfres −= . 

10. Пусть функции ( )zf  и ( )zg  – аналитические в точке 0z , причем ( ) 0zf 0 ≠ , 
( ) ( ) 0zgzg 00 =′= , ( ) 0zg 0 ≠′′ . Найти вычет функции ( ) ( ) ( )zgzfz ⋅=ϕ  в 
точке 0z . 

11.  Доказать, что функция zw =  нигде не дифференцируема. 

Практические задания 

Задание 1. Дано число с . Найти с , сarg  и записать число с  в 
тригонометрической и показательной формах: 

1) 
i81

20
+

;  2) 
i2
i2

−
+

; 3) 
4i
4i

+
−

; 4) 
i43
i54

−
+

;  5) 
i41
i32

+
−

; 

6) 
i1
2i

+
+−

;  7) 
i3
i32

+
+

; 8) 
3i1

i4
+

−
; 9) 

i1
i3

+
+

;  10) 
i3
i3

+
+−

; 

11) 
i1
3i1

+
+

;  12) 
3i1

i1
+

+
;  13) 

i3
i22

−
+−

;  14) 
i31
i22

+−
+−

; 

15) 
i322

i3
+−

−
; 16) 

i3
i322

−
+−

; 17) 
i33

i322
+−

+−
; 18) 

i22
i3

+−
−

; 
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19) 
i3
i44

+−
−−

; 20) 
i333

i44
+−

−−
; 21) 

i355
i3

+−
+−

; 22) 
i1

i3
−

+−
; 

23) 
i3
i3

−
−−

; 24) 
i333

i3
+−

−
; 25) 

i22
i1

−
+−

;  26) 
i3

i3
+−

+
; 

27) 
i1
i1

+
−−

;  28) 
i333

i322
−−

+
; 29) 

i31
i322

+−
−

; 30) 
i3
i3

−
+−

. 

Задание 2. Найти все значения 4 с , где с  – соответствующее число задания 1. 
Задание 3. Вычислить 4с , где  с  – соответствующее число задания 1.  
Задание 4. Установить, какие множества комплексных чисел определяются 

следующими соотношениями: 

1) 4zRe = ;  2) 2zJm −= ; 3) 
3

zArg π
−= ;  4) 4iz <− ; 

5) 1iz ≥− ;  6) 4i2z ≥− ; 7) 3i1z1 ≤+−≤ ; 8) 4zRe > ; 

9) 3zRe 2 ≥ ; 10) 3zRe 2 ≥ ; 11) ( ) 0zzRe 2 =− ; 12) 4iz >+ ; 

13) ( )( ) 01zi1Jm =+− ; 14) 1
iz
iz

<
+
−

; 15) 4iziz <−++ ; 

16) 
4

zarg
4

π
<<

π
− ; 17) 8z = ; 18) 1i25z =−+ ;  19) 5iz =+ ;  

20) 51ziz =−++ ; 21) 2zRe −= ; 22) 2zJm = ; 23) 3zJm 2 = ; 

24) 2z > ;  25) 1i1z <−− ; 26) 3i21z1 <+−< ; 27) 33ziz <−++ ; 
28) 2zRe < ; 29) 0zJm < ; 30) 4zRe1 ≤≤− . 

Задание 5. Какие линии заданы следующими уравнениями: 
1) ( ) it

0 aeztz += , π≤≤π− t , где 0z  – комплексное число, a  – положительное число; 

2) ( ) itetz = , π≤≤ t0 ;   3) ( )i1tz += , R∈t ;  
4) tsinibtcosaz −= , a  и b  – вещественные числа, R∈t ; 

5) 
t
itz −= , R∈t , 0t ≠ ;  6) 42 ittz += , R∈t ;  

7) 2t1itz −+−= , 0t1 ≤≤− ; 8) ϕ= iez , 0≤ϕ≤π− ; 

9) ( )ti1z −= ; 10) 
t
itz += ; 11) ( )tsinitcosaz += , 0a > ; 

12) ite5i2z ++= , π≤≤ 2t0 ;  13) ϕ= ie3z , π<ϕ≤ 20 ; 

14) 2ittz += , 3t0 ≤≤ ;   15) 2ittz +−= , 3t0 ≤≤ ; 
16) 2ittz −= . 3t0 ≤≤ ;   17) 2ittz −−= . 3t0 ≤≤ ; 
18) ite2iz +−= , π≤≤ t0 ;  19) ite2iz +−= , 0t ≤≤π− ; 

20) ite1z += ;    21) ite21z +−= , 
4

t0 π
≤≤ ; 

22) tsinibtcosaz += , 0a > , 0b > ;  23) tsinibtcosaz += , 
2

t0 π
≤≤ , 0a > , 0b > ; 
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24) ( )( )tcos1itsintaz −+−= , π≤≤ 2t0 , 0a > ; 

25) 3ittz += ;    26) 3ittz +−= , 0t1 ≤≤− ;  
27) ϕ+−= ie3i1z , π≤ϕ≤0 ;  28) ϕ++−= ie3i1z ; 

29) ϕ= ie3z , 
2
π

≤ϕ≤π− ;  30) ( )i31tz +−= , 5t0 ≤≤ . 

Задание 6. Найти отображение линии l , осуществляемое функцией ( )zfw =  
(см.таблицу). 

№ № l  ( )zf  № № l  ( )zf  

1 1z =  
z
1

 16 0x =  3z  

2 4yx 22 =+  
z
1

 17 1y −=  
z
1

 

3 xy =  2z  18 ( ) 11yx 22 =−+  2z  
4 2z =  2z  19 1xy 2 +=  3z2 +  

5 xy =  3z  20 9yx 22 =+  
z
1

 

6 2z =  2z +  21 1x =  
z
1

 

7 1y =  
z
1

 22 2xy =  z  

8 1yx 22 =+  
iz
3z

+
+

 23 2xy 2 +=  z  

9 2x −=  
z
1

 24 xy −=  2z  

10 2x =  3z  25 x2y =  2z2 +  
11 ( ) 1y1x 22 =+−  2z  26 1x −=  2z2 +  
12 xy −=  2z2 +  27 2z =  1z2 +  
13 3z =  1z2 +  28 2xy =  1z2 −  

14 1xy 2 +=  2z  29 0x =  2z  
15 0y =  3z  30 0y =  1z2 −  

 
Задание 7. Проверить условия КРЭД (Коши-Римана-Эйлера-Даламбера) и, если 

они выполняются, найти производные функций: 
1) zzw 2 += ; 2) zz4w 2 −= ; 3) izzw 3 += ; 4) Jmzzw ⋅= ;  

5) 
z
zw = ;  6) ( )22 yxi

2
1xyw −−= ; 7) 2zw = ;  8) 3zw = ; 9) zew = ; 

10) zw = ; 11) zsinw = ; 12) zchw = ; 13) zw = ;  14) 
z

zRew = ; 
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15) 
z

zJmw = ; 16) zRew = ; 17) zcosw = ; 18) zshw = ; 

19) 1z2zw 2 +−= ; 20) 1z2zw 3 +−= ; 

21) 
dcz
bazw

+
+

= , d,c,b,a  – комплексные числа; 

22) 3zzw += ; 23) zJmzw 2 += ; 24) zRezw 3 += ;   

25) zJmzw 3 += ; 26) xyi2yxw 22 ++= ;  27) xyi2yxw 22 +−= ; 

28) ( )3223 yyx3ixy3xw −+−= ;  29) ( )3232 yyx3ixxy3w −+−= ; 

30) ( )22 yxixy2w −+= . 
Задание 8. Найти аналитическую функцию viuw += , если: 

1) ,yxyxu 22 +−=  ( ) .00w =   2) ,y2xy3yx6xv 3223 −−+=  ( ) .00w =  

3) ,xyxu 22 +−=  ( ) .i20w =   4) ,xy3xu 23 −=  ( ) .00w =  

5) ,x3xy2v +=  ( ) .00w =   6) ,
1yx

xv 22 ++
=  ( ) .5,00w =  

7) ,x2yxu 22 +−=  ( ) .1iw −=   8) ,ysine2u x=  ( ) .01w =  

9) .0x,
x
yarctgv >=    10) ,y2yxv 22 −+=  ( ) .i1iw −=  

11) ,ycoseu x=  ( ) .10w =   12) ,ysinev x=  ( ) .10w =  

13) ,4yx3yxu 22 −++−=  ( ) .i1w =  14) ,ycose2v x=  ( ) ( ).i120w +=  

15) ,2xy3xu 23 +−=  ( ) .i320w +=  

16) ,
yx1

4yyx5yxu 22
22

++
+

+−+−=  ( ) .i40w −=  

17) ,xyyxu 22 −−=  ( ) .i0w =   18) ,xy2v =  ( ) .00w =  

19) ,yxu 22 +=  ( ) .i1iw −=   20) ( ),
yx1

11
2
xu 22 ++

+=  ( ) .00w =  

21) ( ),
yx1

11
2
yv 22 ++

+=  ( ) .00w =  22) ,yyx3v 32 −=  ( ) .00w =  

23) ,y2x3yxu 22 +−+=  ( ) .i0w =  24) ,ychxsinu =  ( ) .00w =  
25) ,ychxcosv −=  ( ) .i0w −=   26) ,ychxcosu =  ( ) .10w =  
27) ,yshxsinv =  ( ) .00w =   28) ,y2xy2u −−=  ( ) .i1w −=  
29) ,xxy2v +−=  ( ) .i11w +=   30) ,xxyu +−=  ( ) .i20w =  
 
 

Задание 9. Вычислить интегралы: 
1) ∫

l
,dzz3  где l  - дуга параболы ,yx 2=  соединяющая точки 0z =  и i1z += . 
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2) ( )∫ +
l

,dzz2z  где l  - дуга окружности ,2z =  
2

zarg0 π
≤≤ . 

3) ∫
l

,dzzJm  если l  - прямолинейный отрезок, соединяющий точку i  с точкой i2 + . 

4) ∫
l

,dzz  если путь интегрирования – верхняя половина окружности 1z =  от точки 

1z =  до точки 1z −= . 
5) ∫ ⋅

l
,dzzz  если путь интегрирования – правая половина окружности 1z =  от точки 

iz =  до точки iz −= . 
6) ∫ ⋅

+l
,dzzz  где l  - замкнутый контур, состоящий из верхней половины окружности 

1z =  и отрезка ,1x1 ≤≤−  0y = . 

7) ∫
l

,dzz  если l  - нижняя половина окружности 1z =  от точки 1z −=  до точки 1z = . 

8) ∫ ⋅
l

,dzzsinz  где l  - отрезок оси x0  от точки 0x =  до точки 1x = . 

9) ∫ −
+l

,dz1z  где l  - окружность 1z = . 

10) ( )∫ +
−−

+

i1

i1
dz1z2 , где путь – отрезок прямой, соединяющий данные точки. 

11) ∫ π≤≤=⋅
l

l zarg0,1z:,dzzJmz 2 . 

12) ∫
l

,dzz  где l  - треугольник с вершинами в точках 0z = , 1z = , iz = . 

13) ∫
l

,dzz  l  - полуокружность 3z = , 0zarg ≤≤π− . 

14) ∫
l

,dzz  где l  - радиус-вектор точки i2z += . 

15) ( )∫ −
+l

,dzaz n  где n  - целое число, l  - окружность Raz =− . 

16) ∫
l

,dzz2  интегрирование ведется по нижней полуокружности 1z =  от точки 1z −=  

до точки 1z = . 

17) ∫
l z
dz

, где l  - линия из упражнения 16. 

18) ∫
l

,dzzJm  где l  состоит из прямолинейного отрезка, соединяющего точку o  с 

точкой i , и прямолинейного отрезка, соединяющего точку i  с точкой i2 + . 

19) ∫
+ i1

0

zdze , если линией интегрирования является ломаная, состоящая из отрезков, 

граничные точки которых находятся в точках o , i , i1+ . 

20) ∫
−+l

,
az

dz
 ,Raz: =−l  a  - число. 
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21) ∫

l
l ,dzzRe  где l  - ломаная, состоящая из прямолинейных отрезков, соединяющих 

точки o , 1, i31+ . 

22) ( )∫ −+
+i1

0
dzz2i1 , если путем интегрирования является дуга параболы 2xy = . 

23) ∫
l

,dzzz  если путем интегрирования является левая половина окружности 1z =  от 

точки iz =  до точки iz −= . 
24) ∫

l
,dzzz  если путем интегрирования является правая половина окружности 1z =  

от точки iz −=  до точки iz = . 

25) 
( )∫

−+l
,

az
dz

2 Raz: =−l . 

26) ( )∫ +
+l

,dzz3z2  где l  - контур, составленный из верхней полуокружности 1z =  и 

диаметра, на который она опирается. 
27) ∫ ⋅

+l
,zdzRez  .1z: =l  

28) ∫
+l

,zdzRe  где l  - ΔABC  с вершинами в точках 0zA = , 2zB = , i2zC += . 

29) ∫
l

,dzz  где l  - дуга параболы tx = , 2t2y = , 1t0 ≤≤ . 

30) ∫
l

,dzez  где l  - отрезок прямой, соединяющий точки 0z0 =  и i21z1 += . 

Задание 10. Вычислить интегралы, применяя формулу Коши, интегральную 
формулу Коши и формулу для производных любого порядка от аналитической 
функции (направление обхода пути интегрирования положительное): 

1) ∫
π−l

,dz
z

zcos
 .1z: =π−l  2) ∫

+

π

l
,dz

1z

z
3

ch
2  .0y2yx: 22 =−+l  

3) ∫
+l

,dz
9z

e
2

z
 .1z: =l   4) См. 3), где .2i3z: =−l  

5) См. 3) где .2i3z: =+l  
6) Почему к интегралу ( ) ( )( )dzyx2iy2x∫ ++−

l
 можно применять теорему Коши и 

утверждать, что он равен нулю, а к интегралу ( ) ( )( )dzyx2iy2x∫ −++  теорему 

Коши применять нельзя? (l  - кусочно-гладкий контур). 

7) ( )( )∫
+−=3z

2 1z2z
dz

.  8) 
( )∫

+=+ 2i2z
2 .dz

iz
zsin

 

9) ( )∫
−

+

=− 21z
3 .dz

2zz
1z

  10) ∫
+−=− 5,03z

2 .dz
6z5z

z2sin
 

11) См. 10), где .5,02z: =−l  12) См. 11), где .5,04z: =−l  
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13) ( )( )∫
++l 2z4z

dz
2 , где .1i2z: =−l  

14) См. 13), где .1i2z: =+l  15) См. 13), где .12z: =+l  

16) См.13), где .12z: =−l   17) См. 13), где .3z: =l  

18) 
( ) ( )∫

−+l 2z1z
dze

3

z

, .12z: =−l  19) См. 18), где .5,11z: =+l  

20) См. 18), где .2i1z: =+−l  21) См. 18), где .5,0i2z: =−−l  

22) ( )∫ −
l

n,dzaz n  - натуральное число. 

23) ∫
+l

,dz
4z

zsin
2  .0y6yx: 22 =++l   24) ∫

+l
,

4z
dzzsin

2  где .0y6yx: 22 =−+l  

25) ∫
+l

,
4z
dzzsin

2  где .07x6yx: 22 =−−+l  26) 
( ) ( )∫

−−l
,

1ziz
dze
3

z

 .0y2yx: 22 =−+l  

27) 
( ) ( )∫

−−l
,

1ziz
dze
3

z

 .4yx: 22 =+l   28) 
( ) ( )∫

−−l
,

1ziz
dze
3

z

 .0x2yx: 22 =−+l  

29) 
( )∫

+=3z
3 .

i2z
dzzsin

     30) 
( )∫

−=4z
3 .

i2z
dzzsin

 

Задание 11. Разложить функции в ряд Тейлора в окрестностях точки 0z  и найти 
радиус сходимости R : 

1) .abz,
az

1w 0 ≠=
−

=   2) .0z,
4z

zw 02 =
+

=  

3) .0z,
4z

1zw 02 =
−
−

=    4) .0z,ew 0
z3 ==  

5) .
2

z,zsinw 0
π

==    6) 0z,z2sinw 0 ==  

7) .0z,ew 0
za ==    8) .

2
z,zcosw 0

π
==  

9) .0z,z2cosw 0 ==    10) .0z,azcosw 0 ==  
11) .0z,z2shw 0 ==    12) .0z,zchw 0 ==  

13) .0z,zshw 0 ==    14) ( )( ) .i4z,
i2ziz

1w 0 =
++

=  

15) ( ) .1z,z5lnw 0 =+=   16) .3z,
4z

zw 0 −=
+

=  

17) .3z,
4z

zw 02

2
−=

−
=   18) ( )( ) .5z,

3z1z
zw 0 =

−−
=  

19) ( )( ) .3z,
4z2z

zw 0

2
−=

−−
=  20) ( ) .7z,6z5zlnw 0

2 =+−=  
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21) .
2

z,
zsin

1w 0
π

==    22) ( )( ) .3z,
2z1z

1w 0 −=
+−

=  

23) ( )( ) .4z,
4z1z

zw 0 =
++

=   24) 
( )

.0z,
z1

1w 02 =
−

=  

25) 
( )

.0z,
z1

2w 03 =
+

=   26) 
( )

( )
.0z,

z3
3zzw 03 =

−

+
=  

27) .1z,
3z

1w 02 =
+

=    28) 
( )

.2z,
z1

1w 022
=

+
=  

29) ( )( ) .0z,
2z1z

1w 0 =
−+

=   30) .0z,
65z

5z2w 02 =
+−

−
=  

Задание 12. Разложить функции в ряд Лорана. 

1) 
( ) ( ),1z1z

1w 22 +−
=  iz0 = ;   2) 

( ) ( ),1z1z
1w

22 +−
=  1z0 = ; 

3) ,ew
2z−=  0z0 = ;    4) ,

1z
1сosw
+

=  1z0 −= ; 

5) 
( )

,
iz

1sinw 2−
=  iz0 = ;   6) ( ) ,

2z
1sin2zw
+

+=  2z0 −= ; 

7) ( ) ,2zew 32z
1

−= −  2z0 = ;   8) ( ) ,
iz

1cosizw 2

−
−=  iz0 = ; 

9) ( ) ,
2zz

1w
−

=  2z0 = ;    10) ( ) ,
2zz

1w
+

=  2z0 −= ; 

11) 
( )

az,целое0n,
az

1w 0n =−≥
−

= ; 12) 
( )( )

,
2z1z

zw 2−+
=  1z0 −= ; 

13) 
( )( )

,
2z1z

zw 2−+
=  2z0 = ; 14) ,

2z3z
3zw 2 +−

−
=  1z0 = ; 

15) ,
2z3z

3zw 2 +−
−

=  2z0 = ;  16) ( )( )3z1z
1w

−−
=  в области 3z1 << ; 

17) ( )( )2z1z
1w

++
=  в области 2z > ; 18) 

6z5z
1w 2 +−

=  в области 3z2 << ; 

19) 
6z5z

1w 2 +−
=  в области 3z > ; 

20) ( )( )2z1z
zw

3

−+
=  в кольце 1z,31z0 0 −=<+< ; 

21) 
( )23zz

1w
−

=  в кольце 1z,21z1 0 =<−< ; 

22) ( )9zz
1w 22 −

=  в кольце 1z,21z1 0 =<−< ; 
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23) ( )( )4z1z
1w 22 +−

=  в области 0z,2z 0 => ; 

24) 
( )2z1z

1w
+

=  в кольце 0z,1z0 0 =<< ; 

25) 
6zz

1zw 2 −−
−

=  в кольце 0z,3z2 0 =<< ; 

26) 
6zz

1zw 2 −−
−

=  в области 0z,3z 0 => ; 

27) ( )( )6z4z
1w

−−
=  в кольце 2z,6z4 0 =<< ; 

28) ( )( )4z2z
1w

+−
=  в области 0z,4z2 0 =<< ; 

29) ∞=
−

= 02 z,
4z

1w ;   30) ( )( ) 7z,
4z3z

1w 0 =
++

= . 

Задание 13. Найти вычеты во всех конечных особых точках функции ( )zfw = : 

1) 
( )43z

z4sinw
−

= ;  2) 
( )2

2

3z
zw
−

= ;  3) ( )( )i2ziz
zw

−+
= ; 

4) ( )( )3z2z
zw

++
= ; 5) 

( )
( ) ( )1z1z

3zsinw 2 +−
−

= ; 6) 
4z

zw 2

3

+
= ; 

7) 
z
1coszw = ;  8) ( )3zz

1w
+

= ;  9) 
( )1zz
1w 2 +

= ; 

10) ( )( )3z1z
1w 2 −+

= ; 11) ( )4zz
1w 23 +

= ;12) 2z
zsinw = ; 

13) 2z
zcosw = ;  14) ( )2

z

2z
ew

−
= ;15) 

( ) ( )iz1z
zsinw 2 +−

= ; 

16) 3zz
1w
−

= ;  17) ( )1zz
1w 2 +

= ;  18) ( )2z
1

ew −= ; 

19) ( )1zz
zsinw 2 +

= ; 20) 
( )5zz

zcosw 4 +
= ;  21) 

1z
1zw 6

4

−
−

= ; 

22) 32 zz
1w
+

= ;  23) ( )22 1z

1w
+

= ;  24) ( )9zz
1w 2 +

= ; 

25) 
( )3

2

z1
zw
+

= ;  26) 
zsin

1w = ;  27) thzw = ; 

28) 
1e

1w z −
= ;  29) 

( )21z
zcosw

−
= ;  30) 

( )2zz
1w 3 −

= . 

Задание 14. Вычислить интегралы по замкнутому контуру с помощью вычетов 
(направление обхода контуров является положительным). 
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1) 
( ) ( )( )∫

−−−=4z
2 5z2z1z

zdz5sin
; 2) ∫

+=2z
8

12

1z
dzz

;   3) ∫
−=− 4i2z

6

4

1z
dzz

; 

4) ∫
−
−

=2z
23

z

dz
zz
2e

;   5) 
( ) ( )∫

+−=− 12z
2 iz2z

zdz
;  6)

( ) ( )∫
+−= 5.1z

2 iz2z
zdz

; 

7) 
( ) ( )∫

+−=3z
2 iz2z

zdz
;  8) ( )( )∫

−+=+ 1iz
22 3z1z

dz
;  9) ( )( )∫

−+=− 1iz
22 3z1z

dz
; 

10) ( )( )∫
−+= 5.1z

22 3z1z
dz

;  11) ( )( )∫
−+=+− 1i3z

22 3z1z
dz

; 12) ( )( )∫
−+=4z

22 3z1z
dz

; 

13) ( )( )∫
−+= 5.0z

22 3z1z
dz

;  14) 
( )∫

−= 5.0z
3

z

z1z
dze

;   15) 
( )∫

−=− 5.01z
3

z

z1z
dze

; 

16) 
( )∫

−=− 21z
3

z

z1z
dze

;   17) ∫
−=1z

2 3zsin2
zdz

;  18) ∫
−=2z

2 3zsin2
zdz

; 

19) 
( )∫

+=2z
2

z

izz
dze

;   20) ∫
+=2z

8

3

1z
dzz

;   21) ∫
−=3z

10

5

1z
dzz

; 

22) ∫
+
π

=3z
2 dz

z2z
zsin

;   23) ∫
+

π

=3z
2 dz

z2z
zcos

;   24) ∫
+=2z

2 dz
1z

zsin
; 

25) ∫
+
+

=2z
2

z

dz
zz
ze

;   26) ∫
−=3z

3

2

8z
dzz

;   27) 
( ) ( )∫

++=2z
2

3

iz1z
dzz

; 

28) 
( ) ( )∫

++=+ 11z
2

3

iz1z
dzz

;  29) ( )∫
−=2z

z2 eez
dz

;  30) ( )∫
−=π−− 1i21z

z2 eez
dz

. 

Задание 15.  Вычислить интегралы ( x  – действительная переменная): 

1) ( )∫
+

+∞

∞−
32 1x

dx
;   2) ( )∫

+

∞+

∞−
42

4

x1

dxx
; 3) ( )( )∫

++

+∞

∞− 4x16x
dx

22 ; 

4) ( )( )( )∫
+++

+∞

∞− 9x25x1x
dx

222 ; 5) ∫
++

+∞

∞− 1xx
dx

24 ; 6) ( )∫
+

∞+

∞−
42

4

x41

dxx
; 

7) dx
4x

xcos
0

2∫
+

+∞
;   8) dx

1x
xsinx

0
2∫

+

+∞
; 9) ( ) dx

1x

xsin
0

22
∫

+

+∞
; 

10) dx
16x
xcos

0
2∫

+

+∞
;   11) ( )∫

+

+∞

∞−
42x4

dx
; 12) ∫

+
+∞+

∞−
dx

1x
1x

4

2
; 

13) ( )∫
+

∞+

∞−
22

2

x1

dxx
;   14) dx

9x
xcos

2∫
+

+∞

∞−
; 15) ( )∫

+

+∞

∞−
22 25x

dx
; 

16) dx
36x
xcos

2∫
+

+∞

∞−
;   17) dx

1x
xsin

2∫
+

+∞

∞−
; 18) ∫

+
−+∞

∞−
dx

1x
x1

4 ; 
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19) dx
25x
x3cos

2∫
+

+∞

∞−
;   20) dx

9x
x3sin

2∫
+

+∞

∞−
; 21) 

( )
dx

49x

x
22

2

∫
+

∞+

∞−
; 

22) dx
4x
x3cos

2∫
+

+∞

∞−
;   23) dx

1x
x4sin

2∫
+

+∞

∞−
; 24) ( )∫

+

++∞

∞−
dx

1x

3x
22

; 

25) ∫
+

∞+

∞−
dx

9x
xcosx

2

2
;   26) ∫

+

+∞

∞−
dx

1x
x2sinx

4 ; 27) dx
1x
1x2

4∫
+
++∞

∞−
; 

28) ∫
+

∞+

∞−
dx

9x
x3cosx

2

2
;  29) ( ) dx

4x

x
22

2

∫
+

∞+

∞−
; 30) ∫

+
++∞

∞−
dx

16x
2x

4 . 

Задание 16. Вычислить интегралы, используя вычеты. 

1) ∫
+

π2

0 tcos35
dt

;   2) ∫
+

π2

0 tcos2
dt

;  3) ∫
+

π2

0 tsin2
dt

; 

4) ∫
+

π2

0 tsin5
dt

;   5) ∫
+

π2

0 tcos5
dt

;  6) ∫
+

π2

0 tcos10
dt

; 

7) ∫
+

π2

0 tcos17
dt

;   8) ∫
+

π2

0 tcos26
dt

;  9) ∫
+

π2

0 tsin17
dt

; 

10) ∫
+

π2

0 tsin37
dt

;   11) ∫
−

π2

0 tsin23
dt

;  12) ∫
+

π2

0 6tsin
tdtcos

; 

13) 
( )∫

+

π2

0
2tcos45

dt
;  14) ∫

−

π2

0 tcos4
5

dt
;  15) ∫ >α

α+

π2

0
0,

tsin
dt

; 

16) ∫
−
+π2

0
dt

tsin2
tcos2

;   17) 1a,
atcosa21

dt2

0
2 <∫

+−

π
; 18) ∫

+

π2

0 tsin26
dt

; 

19) 
( )

0ba,
tcosba

dt2

0
2 >>∫

+

π
; 20) ( )∫

+

π2

0
2 tcosba

dt
;  21) 

( )∫
+

π2

0
2tcos23

dt
; 

22) ∫
++

π2

0 2tcostsin
dt

;  23) ∫
π2

0

4 tdtcos ;   24) ∫
π2

0

2 tdtcos ; 

25) ∫
+

π2

0
2 tsin1

dt
;   26) ∫

+

π2

0
2 tcos1

dt
; 27) ∫ <<

+−

π2

0
2 1p0,

ptcosp21
dt

; 

28) ∫ <<
+−

π2

0
2

2

1p0,
pt2cosp21

tdt3cos
;   29) ∫ >

+−

π2

0
2 1p,

ptcosp21
tdt2cos

; 

30) ∫ <<
+−

π2

0
2 1p0,

ptsinp21
tdtcos

. 
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