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ДВУХКРИТЕРИАЛЬНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ  

СИСТЕМ АВТОМАТИЗАЦИИ  

Дано обоснование двухступенчатого подхода к оптимизации систем. 
Предложен метод обнаружения векторных эффективных оценок с помощью 
приближенной области Парето. Показано, что скалярный показатель 
«Производительность/Себестоимость» является адекватным индикатором 
качества. Предложен численно-графический метод оптимального выбора из 
альтернативных вариантов множества Парето. 
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Введение. Целью работы являлось повыше-
ние точности выбора оптимальных решений в 
процессе синтеза систем автоматизации и ин-
формационных систем, в т.ч. медицинских и 
телемедицинских информационно-измеритель-
ных комплексов [1].  

Большинство систем автоматизации пред-
назначаются для повышения эффективности 
производства продукции. Показателем эффек-
тивности такой системы может служить среднее 
время выработки единицы продукции (продук-
та), обозначаемое здесь как  . Другим важным 
показателем эффективности является средняя 
себестоимость продукта  .  

Оптимизация по Парето. При поиске наи-
лучшего варианта системы необходимо учиты-
вать оба показателя, поэтому задача оптимиза-
ции должна решаться в двухкритериальной 
постановке. В [2] для подобной задачи было 
предложено решение по Парето [3, 4]. Ниже 
излагается аналогичный подход, используемый в 
данной работе. 

Возможные варианты системы   связы-
ваются прямым и обратным отображениями с n -
мерными векторами характеристических пара-
метров  1,  ,  nx xx  , Xx :  

:W X , (1) 
1 :W X  . (2) 

В   включаются только варианты, удовлетво-
ряющие ограничениям для области параметров 
X  в виде  

( ) 0ig x  ( 1,2, , )i k  . (3) 
Показатели эффективности   и   рассматри-
ваются в совокупности как векторная оценка 

 ,  y , Yy . Y  – это множество допусти-
мых оценок, которое может описываться 
некоторой функциональной зависимостью  

( )fy x  (4) 
с функциональными ограничениями  

( ) 0jg y  ( 1,2,...,j l ). (5) 

Зная ( )f x  и ограничения, в области Y  можно 
найти множество эффективных по Парето 
оценок (множество Парето)  

 0Y P Y , (6) 

неулучшаемых по обоим показателям, затем – 
множество Парето-оптимальных решений 0X  и 
на основании (2) – множество наилучших в 
смысле Парето вариантов системы.  

Поскольку ( )f x  чаще всего неизвестна, то 
выполняется поиск отдельных элементов 0X . 
При этом приходится ограничиваться некоторым 
подмножеством *

0X X . Поиск каждого эле-
мента осуществляется отдельными шагами по 
правилу Парето, согласно которому для дви-
жения в сторону любого оптимума на каждом 
шаге необходимо улучшать хотя бы один из 
показателей эффективности, не ухудшая другой.  

В задаче об эффективности системы автома-
тизации требуется минимизация показателей 
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  ( 0  ) и   ( 0  ). Это означает, что 
Парето-оптимальными решениями будут такие 

0 0Xx , для которых ни один из компонентов 
вектора оценки 0 0( )fy x  нельзя уменьшить, не 
увеличивая другой. Иными словами, в области 
допустимых оценок Y  нельзя найти такие y , 
для которых при 0    выполнялось бы 0    
или при 0    могло бы быть 0    (критерий 
Парето). Оценки  

 0 0 0,  y , 0 0Yy  (7) 

и называются эффективными по Парето.  
Область допустимых оценок Y  с показате-

лями   и   можно изобразить на плос-
кости в прямоугольной системе координат  . 
Область Y  локализуется в I квадранте, т.к. 0   
и 0  , а множество Парето 0Y  – на левой 
нижней границе области Y . Здесь же может 
находиться и множество критических точек 
Парето, которые не являются эффективными 
оценками [4]. 

Множество Парето приближенно можно 
найти на основании статистических оценок па-
раметров двумерного распределения ( , )w w   . 
Рисунок 1,а отражает подход, когда граница 
области Y  формируется приблизительно с по-
мощью эллипсов рассеяния, ограничивающих 
кластеры точек ( , )   с высокой доверительной 
вероятностью (0,95-0,99), получаемых при моде-
лировании или реализации различных архитек-
тур системы. Область Y  представляется в виде 
объединения кластеров – области рассеяния. 
Оценки y  за границей области рассеяния из 
общего рассмотрения исключаются. Те из них, 
которые представляют особый интерес, иссле-
дуются отдельно и могут рассматриваться как 
«точки эволюции» [5]. 

Множество 0Y  приближенно изображается 
отрезками кривых de и gh (без g), которые 
принадлежат внешней границе области рассея-
ния, заданной совокупностью эллипсов 1-3. 
Участки границы ab и fg можно называть 
критическими, т.к. они образованы исключае-
мыми из 0Y  критическими точками. 

Поиск эффективных оценок по правилу и 
критерию Парето производится итерационным 
приближением к границе области рассеяния так, 
чтобы в каждой следующей точке проклады-
ваемого маршрута не происходило ухудшения 
ни по одному из показателей. На рисунке 1,а 
показаны примеры маршрутов. Маршруты II и 
IV гладкие, т.к. реализуются в пределах кластера 
архитектуры одного типа. На маршрутах I и III 

имеются скачкообразные переходы на крити-
ческих участках границы, что отражает значи-
тельные изменения при смене типа архитектуры. 

Далее встает вопрос: «Какое из Парето-оп-
тимальных решений предпочтительнее?». Опре-
деленный ответ можно получить только при 
наличии стратегии предпочтения и критерия 
второго порядка. 

 
Рисунок 1 

а – область рассеяния допустимых оценок и 
приближенная область Парето; 

б – индикатор качества (показатель 
«Производительность/Себестоимость») 

Индикатор качества. Назовем средней ин-
тенсивностью производства продукта величину, 
обратную  ,  

1   . (8) 

Она может служить показателем производитель-
ности, который всегда хотят увеличивать, т.к. 
стремятся к уменьшению  . Будем рассматри-
вать относительный показатель «Производитель-
ность/ Себестоимость» в виде  

1q    


, (9) 

увеличивающийся как с ростом 1   , так и с 
уменьшением  . При фиксированном q Q  
приходим к обратно-пропорциональной зависи-
мости  



ISSN 1995-4565. Вестник РГРТУ. № 1 (выпуск 35). Рязань, 2011 105 

1
Q   . (10) 

для которой 1 ConstQ   . 
На рисунке 1,б в области рассеяния допус-

тимых оценок и на приближенном множестве 
Парето (два жирно выделенных участка грани-
цы) показан ряд оценок со своими значениями 
q , а также гиперболы (10) для трех значений Q . 
Гипербола с максимальным *Q Q  огибает об-
ласть рассеяния слева и (или) снизу и касается ее 
границы в приближенной области Парето по 
крайней мере один раз, не пересекая границу.  

Все точки области допустимых оценок Y , 
включающей и 0Y , удовлетворяют неравенству 
на основе (10) 

*
1

Q 


. (11) 

Любая гипербола с параметром *Q Q  может 
пересекать область Y  и проходить как через 
граничные, так и внутренние точки области. Для 
всех таких точек ( , )   выполняется 

*
1

Q 


, (12) 

Однако кривая  

*
1

Q 


 (13)  

только касается границы Y , и для любой точки 
касания * *( , )   выполняется критерий Парето, 
т.е. не существует других ( , ) Y   , для которых 
при *    выполнялось бы *    или при *    
могло бы быть *   . Следовательно все оценки 

* * *( , )  y  являются эффективными, *
0Yy . 

Можно сказать, что гипербола (13) отмечает 
точками касания наиболее предпочтительные из 
эффективных оценок и указывает на области 
перспективных решений. Таким образом, показа-
тель (9) может служить индикатором качества 
для экспресс-анализа альтернативных вариантов 
в рамках стратегии предпочтения.  Уменьшая 
неопределенность выбора, он, однако, не дает 
окончательного решения, т.к. не учитывает 
никакие другие факторы, кроме производитель-
ности и себестоимости.  

Линейный критерий оптимального выбо-
ра по скорости получения прибыли. Для сис-
тем, обеспечивающих выпуск продукции ком-
мерческого назначения, решающим критерием 
чаще всего становится наибольшая прибыль. 
Ограничимся следующей прикладной моделью.  

--------------- Начало описания модели -------------- 
Общий план:  

 все рассматриваемые варианты системы пред-
назначается для последовательного процесса 
производства – продукты вырабатываются один 
за другим (конвеер); 
 за период времени T  может быть выпущено и 
продано n  единиц продукции ( n  – перменная, 
ее значение зависит от варианта системы);  
 планируемый объем продаж –  

x z r  , (14) 
где z  – суммарные затраты, r  – сумма прибыли.  

Среднестатистические величины для 
обобщенного продукта (без различия отдельных 
видов продукции): 
 цена продукта – 

c x n ; (15) 
 себестоимость продукта – 

z n  ; (16) 
 прибыль от продажи единичного продукта – 

r n  ; (17) 
 время выработки единичного продукта –  

T n  . (18) 
Из (14)-(17) следует 

c     . (19) 
Расширение производства. 
Для увеличения выпуска продукции предус-

матривается параллельное использование мно-
жества конвееров. 

-------------- Конец описания модели -------------- 

Предложенная модель будет состоятельна, 
если выпускается продукт одного вида или если 
цены разных продуктов отличаются мало, а 
также, если мало разнятся их себестоимости. 
Указанные условия выполняются во многих 
приложениях, поэтому данную модель можно 
считать состоятельной в широком смысле. 

Рассмотрим отношение прибыли от продажи 
единичного продукта к времени его выработки  

1r    . (20) 

По смыслу 1r  – это скорость получения прибыли 
в последовательном процессе. Из (20) полу-
чается другое выражение для прибыли от еди-
ничного продукта –    

1r   , (21) 
и из (19) с учетом (21) вытекает 

1c r    . (22) 
При фиксированной цене c C  из (22) выво-
дится уравнение  

1 0r C     , (23) 
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т.е. имеет место линейная зависимость 

1r C     . (24) 
Поскольку в (24) ConstC  , производная 

1
d r
d

 


. (25) 

Отсюда видно, что 1r  выражает абсолютную 
крутизну зависимости (24) и может служить 
показателем эффективности второго порядка 
при выборе оптимального системного решения 
из альтернативных вариантов.  

Критерий 1r  имеет простую геометрическую 
интерпретацию и обеспечивает оптимальный 
выбор наглядным численно-графическим мето-
дом. На рисунке 2 пунктиром показаны прямые, 
соответствующие уравнению (23). Некоторые из 
них – касательные к границе области рассеяния 
допустимых оценок, описанной выше и изоб-
ражавшейся на рисунке 1. Они касаются области 
рассеяния слева и (или) снизу. Обозначая 1r  для 
таких касательных, как *

1r , вместо (23) будем 
писать  

*
1 0r C     . (26) 

Все касательные на рисунке 2 помечены вынос-
ными надписями со значениями коэффициентов 
C  и *

1r  согласно (26).  

 
Рисунок 2 – Линейный критерий оптимального 
выбора по скорости прибыли (размерности – в 

условных ед.) 

Покажем, что прямые (26) касаются границы 
области рассеяния в одной или нескольких 
точках приближенной области Парето. Пусть все 
точки области рассеяния вместе с точками 
границы удовлетворяют неравенству 

*
1 0r C     . (27) 

Тогда для точек касания * *( , )   по линии (26) 
выполняется критерий Парето – в области 
рассеяния допустимых оценок не существует 
других ( , )  , для которых при *    выпол-

нялось бы *    или при *    могло бы быть 
*   . Следовательно, точки касания * *( , )   

принадлежат приближенному множеству Паре-
то. Им соответствуют приближенно эффектив-
ные оценки * * *( , )  y . 

Из (22) с очевидностью следует, что 

1
cr  




, (28) 

т.е. скорость прибыли является функцией цены, 
себестоимости и затрат времени на получение 
продукта. При c    и любых конечных   и   
согласно (28) 1r   , что практически не 
реализуется. С другой стороны, при  min

Y
c


 

y
 

из (28) следует 1 0r  , что означает нерента-
бельность.  

В действительности производство ориенти-
ровано на рыночные цены и положительную 
рентабельность. Оптимальный выбор должен ис-
ходить из объективно заданной цены C , на 
основании которой в обратной задаче с линей-
ным уравнением (23) необходимо на множестве 
допустимых оценок найти решение, обеспечи-
вающее максимум 1r .  

Если для всех допустимых оценок  ,  y , 
Yy  действует условие 

1 0r C     , (29)  
и принимаются строгие ограничения 0   и 

0  , то касательная к области Y , описываемая 
уравнением 

1 0r C     , (30) 
при заданном значении C  должна иметь 
наибольшую абсолютную крутизну из всех 
возможных –   

 1 1max
Y

r r



y

 . (31) 

Действительно, для прямых (23), которые при 
том же C  пересекают область Y , подчиняясь 
строгому неравенству  

1 0r C     , (32) 
абсолютная крутизна 1 1r r  меньше, чем у каса-
тельной, 1 1r r   . А точки прямых с большими 

1 1r r , 1 1r r   , при том же C , удовлетворяя 
противоположному неравенству  

1 0r C     , (33) 
противоречат условию (29). Следовательно, ут-
верждение (31) о наибольшей крутизне каса-
тельной оказывается справедливым. При этом 
оно не связано с какими-либо особыми формами 
представления области допустимых оценок. 
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Любая прямая (30) для конечной  цены C  
при соблюдении условия  min

Y
C


 

y
 касается 

области допустимых оценок только в области 
Парето в одной или множестве точек. Действи-
тельно, для точек касания ( , ) 

  выполняется 
критерий Парето – в области допустимых оценок 
не существует других ( , )  , для которых при 

    выполнялось бы   


 или при   


 могло 
бы быть    . Поэтому точки касания  
соответствуют оценкам, эффективным по Парето 
– 0( , )   y

 , 0 0Yy . 
Следовательно, при конечной цене продук-

та, превосходящей его минимальную себестои-
мость –  min

Y
C


   

y
, максимум показателя  

эффективности  1 1max
Y

r r



y

  обеспечивается одн-

им или множеством Парето-эффективных сис-
темных решений на основании двухкритериаль-
ных оценок ( , )  y

  , указываемых касательной 

1 0r C      к границе множества допустимых 
оценок. 

Последнее проиллюстрировано на рисун-
ке 2, где область допустимых оценок представ-
лена в виде области рассеяния и приближенной 
области Парето, тех же, что на рисунке 1,а,б. 
При цене 0,42C   касательная с крутизной 

*
1 1,09r   (используется *

1r  как оценка 1r
 ) отме-

чает единственную эффективную оценку *y , 
близкую к оценке с максимальным индикатором 
качества (9), 24q  . Прямая, пересекающая об-
ласть рассеяния, имеет меньшую крутизну 1r

 , 
следовательно, все возможные решения, кроме 
указанного данной касательной, уступают ему в 
скорости прибыли (даже решения с меньшим  , 
т.е. с большей производительностью – из-за 
увеличенной себестоимости). График прямой с 

1r
  проходит вне области рассеяния, демонстри-

руя отсутствие решений со значениями показа-
теля эффективности  *

1 1r r  . 
На рисунке 2 также иллюстрируется ситуа-

ция, возникающая при меньшей цене 0,245C  . 
Оказывается, что у прямой с максимальной для 
этой цены крутизной *

1 0,235r   имеется 2 точки 
касания с областью рассеяния на разных участ-
ках приближенной области Парето, относящихся 
к разным типам архитектур рассматривавшейся 
системы. Первая точка представляет решение с 
несколько большим *  и несколько меньшими 

* , чем в точке оценки, оптимальной для 

0,42C   (см. выше). Вторая точка соответствует 
системному реше-нию, при котором для того же 
значения показа-теля *

1 0,235r   время 
выработки продукта   в 4 раза больше, но 
себестоимость   при этом – в 4 раза меньше.  

В смысле скорости прибыли эти два реше-
ния эквивалентны, хотя и далеки друг от друга. 
Существенное различие состоит в количестве 
выпускаемых продуктов, зависящем от вариан-
тов системы. Из (18) следует  

n T  , (34) 

поэтому разным 1  и 2  ( 1 2   ) соответствуют 
различные 1n  и 2n  ( 1 2n n ). Пусть 1 2n n k  – 
целое число. Если в обоих случаях требуется 
выпускать наибольшее количество 1N n  еди-
ниц продукции, то параллельное применение k  
систем 2-го типа обеспечит выполнение задачи 
( 2kn N ). 

Заключение. В статье представлены сле-
дующие результаты. 

1. Дано обоснование двухступенчатого под-
хода к оптимизации систем с использованием 
оптимизации по Парето на первой стадии и 
критерия скорости получения прибыли на 
второй.  

2. Предложена локализация эффективных 
векторных оценок систем с помощью прибли-
женной области Парето.  

3. Показана адекватность применения ска-
лярного показателя «Производительность/ Себе-
стоимость» как индикатора качества систем для 
экспресс-анализа альтернативных вариантов.   

4. Разработан критерий второго порядка и 
численно-графический метод для выбора из 
альтернативных Парето-оптимальных решений 
по показателю скорости получения прибыли. 
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УДК 684.511 

Е.Л. Еремин, Д.А. Теличенко, Е.А. Шеленок 
ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕЖИМЫ В СХЕМАХ ДЕЦЕНТРАЛИЗОВАННОГО 

АДАПТИВНОГО И РОБАСТНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

Рассматривается использование адаптивных и робастных законов регу-
лирования в схемах децентрализованного периодического управления мног-
освязными нелинейно-нестационарными априорно неопределенными объек-
тами. Синтез систем проводится с использованием критерия гиперус-
тойчивости, малоинерционной эталонной модели и наблюдателя состояния 
полного порядка. 

Ключевые слова: многосвязный объект, априорная неопределенность, 
критерий гиперустойчивости, стационарный наблюдатель, явно-неявная 
эталонная модель. 

Введение. Перед разработчиками современ-
ных автоматических систем весьма часто возни-
кают задачи, связанные с аналитическим конст-
руированием и исследованием систем управле-
ния сложными технологическими объектами 
различного назначения. Для подобных объектов, 
как правило, характерно наличие множества 
входных управляющих сигналов, регулирующих 
изменение нескольких выходных параметров. В 
большинстве случаев построение систем управ-
ления такими объектами осуществляется с 
использованием схем так называемого децент-
рализованного управления, предполагающего 
предварительное разбиение исходного объекта 
на несколько независимых или слабосвязанных 
подсистем со своими входом и выходом и син-
тезе законов регулирования для каждой такой 
подсистемы. 

На практике чаще всего приходится сталки-
ваться с ситуацией, когда построение системы 
управления осуществляется в условиях непол-
ной информации о параметрах управляемого 
объекта. Отсутствие полной параметрической 
определенности может быть обусловлено как 
недостаточной точностью математической моде-
ли динамического объекта, так и нестабиль-
ностью его внутренних параметров, связанной 
со спецификой его работы. Кроме этого, всегда 
приходится учитывать влияние на процесс 
работы системы внешних неконтролируемых 
возмущений, также обусловленных различными 
причинами и негативно сказывающихся на 
устойчивости и качестве процесса функциони-
рования системы. Известно, что в данной 
ситуации возможно применение методов теории 
идентификации, предполагающей предваритель-

ную оценку и определение неизвестных 
параметров, и построение в соответствии с ре-
зультатами идентификации необходимых конту-
ров регулирования. Однако при решении задач 
управления априорно неопределенными динами-
ческими объектами наиболее прочно зарекомен-
довали себя методы теории адаптивного и ро-
бастного управления. 

Применение адаптивного подхода показало 
хорошие результаты работы синтезированных 
систем, но сильное усложнение алгоритмиче-
ской структуры (а, следовательно, и технической 
реализации) регуляторов в случае управления 
сложными нелинейными объектами потребовало 
поиска альтернативных подходов к решению 
задач регулирования. Одним из таких походов 
является концепция робастного управления, с 
помощью которой было показано, что в автома-
тических системах, использующих различные 
пропорциональные регуляторы вместо интег-
ральных алгоритмов настройки, обеспечивается 
высокое качество переходных процессов вместе 
с сохранением приемлемой структурной слож-
ности контура регулирования. 

Не менее важной и актуальной задачей 
современной теории управления является раз-
работка и исследование систем управления, 
предназначенных для поддержания некоторых 
периодических режимов работы динамических 
объектов. Данный класс систем получил назва-
ние периодических систем управления (ПСУ) 
или систем управления циклического действия. 
К техническим примерам ПСУ можно отнести 
системы программного управления металлоре-
жущими станками, производящими серию оди-
наковых деталей, системы управления исполни-
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тельными манипуляционными роботами, совер-
шающими многократно повторяющиеся опера-
ции (например, при сварочных работах или 
операциях лазерной резки). Главной особен-
ностью подобных систем является их функцио-
нирование в условиях действия периодических 
задающих воздействий и внешних возмущений. 

К одним из первых работ по разработке под-
ходов к управлению периодическими режимами 
динамических объектов можно отнести [1], [2]. 
В них было предложено использование так 
называемого генератора периодических сигна-
лов (ГПС), посредством которого обеспечива-
лась адаптация системы к циклическим помехам 
и задающему воздействию. В более поздних 
работах [3], [4] также решена задача фор-
мирования периодического режима на выходе 
динамического объекта за счет применения 
«двухрелейного» алгоритма, а также адаптивно-
робастного регулятора. 

В [5] на основании критерия гиперустой-
чивости для управления существенно нелиней-
ным объектом в периодических режимах синте-
зирован алгоритм, включающий в себя ГПС и 
адаптивную интегральную настройку. Данный 
подход получил развитие в работах [6], [7], где 
для решения аналогичной задачи был предложен 
робастно-периодический контур управления. 

Решение задач управления циклическими 
режимами динамических объектов значительно 
усложняется в случае, когда для построения 
работоспособных и технически реализуемых 
контуров регулирования необходимо исполь-
зовать недоступные непосредственному измере-
нию внутренние состояния объекта. В такой 
ситуации необходимо использовать методы 
оценки необходимых переменных по измере-
ниям выходного сигнала системы. Так, в [7] с 
помощью наблюдателя состояния полного по-
рядка [8], [9] решена задача робастно-перио-
дического управления нелинейным скалярным 
динамическим объектом. 

В данной статье рассматривается возмож-
ность использования адаптивных и робастных 
алгоритмов управления в схемах децентрализо-
ванного управления многосвязными нелинейно-
нестационарными априорно неопределенными 
объектами, работающими в периодических ре-
жимах. В качестве базовых методов аналити-
ческого конструирования системы управления 
используются: критерий гиперустойчивости, ма-
лоинерционная эталонная модель и стационар-
ный наблюдатель полного порядка. 

Исходное математическое описание. В ка-
честве управляемого объекта рассматривается 
многосвязный нелинейный объект, динамиче-

ские свойства локальных подсистем которого 
заданы уравнениями 

 )(),(
)(

tubxA
dt

tdx
iiiii

i  

),(),( ttf iii   

),()()( ,1 txtxLty ii
T

i   

(1) 

где in
i Rtx )( , Rtu i )( , Rtyi )(  – вектор пе-

ременных состояния, скалярное управляющее 
воздействие и выход каждой i-й локальной 
подсистемы объекта; ),( iii xA   

),()(),( ,2,1 iiiiiii xAtxxA    – нелинейно-неста-
ционарный вектор;  )(),(,1 iiiii AxA   

),(, i
T
ii xtb

i
  – нелинейная матрица; 

)()( ,0,0 i
T

iiiii bAA   – некоторая стационар-
ная матрица; iA ,0  – гурвицева (устойчивая) 
матрица; ),(),( ,,2 iiiiii xtbxA

i
  – вектор с не-

линейными параметрами; ),(),(, iiii xtxt
i

  , 
),(),(, iiii xtxt

i
   – сооответственно некото-

рые ограниченные векторная и скалярная нели-
нейные функции; iii ,0,0 )(   – некоторый ста-

ционарный вектор; T
ib ]1,0,...,0[ TL ]0,...,0,1[  –  

известные векторы соответствующей размер-
ности; ii   – набор числовых параметров, 
определяющий уровень или класс априорной 
неопределенности объекта (1); ),( ii tf   – вектор 
внешних возмущений, такой что 
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ijn
ij Rtx )(  – переменные состояния перекрест-

ной связи; Rtij  )(  – выходной скалярный сиг-

нал перекрестной связи; T
ijijij bCA ]1,0,...,0[,,   – 

постоянные матрица и векторы, обеспечиваю-
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щие устойчивость динамического звена (3). 
Следуя результатам работ [5] – [7], рас-

смотрим возможность управления многосвязным 
объектом (1), во-первых, посредством введения в 
каждую i-ю локальную подсистему адаптивно-
периодического регулятора 

)],()()([)( ,, txtututu i
T

интiперiii    (4) 

и, во-вторых, – с помощью комбинированного 
робастного закона управления 

)],()([)( ,, tututu робiперiii    (5) 

где )(, tu перi )(, tu интi )(, tu робi  – соответственно 
периодическая, интегральная и робастная части 
регуляторов (4), (5); 0 consti . 

Желаемую динамику функционирования 
каждой i-й локальной подсистемы объекта (1) 
будем формировать с помощью малоинерцион-
ной явно-неявной эталонной модели 
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(6) 

для которой 0,0  consta i  – некоторое доста-
точно большое число; Rtx i )(,0  – переменные 
эталона; Rty i )(,0  – выходной сигнал эталона; 

)( Ttri   – периодическое задающее воздейс-
твие. 

Прежде чем сформулировать постановку 
задачи, сделаем два важных замечания. 

Во-первых, рассмотрим эквивалентную фор-
му записи уравнений динамики объекта управ-
ления (1) 
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где )(t  – скалярный сигнал видоизмененного 

управления; 
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  – экви-

валентное возмущение; для которого в силу при-
сутствия в видоизмененном управлении )(t  не-
доступных переменных состояния очевидна не-

возможность ее технической реализации, а сле-
довательно, и невозможность построения рабо-
тоспособного контура регулирования. С целью 
восстановления значений вектора состояния 
введем в каждую локальную подсистему объекта 
динамический контур наблюдения [8], [9] 

),()()(
)(

*, tyFtubtxA
dt

txd
iiiiii

i 

 
),()(),()( txgtvtxLty i

T
iii

T
i   

),( ,0*,
T

iii LFAA   

(7) 

применение которого позволит построить тех-
нически реализуемые адаптивные или робастные 
законы управления за счет использования оце-
нок переменных вектора состояния )(txi  i-х 
подсистем объекта. 

Во-вторых, предположим, что для много-
связного объекта (1) синтезирована устойчивая 
система управления. Тогда выход каждой ло-
кальной подсистемы будет иметь ограниченный 
характер, т.е. 0|)(| 2

,0  constqty ii . А с учетом 
того, что при подаче на вход любого устой-
чивого динамического звена, коим является (3), 
ограниченного входного сигнала его выход 
также оказывается ограниченным, будем иметь 
справедливое условие 

,0)( 2
,0

1



constt ij

m

j
ij   

которое фактически означает ограниченность 
выхода каждой из переходных связей (3). 

Постановка задачи. Требуется для систем 
(1) – (3), (4) или (1) – (3), (5) с помощью быстрой 
явно-неявной эталонной модели (6) и наблю-
дателя состояния полного порядка (7) опреде-
лить явный вид алгоритмов адаптивного (4) или 
робастного (5) регуляторов, обеспечивающих 
при любых начальных условиях )0(ix , любом 
уровне априорной неопределенности ii  , а 
также любых нелинейных параметрах и внешних 
возмущениях объекта (1), выполнение целевых 
условий 
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            (9) 

при использовании регулятора (5), а также 
дополнительного условия 
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(10) 

в случае применения адаптивного регулятора 
(4), где consti  ,0  – некоторое относительно 
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малое число. 
Синтез законов управления. Рассмотрим 

синтез адаптивно- и робастно-периодического 
законов управления, который аналогично [5] – 
[7], [9] проведем на основании критерия 
гиперустойчивости В.М. Попова и выполним ряд 
типовых этапов. 

Адаптивно-периодические алгоритмы. 
Пусть каждая i-я локальная подсистема 

функционирует без влияния на нее внешних 
возмущений и действия перекрестных связей, 
т.е. 0)( tf i , 0)(  ti . В этом случае, рас-
сматривая ошибку рассогласования между эта-
лоном и объектом регулирования )(ti  

)()(,0 txtx ii  , на первом этапе синтеза с уче-
том (4) и (7) получаем эквивалентное описание 
исследуемой на гиперустойчивость системы 
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Очевидность требования второго этапа 
синтеза, касающегося обеспечения веществен-
ности и положительности линейной стационар-
ной части (ЛСЧ) эквивалентной системы, выте-
кает из явного вида ее передаточной функции, в 
данном случае совпадающей с передаточной 
функцией апериодического пер-вого порядка, 
для которого всегда выполнимо условие 
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Выполним требования третьего этапа 
синтеза, связанные с решением интегрального 
неравенства В.М. Попова (ИНП). Воспользуемся 
аналогично [6], [7] модификацией ИНП 

  
k

t

ikiikk dsszQszst
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* ))(()()(),0(

,0,2
,0  tconsti  

(13) 

где ))((, tzQ ik  – некоторые положительно опреде-
ленные функции; которое решим относительно 
нелинейной функции )(ti , определив явный 
вид алгоритмов адаптации. 

С учетом (11) справедливость неравенства 

(13) будет вытекать из существования оценок 
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справедливость которых, в свою очередь, может 
быть достигнута (см., например [5]) за счет 
синтеза алгоритмов регулятора в виде 

),()()( ,0,, tzTtutu iiперiперi   (14) 

)()(
)(

,1
, tztx
dt

tdu
iikik

интik  , (15) 

где ;1))(())(( ,2,1  tzQtzQ iiii .0, ,1,0  constiki  

Заметим, что алгоритм (14) представляет со-
бой схему генератора периодических сигналов 
(ГПС), а интегральная настойка (15) играет роль 
адаптивной составляющей закона (4). 

На четвертом этапе обеспечим выполне-
ние целевых условий функционирования (8) – 
(10) в синтезированной системе при 0)( tf i , 

0)(  ti . Периодическая составляющая возму-
щающего воздействия )(, Ttf перi   в силу своей 
ограниченности и цикличности изменения мо-
жет быть включена в состав функции )(~ Tti   
нелинейной части (11), что не нарушит струк-
туру алгоритма (14). 

В случае присутствия в системе эквива-
лентного постоянно действующего возмущения 

)(~
, tf in  для сохранения работоспособности систе-

мы интегральный алгоритм (15) требует регу-
ляризации (загрубления), например, за счет 
использования нелинейного элемента с зоной 
нечувствительности. Тогда модифицированный 
алгоритм (15) запишется в виде 

















,|)(|,0
)(],)()[(

,)(],)()[(
)(

,1

,1
,

ii

iiiiikik

iiiiikik
интik

tz
tztztx
tztztx

dt
tdu







(16) 

.0t  
где 0 consti  – величина зоны нечувстви-
тельности. 

Таким образом, поскольку выполнены тре-
бования вещественности и положительности 
ЛСЧ (12), а также существует справедливая 
модификация ИНП (13), то исходная система (1) 
– (4), (7), (14), (16) окажется гиперустойчивой 
для заданного класса ii   и для нее будут 
справедливы условия (8) – (10). 
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Робастно-периодические алгоритмы.  
Первый этап синтеза. Получим эквива-

лентное математическое описание системы с 
учетом (5) и (7) 
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Второй этап полностью аналогичен соот-
ветствующему этапу, рассмотренному выше. 

Третий этап синтеза. Рассматривая интег-
ральные слагаемые неравенства (13) с уче-
том (17) 
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где ;1))(())(( ,2,1  tzQtzQ iiii  ))((,3 tzQ ii  
|)(|))((,4 tztzQ iiii  ; можно, следуя [7], пока-

зать что справедливость (13) будет обеспечена за 
счет определения, во-первых, периодической 
настройки в виде ГПС (14) и, во-вторых, 
робастной части алгоритма управления в виде 
нелинейной функции 

 )(]|)(|[)( ,2
1

,1, tztxtu ii
n

m
imiробi  


, (18) 

где 0, ,2,1  constii . 
Четвертый этап синтеза. Ввиду выполне-

ния требований интегрального неравенства (13), 
а также условий вещественности и поло-
жительности ЛСЧ (17) имеем гиперустойчивую 
для заданного класса ii   систему управ-
ления (1) – (3), (5), (7), (14), (18), для которой 
условия (8), (9) будут справедливы. 

Вычислительные эксперименты. В ка-
честве наглядного примера использования полу-
ченных алгоритмов рассмотрим задачу управле-
ния многосвязным нелинейным априорно неоп-
ределенным объектом (1), содержащим две 
локальные подсистемы с динамикой, описанной 
выражениями 
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);(sin)(),( 111111111 txtxcxt   

);(cos)(),( 111112112 txtxcxt   

);(cos)(sin)(),( 11111113113 txtxtxcxt   

);(sin)(),( 21
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21121 txtxxt   

);(cos)(),( 2
2121122 txtxxt   
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iiiнеперi
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а также, неопределенностью параметров, задан-
ной соотношениями 

;51;21;5.40 131211  aaa  

;51;41;31 131211  ccc  

;73;105 2221  aa ;5.25.0;41 21  hh  

;5.12.0;11.0;22 21   

;41;35.0;25.1;31 2121   

;25.05.0;1.01 21   

.25.1;31 21   

Перекрестные связи объекта (1) были сфор-
мированы в виде двух устойчивых динамиче-
ских звеньев с передаточными функциями вида 

52
1)(

212



ss

sW ; .
57

5)( 221 


ss
ssW  

Задающие воздействия в системе имели вид 
периодических функций времени 

;cos5.0sin4.0)(1 ttTtr   
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.5.0cos5.1sin5.0)(2 ttTtr   
При выбранных коэффициентах быстрых 

явно-неявных эталонных моделей 102,01,0  aa  
параметры локальных контуров наблюдения, 
рассчитанные в соответствии с [8], [9], приняли 
вид 

;
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Рисунок 1 – Динамика первой локальной 

подсистемы 

Все вычислительные эксперименты прово-
дились с использованием неявной эталонной 
модели [7], [9] при следующем наборе пара-
метров объекта регулирования (1) 

;2;1;3 131211  aaa ;2;1;5.0 121211  ccc  

;5;7 2221  aa ;1;5.1 21  hh  

;4.0;4.0 21   

;3.2;5.1 2121   

;23.021  .5.1;1 21   
Управление с регуляризованными адаптив-

ными алгоритмами настройки. Применим к 
управлению нелинейным объектом (1) с при-
веденными исходными данными регулятор (4), 
(14), (16), параметры которого после проведения 
нескольких этапов имитационного моделиро-
вания были выбраны со значениями 

;2500;3000;2000;50 13,112,111,11,0 
;3000;2000;30 22,121,12,0   

;50;100 21  .005.0;003.0 21   

Временные характеристики системы пред-
ставлены на рисунках 1 и 2. 
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Рисунок 2 – Динамика второй локальной 
подсистемы 

Из представленных рисунков видно, что в 
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данном случае для системы выполняется цель 
управления (8), что обусловлено допустимо ма-
лой величиной ошибки регулирования, а также 
цели адаптации (9), (10). 

Однако для первой локальной подсистемы 
имеет место невысокое качество сигнала управ-
ляющего воздействия, которое обусловлено 
влиянием на подсистему постоянно действую-
щего возмущения и сигнала с выхода перек-
рестной связи (рисунок 1). 

Робастное управление. С целью улучшения 
качества функционирования системы для управ-
ления процессом работы каждой отдельной под-
системы объекта применим робастно-периодиче-
ский регулятор (5), (14), (18), параметры кото-
рого в ходе проведения вычислительного экспе-
римента приняли значения 

;50;30 2,01,0  ;100;70 21   
.50;30 2,21,2   

Согласно результатам имитационного моде-
лирования, представленным на рисунках 2 и 3, 
применение робастного контура управления (5), 
(14), (18) обеспечивает в системе меньшую вели-
чину ошибки слежения и более высококачест-
венное управляющее воздействие для каждой из 
подсистем объекта, т.е. имеет место повышение 
качества функционирования системы в целом. 
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Рисунок 3 – Динамика первой локальной 
подсистемы (робастное управление) 
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Рисунок 4 – Динамика второй локальной 
подсистемы (робастное управление) 

Комбинированное управление. В заключение 
рассмотрим случай, когда одна из локальных 
подсистем объекта (например, первая) подвер-
жена действию слабых внешних помех 

|;25.0sin|2.0)(1,3 tTtf пер   

.5.0]13.2sin5.1sin[2.0)( 23.0
1,3 tettf t

непер
   

Тогда, с учетом предыдущих результатов, 
введем во вторую локальную подсистему робас-
тный регулятор (5), (14), (18) и пусть, при этом 
первая подсистема содержит контур регулиро-
вания (4), (14), (16). В результате проведения 
имитационного моделирования параметры ло-
кальных регуляторов приняли значения 

;601,0  ;2500;3000;2000 13,112,111,1   

;502,0  .0012.0;50;30 12,21,2 
;601  ,1001   

при которых были получены следующие времен-
ные характеристики системы (рисунки 5 и 6). 

Из представленных временных характе-
ристик системы видно, что имеет место хорошее 
качество динамических процессов, протекающих 
в контуре с регуляризованным адаптивным 
регулятором (малая величина ошибки регу-
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лирования и качественный управляющий сиг-
нал), при этом подсистема с робастным 
управлением, аналогично предыдущему случаю, 
сохраняет высокие качественные показатели 
своего функционирования. Заметим, что ис-
пользование в первой подсистеме локального 
робастного регулятора (5), (14), (18) также будет 
обеспечивать достаточно малую величину 
ошибки слежения )(1 t , однако в начальный 
момент времени сигнал управления )(1 tu  будет 
иметь большее относительно модифициро-
ванного адаптивного управления (рисунок 5) 
значение, что напрямую влияет на энер-
гоэффективность системы. Поэтому в случае 
малой величины постоянно действующих воз-
мущений в отдельных подсистемах объекта 
наиболее целесообразным является введение в 
них контура управления (4), (14), (16). 
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Рисунок 5 – Динамика подсистемы с адаптивным 

регулятором 

 

Заключение. Рассмотрено децентрализован-
ное адаптивное и робастное управление мно-
госвязным нелинейно-нестационарным априор-
но неопределенным динамическим объектом в 
периодических режимах. 

Показана эффективность применения робас-
тно-периодических законов регулирования, син-
тезированных по критерию гиперустойчивости, 
а также комбинированного адаптивно-робастно-
го управления с регуляризованными алгоритма-
ми самонастройки в случае присутствия в ло-
кальных подсистемах объекта малых по величине 
постоянно действующих внешних возмущений. 

ct,

)(2 tu

)(,2 tu пер

)(2 t

Рисунок 6 – Динамика подсистемы с робастным 
регулятором 
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