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Считается, что самый первый тригонометрический ряд был 

выписан Леонардо Эйлером. В его работе «Дифференциальное 

исчисление», появившейся в 1755 году
1
, в главе «О представле-

нии функций рядами» можно найти следующее равенство: 

 


2;0...,
3

3sin

2

2sin
sin

2



x

xx
x

x
. 

Приблизительно в это же время Даниил Бернулли по пово-

ду задачи о колебании струны впервые высказывает догадку в 

возможности аналитического выражения «любой линии» на от-

резке  2,0  рядом синусов и косинусов кратных дуг. Однако 

положение здесь в значительной степени оставалось невыяснен-

ным вплоть до 1805 года
2
, когда Жан Батист Жозеф Фурье в 

трактате о распространении тепла внутри твердых тел предста-

вил формулы для коэффициентов разложения функции в ряд по 

синусам и косинусам кратных дуг. Именно с его именем стали 

связывать следующие формулы для вычисления «коэффициен-

тов Фурье»: 

 





dxkxxfak cos

1
 и  






dxkxxfbk sin

1
, 

для функции  xf  с периодом 2 , представимой в виде суммы 

тригонометрического ряда 

   





1

0 coscos
2 k

kk kxbkxa
a

xf . 

Следует, однако, подчеркнуть, что вопрос о представлении 

более или менее произвольной функции (с периодом 2 ) в виде 

суммы тригонометрического ряда вовсе не был решен Фурье, и 

еще на протяжении целого столетия математики занимались по-

исками тех или иных условий, при которых такое представление 

в том или ином смысле имеет место. 

                                                      
1
 В действительности впервые о нем Эйлер сообщил в письме к Голь-

дбаху в 1744 году. 
2
 Книга Фурье "Аналитическая теория теплоты" (Teȯrie analytique de la 

chaleur) была опубликована в 1822 году. «Великой математической 

поэмой» назвал этот труд лорд Кельвин. 
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В настоящее время уже давно является очевидным тот факт, 

что теория рядов Фурье существенно зависит от понятия инте-

грала
1
. Принимая в формулах Фурье все более и более общее 

определение интеграла (Коши, Римана, Лебега, Данжуа), мы все 

более и более будем расширять класс тригонометрических ря-

дов Фурье. В настоящее время проводится разграничение даже 

между общими тригонометрическими рядами и тригонометри-

ческими рядами Фурье. Так, например, тригонометрический ряд 




2 ln

sin

k k

kx
 

сходится всюду, но не является рядом Фурье никакой интегри-

руемой (по Лебегу) функции. 

Наконец, следует отметить, что благодаря работам Дэвида 

Гильберта (начало XX века) стало возможным излагать теорию 

рядов Фурье в геометрической форме как теорию ортогональ-

ных (не только тригонометрических) разложений. 

Дальнейшее изложение в предлагаемой работе ориентиро-

вано на использование интеграла Римана
2
. Это, с одной сторо-

ны, вполне достаточно для применения, но с другой – не позво-

лит осмыслить многие факты, касающиеся сходимости рядов 

Фурье. По образному выражению Хевисайда
3
, «станете ли Вы 

отказываться от обеда только потому, что Вам не полностью 

понятен процесс пищеварения?» 

1. Линейные и евклидовы пространства 

1.1. Комплексные числа и функции 

Напомним, что множество комплексных чисел — это мно-

жество упорядоченных пар вещественных чисел  yxz ,   с 

операциями комплексного сложения 

                                                      
1
 Это было отмечено еще Н.Н.Лузиным в его диссертации «Интеграл и 

тригонометрический ряд» в 1915 году. 
2
 А не на более общий и более пригодный для данных моделей инте-

грал Лебега. 
3
 Оливер Хевисайд — английский физик и инженер, создатель опера-

ционного исчисления. 

Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и Р
ГР
ТУ



6 

 

     21212211 ,,, yyxxyxyx         (1.1) 

и комплексного умножения 

     122121212211 ,,, yxyxyyxxyxyx  , 

относительно которых множество комплексных чисел становит-

ся числовым полем C . Важно также, что относительно ком-

плексного сложения и умножения на вещественные числа 

   cycxyxc ,,   

поле C  можно рассматривать как двумерное вещественное век-

торное пространство 
2

R , т.е. плоскость. Комплексное число 

вида  0,x  при этом отождествляется с вещественным числом x. 

Выбирая в качестве базиса в 
2

R  стандартный:  0,11  и 

 1,0i  , приходим к алгебраической записи комплексного чис-

ла 

  iyxyxz  , . 

Помимо упомянутых форм записи комплексного числа 

также применяется тригонометрическая и показательная (Эйле-

ра) форма 

     ieziziyxyxz  sincos, , 

где 
22 yxz   - модуль  комплексного числа, zarg  - 

аргумент  (главное значение аргумента): 
z

a
cos , 

z

b
sin . 

Комплексно сопряженное число z  вводится равенством 

     ieziziyxyxz  sincos, . 

Операция предельного перехода и суммирования определя-

ется покоординатно. Таким образом, 

n
n

n
n

n
n

yixz


 limlimlim  и   nnn yixz , 

где nnn iyxz   – последовательность комплексных чисел. 

Аналогично, если      tyitxtzz   — комплексно-

значная функция вещественной переменной t , то 

Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и Р
ГР
ТУ



7 

 

     tyitxtz
tttttt 000

limlimlim


 ,      tyitxtz   и 

      

b

a

b

a

b

a

dttyidttxdttz . 

Вместе с тем комплексная плоскость C  является метриче-

ским пространством, функция расстояния d  на котором опре-

делена модулем разности комплексных чисел 

  ,2121 zz,zzd   

и операция предельного перехода может быть описана на языке 

«   » формально так же, как и в вещественном случае (с за-

меной слов «абсолютная величина» словом «модуль»). 

Например, критерий Коши существования конечного пре-

дела последовательности  kz  будет записываться так: последо-

вательность  kz  имеет конечный предел тогда и только тогда, 

когда она фундаментальна, т.е.  

0  ΝN :  mn zzNmn, . 

1.2. Комплексная экспонента 

В тригонометрической теории (комплексных) рядов Фурье 

исключительную роль играет комплексная экспонента 

  iteit exp . Эта функция может быть определена любым из 

следующих эквивалентных способов: 

titeit sincos  , 

n

n

it

n

it
e 











1lim  или 

 






0 !k

k

it

k

it
e . 

Отметим, что это периодическая функция с периодом, рав-

ным 2  и 1ite   Rt . 

Когда аргумент t  пробегает отрезок  2,0 , точка 
itez   

пробегает на комплексной плоскости единичную окружность с 

центром в начале координат в направлении против хода часовой 

стрелки. Как и вещественная экспонента, комплексная обладает 

свойством 
 tsiitis eee  . 
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Заметим, что функция ntie , Ζn , также периодическая с 

наименьшим периодом 
n

2
  0n , так что число 2  является 

общим периодом для всех этих экспонент. Если 0n , то ntie  

является производной функции 
in

e nti

, которая также имеет пери-

од 2 , так что справедливо 










,...2,1,0

,0,22

0

int

n

n
dte



  (1.2) 

Лемма 1.1 (Интегрирование периодических функций). 

Пусть  tf  – непрерывная комплекснозначная периодиче-

ская функция с периодом T . Тогда Ra  справедливо 

    

 TTa

a

dttfdttf
0

. 

Доказательство. В силу аддитивности определенного инте-

грала выполняется 

        
 Ta

T

T

a

Ta

a

dttfdttfdttfdttf
0

0

        
aT

a

dsTsfdttfdttf
00

0

         .
000

0


TaT

a

dttfdssfdttfdttf  

1.3. Евклидово пространство 

Напомним, что евклидово
1
 пространство — это комплекс-

ное векторное пространство V  со скалярным произведением 

 ba, , Vba , , над полем комплексных чисел C . Основные 

свойства комплексного скалярного произведения  C, : 

                                                      
1
 Унитарное, эрмитово, комплексное евклидово пространство. 
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1) вещественная линейность по первому элементу 

     cbcacba ,,,   ; 

2) комплексная линейность по второму элементу 

     cabacba ,,,   ; 

3) комплексная коммутативность    baab ,,  ; 

4) неотрицательность квадрата   0, aa ; 

5)   0aaa  0, . 

Неотрицательное число  aaa ,  называется евклидо-

вой
1
 нормой вектора. Как и всякая норма, евклидова норма под-

чиняется свойствам: 

1) aa   ; 

2) baba  ; 

3) 0aa  0 . 

Теорема 1.1 (Неравенство Буняковского
2
). Для произ-

вольных элементов ba,  векторного пространства V  спра-

ведливо неравенство 

  baba ,
.    (1.3) 

Доказательство. Пусть  ba,arg . Тогда 

    iebaba ,,  . Для произвольного действительного числа x  

справедливо тождество 

          
bbabbaaababa ,,,,, 2  iiii xexexxexe , 

  ,0,2
222  bbaa xx  

откуда (условие неположительности дискриминанта) и вытекает 

искомое неравенство. 

Функция 

                                                      
1
 Эрмитова норма. 

2
 Коши, Шварца. 
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  baba ,d    (1.4) 

имеет смысл (эрмитова) расстояния между векторами a  и b . 

Векторы a  и b  называются ортогональными, если их ска-

лярное произведение равно нулю:   0,  baba . 

Последовательность (система) векторов   Νe kk ,  называ-

ется ортонормированной, если эти векторы взаимно ортого-

нальны и имеют норму, равную единице: 

 









.,1

,,0
,

lk

lk
kllk ee  

Для произвольного вектора Va  комплексные числа 

   kkk cc eaa ,  называются коэффициентами Фурье вектора 

a  относительно ортонормированной системы  ke . 

Теорема 1.2 (Свойство проекции). Пусть a  – произволь-

ный вектор из V . Положим 



n

k

kkc
1

eb , где 

   kkk cc eaa ,  – коэффициенты Фурье вектора a  отно-

сительно ортонормированной системы  ke . Тогда справед-

ливо   bba  . 

Доказательство. Заметим, что при nk   выполняется 

   ab kk cc  , так что при nk   получаем 

      0,,,  kkkkk ccebeaeba . Тогда 

    0,,,
11









 



n

k

kk

n

k

kk cc ebaebabba . 

Напомним теорему Пифагора. 

Теорема 1.3 (Теорема Пифагора). 
222

bababa  . 

Доказательство: 

          222
,,,,, baababbaaabababa  . 

Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и Р
ГР
ТУ



11 

 

Следствие 1.1. Если  ke  — ортонормированная систе-

ма, то 



n

k

k

n

k

kk CC
1

2

2

1

e . 

Доказательство. Достаточно  1n  раз применить теорему 

Пифагора и учесть, что выполняется kkkkk CCC  ee . 

Теорема 1.4 (Неравенство Бесселя). Пусть  akk cc   — 

последовательность коэффициентов Фурье произвольного 

вектора a  относительно некоторой ортонормированной си-

стемы векторов  ke . Тогда 
2

1

2
a



k

kc . 

Доказательство. Пусть 



n

k

kkc
1

eb . Тогда в силу тождества 

  bbaa 
 
и теорем 1.2 и 1.3 получаем 

222
bbaa 

. Откуда следует неравенство 
22

ab  , или что то же самое 

2

1

2
a



n

k

kc . 

Последнее неравенство в силу произвольности n (и неотри-

цательности членов ряда) приводит к утверждению теоремы. 

Следствие 1.2 (Лемма Римана - Лебега). Пусть a  – про-

извольный вектор и  akk cc   – соответствующие коэффи-

циенты Фурье относительно произвольной ортонормиро-

ванной системы  ke . Тогда   0lim 


ak
k

c . 

Доказательство. Применить необходимый признак сходи-

мости ряда.  

Рассмотрим произвольную конечную линейную комбина-

цию 


n

k

kkC
1

e  по ортонормированной системе. Здесь коэффици-

енты линейной комбинации kC  - суть произвольные комплекс-

ные числа. С учетом теоремы 1.2 справедливо тождество 
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  


2

111

2

1

aeeeae
n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk

n

k
kkn ccCCCJ

   .

2

11

2
2

11

aeaee   


n

k
kk

n

k
kk

n

k
kk

n

k
kkk ccCccC  

Назовем выражение  CJ n  – квадратом уклонения (по 

норме) произвольной линейной комбинации от вектора a . Сле-

дующая теорема устанавливает основное геометрическое свой-

ство коэффициентов Фурье. 

Теорема 1.5 (Экстремальное свойство коэффициентов 

Фурье). Пусть  ke  – произвольная ортонормированная си-

стема и a  – произвольный вектор из V . Функция 

 
2

1

ae  


n

k

kkn CCJ  

достигает своего наименьшего значения на коэффициентах 

Фурье вектора a  

     aaa nn cCcCcC  ,...,, 2211 . 

Доказательство. Для доказательства достаточно заметить, 

что функция  CJ n  – суть сумма двух неотрицательных слагае-

мых. Только первое слагаемое зависит от произвольных коэф-

фициентов линейной комбинации. Если первое слагаемое равно 

нулю, то есть  akkk ccC   для всех значений индекса, то 

уклонение будет наименьшим: 

    aaaeae cJccCCJ n

n

k

k

n

k

kk

n

k

kkn  
 1

22

2

1

2

1

. (1.5) 

Геометрический смысл теоремы 1.5 вполне очевиден (см. 

рис. 1.1). Рассмотренную задачу можно охарактеризовать как 

задачу об аппроксимации вектора a  линейными комбинациями 

фиксированной ортонормированной системы векторов  ke : 





n

k

kkC
1

ea . 
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1e 2e

3e a

2211 ee CC 
2211 ee CC 

 
Рис. 1.1. Вектор и линейные комбинации базисных векторов 
Наилучшая (в смысле евклидовой нормы) аппроксимация 

получается на коэффициентах Фурье. Заметим, также, что рас-

ширение ортонормированной системы (т.е. увеличение количе-

ства слагаемых в линейной комбинации) может привести только 

к улучшению аппроксимации (т.е. уменьшению наименьшего 

значения  CJ n ): 

2

1

2
1

1

aeae  






n

k

kk

n

k

kk cc .  (1.6) 

 

1.4. Полнота и замкнутость ортонормированной системы 

Вернемся к абстрактным обозначениям. Пусть  ke  — ор-

тонормированная система в евклидовом пространстве V . Она 

называется полной, если 

  0aea  kk . 

Полнота понимается в том смысле, что систему нельзя рас-

ширить, добавляя к ней новые векторы, отличные от нуля. Ор-

тонормированная система называется замкнутой, если 

 





1

22
:

k

kc aaVa , 

т.е. для произвольного вектора выполнено равенство Парсеваля 

(уравнение замкнутости). Как мы знаем, замкнутость означает 

возможность аппроксимировать (в смысле евклидовой нормы) 

произвольный вектор a  частичными суммами Фурье с любой 

степенью точности, т.е. 
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  0lim:
1

 




n

k

kk
n

c eaaVa . 

Легко видеть, что полнота ортонормированной системы яв-

ляется следствием ее замкнутости. Действительно, если вектор 

ортогонален всем векторам замкнутой системы, то в силу урав-

нения замкнутости норма такого вектора равна нулю, а следова-

тельно, и сам вектор равен нулю. 

Можно показать (методами теории гильбертовых про-

странств), что в действительности понятия замкнутости и пол-

ноты равносильны. 

2. Тригонометрический ряд 

2.1. Определения 

Определение 2.1 (Вещественная форма). Пусть  na  и 

 nb  – две последовательности комплексных чисел. Триго-

нометрическим рядом называется ряд 

 





1

0 sincos
k

kk kxbkxaa , Rx .  (2.1) 

Заметим, что при Νk  справедливы тождественные соот-

ношения 

ikx

k

ikx

k

ikxikx

k

ikxikx

kkk ecec
i

ee
b

ee
akxakxa 












22

sincos , 

где 
2

,
2

kk
k

kk
k

iba
c

iba
c





  . И наоборот, 

    


 kxikxckxikxcecec kk
ikx

k
ikx

k sincossincos  

,sincos kxbkxa kk   

где kkk cca  ,  kkk ccib  . Отсюда справедливо 

Определение 2.2 (Комплексная форма). Пусть  kz , 

Zk  – последовательность комплексных чисел. Тригоно-

метрическим рядом Фурье называется ряд 
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   











k

ikx
k

k

ikx
k

ikx
k ecececc

1
0 , Rx .  (2.2) 

Переход от вещественной формы тригонометрического ря-

да к комплексной и наоборот осуществляется пересчетом коэф-

фициентов 

00 ac  , 
2

,
2

kk
k

kk
k

iba
c

iba
c





  , Νk , 

 kkkkkk ccibcca   , , Νk . 

2.2. Случай равномерной сходимости 

Теорема 2.1. Пусть тригонометрический ряд удовлетво-

ряет любому из следующих эквивалентных условий: сходят-

ся неотрицательные числовые ряды 






 11

,
k

k

k

k ba  или 










 11

,
k

k

k

k cc . Тогда тригонометрический ряд (2.1) или (2.2) 

сходится равномерно на R  к непрерывной периодической с 

периодом 2  функции  xf , причем справедливы равен-

ства 

  




2

02

1
dxexfc ikx

k , Zk ,  





2

0

cos
1

kxdxxfak , 

 





2

0

sin
1

kxdxxfbk , Νk . 

Доказательство. Эквивалентность условий теоремы следует 

из неравенств 

kkk cca  , kkk ccb  ,  

2

kk

k

ba
c


 , 

2

kk

k

ba
c


 . 

Далее, в силу выполнения неравенства 

kk

ikx

k

ikx

k ccecec 



   тригонометрический ряд имеет 
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мажорантный сходящийся числовой ряд 





1k

kk cc . В силу 

признака Вейерштрасса тригонометрический ряд сходится рав-

номерно на R . Поскольку члены тригонометрического ряда 

являются непрерывными периодическими функциями с перио-

дом 2 , таковой будет и сумма ряда (в силу равномерной схо-

димости). Обозначим сумму ряда через  xf : 

   







1

0

k

ikx

k

ikx

k ececcxf , Rx . 

В силу справедливости неравенства 

  kk
imxikx

k
ikx

k cceecec 


   ряд 

 








 
1

0

k

imxikx

k

ikx

k

imx eececec , Rx , 

равномерно сходится к функции   imxexf 
, и этот ряд можно 

почленно интегрировать. В силу (2.1) все члены ряда при инте-

грировании по интервалу  2,0  обращаются в ноль, за исклю-

чением слагаемого с номером km  : 

   
m

k

xmkikimx cdxe
c

dxexf   










2

0

2

0
22

1
, Zm . 

Соотношения для ka  и kb  вытекают из (2.2) и формул Эйлера. 

Замечание 2.1. Формулы для коэффициентов ka , kb  и 

kc  в силу леммы 1.1 могут быть переписаны, например, в 

виде 

 









dxexfc ikx

k
2

1
, Zk ,  










kxdxxfak cos
1

, 

 









kxdxxfbk sin
1

, Νk . Ка
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3. Тригонометрический ряд Фурье 

3.1. Постановка вопроса 

Посмотрим на проблему с другой стороны. Пусть теперь 

 xf  – произвольная непрерывная периодическая с периодом 

2  функция. Определим по ней последовательности чисел ka , 

kb  и kc  согласно формулам 

 






2

0
2

1
dxexfc ikx

k , Ζk ,  (3.1) 

 




2

0
0

1
dxxfa ,  





2

0

cos
1

dxkxxfak , 

 




2

0

sin
1

dxkxxfbk , Νk ,  (3.2) 

см. также замечание 2.1. Эти коэффициенты называются коэф-

фициентами Фурье функции  xf . Формулы перехода между 

комплексными и вещественными коэффициентами определяют-

ся равенствами 

2

0

0

a
c  , 

2
,

2

kk
k

kk
k

iba
c

iba
c





  , Νk , 

 kkkkkk ccibcca   , , Νk .  (3.3) 

(Отметим отличие от предыдущей нормировки при 0n .) Со-

поставим функции  xf  тригонометрический ряд 

   









1

0 sincos
2

~
k

kk

k

ikx

k kxbkxa
a

ecxf . 

Он называется (тригонометрическим) рядом Фурье функ-

ции  xf . Что можно сказать о сходимости этого ряда? Если 

ряд сходится, что собой представляет его сумма, какое отноше-

ние она имеет к функции  xf ? Что будет происходить со все-

ми этими соотношениями, если функцию  xf  выбирать более 

гладкой или, наоборот, менее гладкой? 
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Таковы, в общих чертах, вопросы, которые нас будут инте-

ресовать в дальнейшем. Однако для ответов на поставленные 

вопросы полезно вспомнить элементарные сведения о линейных 

пространствах. 

3.2. Ряды Фурье на пространстве непрерывных 2 - 

периодических функций 

Очевидно, пространство (комплекснозначных) непрерыв-

ных периодических с периодом 2  функций является ком-

плексным векторным пространством: такие функции можно 

складывать и умножать на комплексные числа, не выходя за 

рамки этого множества функций. Превратим это пространство в 

евклидово пространство, введя в нем скалярное произведение 

     




2

02

1
, dxxgxfgf .   (3.4) 

Первые три свойства скалярного произведения очевидны. 

Четвертое свойство является следствием непрерывности рас-

сматриваемых функций. Действительно, если 

  0
2

1 2

0

22





dxxff , 

то   R xxf ,0  именно благодаря своей непрерывности
1
. 

Обозначим это унитарное пространство (комплекснознач-

ных) непрерывных периодических с периодом 2  функций че-

рез 2C . Символами Ζe kk , , будем обозначать функции 
ikxe . 

Покажем, что функции ,, Ζe kk  образуют ортонормирован-

ную систему в пространстве 2C . С учетом (2.1) имеем 

   
kl

xlkiilxikx

lk dxedxee 




 


2

0

2

0
2

1

2

1
,ee . 

Если  xf  — произвольная непрерывная периодическая с 

периодом 2  функция, то ее коэффициенты Фурье относитель-

но ортонормированной системы  ke  равны 

                                                      
1
 Для разрывных функций такого заключения сделать уже нельзя. 
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     






2

0
2

1
, dxexfeffc ikx

kk .  (3.5) 

Заметим, что в силу леммы Римана-Лебега 

  0
2

1
lim

2

0









dxexf ikx

k
. 

Неравенство Бесселя принимает вид 

 








2

0

22

2

1
dxxfc

k
k ,  





2

0

22

2

1
dxxff . 

Далее мы покажем, что для 2Cf  неравенство Бесселя 

превращается в равенство 

 








2

0

22

2

1
dxxfc

k
k , 

которое называется равенством Парсеваля или уравнением за-

мкнутости. 

Функции вида 

  



n

nk

ikx

kn eCxT  

называются тригонометрическими полиномами. Среди всех 

тригонометрических полиномов степени не выше n  наилучшей 

аппроксимацией (в смысле среднеквадратичной нормы) функ-

ции  xf  является частичная сумма ряда Фурье этой функции 

   



n

nk

ikx

k efcxf . 

Пример 3.1. Найти евклидову норму функции 

  xixf  2  на  2,0 . 

Решение. Для нахождения квадрата нормы функции будем 

использовать формулу    




2

0

22

2

1
dxxfxf . Тогда для 

функции   xixf  2  найдем ее модуль: 

    422 222
 xxxixf . 
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Затем можно находить квадрат нормы заданной функции: 

    




2

0

2
2

0

22
4

2

1
2

2

1
dxxdxxixf  

  442ln2442ln2
2

1 22  


, 

откуда искомая норма есть корень квадратный из последнего 

числа. 

Пример 3.2. Найти расстояние между функциями 

   1 xixf  и   xxg 2  на  2,0 . 

Решение. Для нахождения расстояния между функциями 

будем использовать формулу: 

          




2

0

2

2

1
, dxxgxfxgxfgfd . 

Найдем модуль разности: 

          11221
22

 xxxxxixgxf . 

Тогда можно вычислить искомое расстояние: 

   
 

12
3

4

3

1

2

1
1

2

1
, 2

2

0

32

0

2



  




 x

dxxgfd . 

Пример 3.3. Найти скалярное произведение  gf ,  

функций   xxf sin  и   ixxg  2  на  2,0 . 

Решение. Так как       




2

02

1
, dxxgxfgf  (см. формулу 

3.4) и   ixixxg  22 , то тогда: 

     




2

0

2sin
2

1
, dxixxgf  

  2cos2cos2
2

1 2

0

2

0











dxxxix . Ка
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3.3. Свертка периодических функций 

Определение 3.1 . Пусть f  и g  – произвольные непре-

рывные периодические с периодом 2  функции. Их сверт-

кой  называется функция 

      R  xdttxgtfxgf ,
2

1
2

0




. 

Очевидно, свертка  – периодическая с периодом 

2  и непрерывная функция: 

       






2

0

2
2

1
2 dttxgtfxgf  

     ,
2

1 2

0

xgfdttxgtf  



 

поскольку  xg  периодична. Чтобы показать непрерывность, 

заметим, что  xg  равномерно непрерывна, т.е. 

      1212:00 xgxgxx . 

Фиксируем 0  и выберем такое   по числу 
M


, где 

 
 tfM

t 2;0

sup


 . Тогда при  0xx  

            




2

0
00

2

1
dttxgtxgtfxgfxgf

        




2

0
0

2

1
dttxgtxgtf

   .
2

1 2

0






 

 M
M

dttf
M

 

Теорема 3.1. Пусть f  – периодическая с периодом 2  и 

непрерывная функция. Если функция g  является непре-

рывно дифференцируемой периодической с периодом 2 , то 

 xgf 

 xgf 
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свертка  xgf   также является непрерывно дифференци-

руемой периодической с периодом 2  и выполняется 

        








2

0
2

1
dttxgtfхgf . 

Доказательство. Следствие теоремы о дифференцировании 

интеграла по параметру: в данном случае частная производная 

подынтегральной функции 

        txgtftxgtf
x





' . 

Следствие 3.1. Если g  непрерывно дифференцируема к 

раз, то свертка  xgf   (где f  – непрерывна) – тоже k  
раз 

непрерывно дифференцируема и 

    kk
gfgf  . 

Очевидны следующие свойства свертки. 

Теорема 3.2. Свертка функций является билинейной, 

коммутативной и ассоциативной операцией, т.е. 

1)   hghfhgf   ;  

2) fggf  ; 

3)     hgfhgfhgf  . 

Доказательство. Линейность по первому аргументу очевид-

на в силу линейности интеграла. Линейность по второму аргу-

менту может быть установлена аналогично, но она также явля-

ется следствием коммутативности. Докажем коммутативность. 

      



 

dudt

utx
dttxgtfxgf

,

2

1 2

0





           


 x

x

x

x

duuguxfduuguxf




 2

2

2

1

2

1

      .
2

1 2

0

xfgduuguxf  



 

Докажем теперь ассоциативность. 
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         




2

02

1
dttxhtgfxhgf

 

        
 



2

0

2

0
24

1
dttxhdsstgsf

 

       




x

x

duusxhugdssf




22

0
24

1

 

       




2

0

2

0
24

1
duusxhugdssf

 

      .
2

1 2

0

xhgfdssxhgsf  



 

Для приложений важность понятия свертки определяется 

следующим свойством, которое также объясняет свойства, опи-

санные в предыдущей теореме. 

Теорема 3.3. Пусть f  и g  - произвольные непрерыв-

ные периодические с периодом 2  функции. Тогда 

     gcfcgfc kkk  , 

где kc  – коэффициент Фурье соответствующей функции от-

носительно ортонормированной системы экспонент ke . 

Доказательство. Заметим сначала, что 

           xefcdtetfedtetfxef kk

iktikxtxik

k  






2

0

2

0
2

1

2

1
, 

так что 

  kkk efcef  .    (3.6) 

Тогда 

             000 kkkkk egcfegfegfgfc  

       .0 fcgcefgc kkkk   

В приложениях отображение  описывает про-

хождение сигнала f  через фильтр . В результате амплитуда 

gff 

g
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 fck  k -й гармоники сигнала умножается на  gck . Заметим, 

что в силу теоремы Римана-Лебега не может существовать иде-

ального фильтра, не искажающего сигнал: 

fgfg  : . 

Но вернемся к теореме 3.1. Она позволяет установить одно 

важное для дальнейшего свойство. Обозначим через 
1
2C  мно-

жество непрерывно дифференцируемых периодических с пери-

одом 2  функций. Это подмножество в пространстве 2C . 

Теорема 3.4 (Плотность 
1
2C  в 2C ). Пространство 

функций 
1
2C  плотно в 2C , т.е. 2Cf  и 0  

1
2Cg : 

 
    







xgxfgf

x

def

2;0

sup . 

Доказательство. Функция  xf  — равномерно непрерывна 

и, следовательно,  

0  :0   12 xx         12 xfxf . 

Пусть 0  фиксировано и   найдено. Возьмем произ-

вольную функцию 
1
2 C , удовлетворяющую следующим 

условиям: 

1) неотрицательность   0x ; 2) четность  x  - четная 

функция; 3)   0x , при   ;x ; 4) нормировка 

  1
2

1
2

0







dxx , при   ;x . 

Подобрать такую функцию нетрудно. Например (см. рис. 

3.1): на интервале   ;  задать функцию 







1cos



x
k , затем 

продолжить нулем на оставшуюся часть интервала   ;  и 

далее продолжить периодически на всю ось. Константу k  сле-

дует выбрать так, чтобы выполнялось условие нормировки 4). 
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Рис. 3.1. Пример сглаживающей функции 

Мы покажем (со ссылкой на теорему 3.1), что свертка 

f  может быть использована в качестве функции g . Заме-

тим, прежде всего, что в силу четности и периодичности 

      1
2

1

2

1

2

1 2

0

2

0

2

0

  











dttxdttdtt . 

Тогда 

              








2

0

2

0 2

1

2

1
dttxtfdttxxfxgxf

        





2

02

1
dttxtfxf

         .
22

1







 

  
 txtx

dttxdttxtfxf  

3.4. Сходимость рядов Фурье 

Далее нам понадобится чуть более общий вариант леммы 

Римана-Лебега.  

Теорема 3.5 (Лемма Римана-Лебега). Если  xf  – не-

прерывная функция на  ba,  то справедливо предельное 

равенство 

  0lim 

b

a

ti dtetf 


. 

4 2 0 2 4

1

2

3
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Доказательство. Рассмотрим сначала непрерывно диффе-

ренцируемую на отрезке  ba,  функцию  xg . Тогда 

   
   

  

b

a

ti
aibib

a

tib

a

ti dtetg
ii

eag

i

ebg

i

e
dtgdtetg 






1
. 

Фиксируем произвольно 0 . Функция  xf  может быть 

равномерно аппроксимирована непрерывно дифференцируемой 

функцией  xg . Например, можно использовать конструкцию 

типа gf  . Продолжим  xf  непрерывно на всю ось так, что-

бы вне интервала  1,1  ba  она обращалась в ноль [например, 

можно соединить прямыми точки   afa,  и  0,1a  с одной 

стороны и точки   bfb,  и  0,1b  с другой, а далее считать 

функцию  xf  нулем]. Такая продолженная функция  xf  

равномерно непрерывна и, фиксировав произвольно 0 , 

можно выбрать 0  такое, что  12 xx    

     12 xfxf . Выберем далее функцию  x  так, чтобы 

она была положительной непрерывно дифференцируемой чет-

ной функцией, равной нулю при x  и такой, чтобы 

  1




dxx . Разумеется, последний интеграл не является не-

собственным, в действительности интегрирование ведется толь-

ко по интервалу   , . Составим далее свертку 

      




dttxtfxg  , 

где под  xf  понимается продолженная функция. Заметим, что 

      1  












dttxdttdtt  , 

и, как и ранее (в периодическом случае), получаем оценку 

     xgxf  для всех x , в частности для исходной функ-
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ции  xf , если  bax , . Выберем  xg  так, чтобы 

 
   

 ab
xgxfgf

bax 



 2

sup
,


. Пусть   таково, что 

 
2

 
b

a

xi dxexg . 

Тогда 

          
b

a

xi
b

a

xi
b

a

xi dxexgdxexgxfdxexf 
 

  .
2






gfab  

Теперь, чтобы сформулировать основную теорему о сходи-

мости, нам потребуется дополнительное понятие. 

Определение 3.2. Функция   



n

nk

ikx

n exD  называется 

ядром Дирихле. 

Лемма 3.1. Ядро Дирихле  xDn  является непрерывной 

периодической с периодом 2  четной функцией, равной 

 
 

2

2

12

sin

sin
x

xn

n xD


 , причем выполняется   1

2

0




dxxDn .    (3.7) 

Доказательство.  

   
 















ix

xni
inx

n

j

jixinx
n

nk

ikx
n

e

e
eeeexD

1

1 122

0

 

.
sin

sin

1 2

2
12

22

2
12

2
12

2

2
12

x

n

ii

xixi

i

xi
inx x

ee

ee

e

e
e

xx

nn

x

n





 











 

откуда вытекает также свойство четности. Равенство (3.7) выте-

кает из (1.2). 

Ядро Дирихле замечательно тем, что частичная сумма 

Фурье функции  xf  является сверткой функции  xf  с ядром 

Дирихле, как сразу следует из (3.6) и билинейности свертки: 
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   


n

nk
kk

n

nk
k

n

nk
kn efcefefDf . 

Теорема 3.6 (Дирихле). Если функция  xf  непрерывно 

дифференцируема и периодична с периодом 2 , то ряд 

Фурье сходится к функции  xf  поточечно: 

  1
2Cxf    






k

ikx

kecxf , Rx , 

  




2

02

1
dxexfc ikx

k . 

Доказательство.  

              




2

0

2

0 2

1

2

1
dttxDtfdttxDxfxDfxf nnn  

      
   

  





  







2

0
2

12

2

2

0

.sin
ins2

1

2

1
dttx

tx

tx

tfxf
dttxDtfxf n

txn  

Используя результат леммы Римана-Лебега и учитывая не-

прерывность (по переменной t ) функций 

   
   



 1

0

 dtxtf
tx

tfxf
 и 

2
ins tx

tx



, 

приходим к предельному соотношению 

     0lim 


xDfxf n
n

, которое и доказывает теорему. 

Теорема 3.7 (Дирихле). Если функция  xf  непрерывно 

дифференцируема и периодична с периодом 2 , то ряд 

Фурье сходится к функции  xf  равномерно. 

Доказательство. Здесь следует учитывать скорость убыва-

ния коэффициентов Фурье. Пусть   1
2Cxf . Тогда 

      










2

0

2

0 2

1

2

1

ik

e
dxfdxexffc

ikx
ikx

k  

 
 

.
2

1 2

0 ik

fc
dxexf

ik

kikx 
  




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Но 

 
 

  












2

2

1

2

1
fc

kk

fc
fc k

k
k . 

В силу неравенства Бесселя ряд   


k
k fc

2
 сходится. 

Также сходится и ряд 


0
2

1

k k
. И тогда заключаем, что сходится 

ряд  


k
k fc . В силу теоремы 2.1 ряд Фурье функции  xf  

сходится к своей сумме равномерно. Но в силу предыдущей 

теоремы его суммой является функция  xf . 

Теорема 3.8 (Основная). Если функция  xf  непрерыв-

на и периодична с периодом 2 , то ряд Фурье сходится к 

функции  xf  в среднеквадратичном смысле, т.е. 

  0lim 


n

nk
kk

n
efcf . 

Доказательство. Фиксируем произвольно 0 . Аппрок-

симируем функцию  xf  равномерно функцией   1
2Cxg  

так, чтобы 
2





gf . В силу теоремы Дирихле, если n  до-

статочно велико,  
2






n

nk
kk egcg . Из этих оценок и экс-

тремального свойства коэффициентов Фурье находим 

     

  .
22
















n

nk

kk

n

nk

kk

n

nk

kk

n

nk

kk

egcggf

egcggfegcfefcf

 

Замечание 3.1. Этот же результат может быть получен как 

следствие плотности тригонометрических полиномов в про-
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странстве 2С  (теорема Стоуна - Вейерштрасса). Аналогичный 

конструктивный подход основан на теореме Фейера, где триго-

нометрический полином, являющийся равномерным приближе-

нием данной непрерывной функции, строится явно (как среднее 

арифметическое частичных сумм Фурье). 

Следствие 3.2 (Равенство Парсеваля). Если функция  xf  

непрерывна и периодична с периодом 2 , то справедливо тож-

дество 

   








2

0

22

2

1
dxxffc

k
k . 

Доказательство. Воспользуемся соотношением экстремаль-

ности (1.5): 

   


n

nk
k

n

nk
kk fcfefcf

2
. 

По доказанному в теореме левая часть тождества стремится 

к нулю. Значит, стремится к нулю и правая часть, это приводит 

к выполнению равенства Парсеваля. 

Вещественная форма равенства Парсеваля имеет вид 

    








2

0

222
2

0

2

1

2

1

4
dxxfba

a

k
kk , 

так как из формул (3.3) следует 

Ν


  k
ba

cc kk
kk ,

2

22
22

. 

В предыдущем пункте было, таким образом, доказано, что 

система экспонент    Ζe  kex ikx
k  является полной и за-

мкнутой системой в евклидовом пространстве непрерывных пе-

риодических с периодом 2  функций. 

3.5. Замечания по поводу сходимости 

Следует заметить, что ряд Фурье просто непрерывной (пе-

риодической) функции, не обладающей каким-либо дополни-

тельным свойством гладкости, может расходиться в бесконеч-

ном (даже – несчетном) множестве точек, см. [1]. Если функцию 
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еще ухудшить, но так, что она останется интегрируемой по Ле-

бегу, ряд Фурье вообще может расходиться всюду, см. [5]. Эти 

примеры говорят о том, что вопрос о поточечной сходимости 

рядов Фурье является достаточно сложным. Тем не менее, отме-

тим, что если функция непрерывна и имеет на периоде ограни-

ченную вариацию (то есть является разностью двух монотонных 

функций), то поточечная сходимость имеет место. 

Со сходимостью в среднеквадратичном дела обстоят 

намного лучше. Например, если функция  xf  интегрируема и 

интеграл 

 
2

0

2
dxxf  

существует как несобственный с конечным числом особенно-

стей, то ряд Фурье функции  xf  сходится к ней в среднеквад-

ратичном смысле. Принципиальным здесь является тот факт, 

что любую такую функцию с любой степенью точности можно в 

среднеквадратичном аппроксимировать (приблизить) непрерыв-

ной функцией. Действительно, пусть 0  фиксировано и 

 xg  – непрерывная периодическая с периодом 2  функция, 

являющаяся аппроксимацией функции  xf  в среднеквадра-

тичном, так что 
2


 gf . Возьмем достаточно длинный от-

резок ряда Фурье функции  xg  так, чтобы выполнялось нера-

венство  
2


 



n

nk

kk egcg . Тогда 

       


n

nk

kk

n

nk

kk

n

nk

kk egcggfegcfefcf . 

Может все-таки вызвать некоторый интерес следующий во-

прос. Пусть функция гладкая, за исключением нескольких точек 

(на периоде), где она имеет скачки. Как ведет себя ряд Фурье в 

точках разрыва? (В среднеквадратичном ряд, конечно, сходит-

ся). Имеет место следующая теорема 
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Теорема 3.9 (Дирихле). Пусть функция  xf  кусочно-

непрерывно дифференцируема и периодична с периодом 2
. Тогда ряд Фурье при произвольном x  сходится к  

   
2

00  xfxf
, 

т.е. в точке непрерывности ряд Фурье сходится к значению 

функции, а в точках разрыва – к полусумме левого и право-

го предельных значений. 

Напомним, что кусочная непрерывность 2 -периодичес-

кой функции означает, что на периоде функция имеет лишь ко-

нечное число разрывов первого рода (скачков). Кусочно-

непрерывная дифференцируемость будет, таким образом, озна-

чать, что производная функции имеет на периоде не более чем 

конечное число скачков (при этом непрерывность самой функ-

ции, вообще говоря, не предполагается и при необходимости 

должна оговариваться отдельно). 

В точках разрыва функции  xf  ряд Фурье сходится к 

функции очень неравномерно. Именно если 0x  – точка разрыва 

первого рода функции  xf  и для определенности 

   00  xfxf , то 

   0lim 0

00






xfxsn

xx
n

 и    0lim 0

00






xfxsn

xx
n

, 

где   



n

k

kkn cxs
1

e  – частичная сумма ряда Фурье. Последнее 

означает, что предельное колебание частичной суммы Фурье 

больше, чем скачок самой функции в точке разрыва. Такое по-

ведение суммы Фурье в точках разрыва носит название явления 

эффекта Гиббса, см. рис. 4.2. 

3.6. Интегрирование и дифференцирование рядов Фурье 

Вопрос об интегрировании рядов Фурье удобно начать с 

некоторого обобщения равенства Парсеваля. 

Теорема 3.10. Пусть     2, Cxgxf . Тогда 
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                  











1

00,
k

kkkk

k

kk gcfcgcfcgcfcgcfcgf , 

где 

     




2

02

1
, dxxgxfgf . 

Доказательство. Теорема вытекает из уравнения замкнуто-

сти. Действительно, пусть    



n

nk

kkn efcxs  – частичная 

сумма ряда Фурье функции  xf . Тогда 0lim 


n
n

sf . Но 

     


n

nk
kkn gcfcgs , . И в силу неравенства Буняковского 

        gsfgsfgcfcgf nn

n

nk
kk 



,, . 

При переходе к пределу получим ноль. 

Теорема остается верной для значительно более широкого 

класса функций  xf  и  xg , лишь бы для них выполнялись 

условия замкнутости (равенства Парсеваля), см. п. 2.7. Для 

наших целей достаточно того, что теорема остается верной для 

периодической функции  xg , определенной при  2,0x  

равенствами 

 
   
 









              ., при 

, при





x

x
xg

0

,2,01
 

2 4

0,5

1

0

y

x
 

Рис. 3.2. Аппроксимация кусочно-непрерывной функции 

 непрерывной 

Такая функция элементарно аппроксимируется в средне-

квадратичном смысле непрерывной функцией, см. рис. 3.2. 
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Например, отличие в среднеквадратичном функции  xg  от ап-

проксимации на рис. 3.2, не превосходит 
2

S
, где S — сум-

марная площадь заштрихованных треугольников. Эта величина 

может быть сделана сколь угодно малой и тогда, как было пока-

зано в п. 2.7, ряд Фурье функции  xg  сходится к ней в средне-

квадратичном, следовательно, теорема 3.10 остается верной и 

для такой функции  xg . 

Запишем утверждение теоремы 3.10 для произвольной не-

прерывной периодической с периодом 2  функции  xf  и 

функции  xg , определенной выше. Тогда ввиду 

    










dxedxegc ikxikx

k
2

1

2

1
 

находим 

            









k

ikx

k

k

kk dxefcgcfcdxxgxfdxxf









2
2

0

. 

Но это в точности означает возможность интегрировать 

почленно ряд Фурье функции  xf . Заметим, что исходный ряд 

Фурье не сходится, вообще говоря, равномерно, и теорема об 

интегрировании из общей теории рядов не применима. Заметим 

также, что проинтегрированный ряд сходится равномерно отно-

сительно   и  , поскольку имеет сходящийся мажорантный 

ряд: 

 
 





0

0 22
k

k

k

fc
fc . 

Таким образом, нами доказана следующая теорема. 

Теорема 3.11. Ряд Фурье непрерывной периодической с 

периодом 2  функции можно интегрировать почленно, 

причем проинтегрированный ряд сходится равномерно от-

носительно пределов интегрирования (считая, что послед-

ние изменяются на интервале длиной в период). 
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Перейдем теперь к вопросу о дифференцировании. Как бы-

ло показано в ходе доказательства теоремы Дирихле о равно-

мерной сходимости (с помощью формулы интегрирования по 

частям), если  xf  – непрерывно дифференцируемая периоди-

ческая с периодом 2  функция, то 

   fckifc kk  ,   (3.8) 

что соответствует возможности почленного дифференцирования 

ряда Фурье такой функции  xf  с получением ряда Фурье 

(сходящегося, вообще говоря, лишь в среднеквадратичном) ее 

производной. В силу леммы Римана-Лебега из этого соотноше-

ния вытекает оценка скорости убывания при n  коэффици-

ентов Фурье функции класса 
1

2C  (т.е. непрерывно дифферен-

цируемой, периодической): 

  









k
ofck

1
, 

т.е. быстрее, чем 
n

1
. Если функция  xf  m  раз непрерывно 

дифференцируема, то, применяя k  раз формулу (3.8), получаем 
      fcikfc k

mm

k  , 

откуда вытекает оценка 

  









mk
k

ofc
1

 

для коэффициентов Фурье m  раз непрерывно дифференцируе-

мой периодической с периодом 2  функции. 

Из этих оценок и из теоремы о дифференцировании общих 

функциональных рядов вытекает, что ряд Фурье m  раз непре-

рывно дифференцируемой периодической функции можно 

почленно дифференцировать  1m  раз с сохранением равно-

мерной сходимости ряда. m -е дифференцирование будет при-

водить к ряду Фурье m -й производной, но сходимость ряда 

надо понимать уже в среднеквадратичном. 
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Верно и обратное наблюдение: если коэффициенты Фурье 

некоторой функции убывают достаточно быстро, такая функция 

будет достаточно гладкой. Именно, верна 

Теорема 3.12. Пусть коэффициенты Фурье некоторой 

(периодической с периодом 2 ) функции  xf  удовлетво-

ряют оценке: 

 
m

k
k

k

v
fc    0k , 



k

kv
2

. 

Тогда функция  xf   1m  раз непрерывно дифференци-

руема. 

Доказательство. Действительно, тригонометрический ряд, 

полученный в результате формального почленного дифферен-

цирования  1m  раз, имеет коэффициенты 

   
k

v
ifcik km

k

m 11 
 , 

и, следовательно, абсолютно сходится, что оправдывает воз-

можность дифференцирования почленно данное количество раз. 

3.7. Ряды Фурье периодических функций с периодом lT 2  

Все предыдущие рассуждения справедливы и для периоди-

ческих функций с произвольным периодом lT 2 . Однако 

можно получить соответствующую общую теорию как след-

ствие частного случая 2T , используя растяжение (сжатие) 

вещественной оси. Действительно, если  xf  – периодическая 

функция с периодом lT 2 , то функция  xg , определенная 

равенством   











lx
fxg , будет периодической функцией с 

периодом 2T . При этом   









l

x
gxf


. 

Пусть теперь  xf  и  xg  – периодические функции с пе-

риодом l2 . Обозначим через  xf
~

 и  xg~  соответствующие им 

периодические функции с периодом 2 , т.е. 
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  











lx
fxf

~
 и   












lx
gxg~ . 

Тогда  

          

















l

dttgtf
l

dx
lx

g
lx

fdxxgxfgf
2

0

2

0

2

0 2

1

2

1~~

2

1~,
~ 


. 

Последний интеграл – скалярное произведение периодиче-

ских функций  xf  и  xg  с периодом l2 : 

      
l

dttgtf
l

gf
2

02

1
,  

(функции считаются непрерывными, для определенности). Ор-

тонормированная система функций ke  примет вид 

  l

kx
i

kk exe



e .   (3.9) 

Возьмем непрерывную периодическую с периодом l2  

функцию  xf . Перейдем к функции  xf
~

 (непрерывной и пе-

риодической с периодом 2 ) и построим для нее ряд Фурье от-

носительно ортонормированной системы 
ikxe  на интервале 

 2,0 . Этот ряд будет рядом Фурье для функции  xf  относи-

тельно ортонормированной системы (3.9) на интервале  l2,0 : 

  


k

l

kx
i

k ecxf



~ , Rx ,  
l

l

kx
i

k dxexf
l

c
2

02

1


. 

Вещественная форма ряда Фурье имеет вид 

  














1

0 sincos
2

~
k

kk
l

kx
b

l

kx
a

a
xf


, Rx , 

где 

 

l

dxxf
l

a

2

0

0

1
,  

l

k dx
l

kx
xf

l
a

2

0

cos
1 

, 

 

l

k dx
l

kx
xf

l
b

2

0

sin
1 

, Νk . 
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Равенство Парсеваля не изменит своего вида, если учесть, 

что теперь 

 
l

dxxf
l

f
2

0

22

2

1
. 

Формулы перехода от комплексной к вещественной форме 

и обратно изменению не подвергаются. 

3.8. Разложение четных и нечетных функций 

Здесь следует использовать вещественную форму ряда 

Фурье, записав соотношения для коэффициентов Фурье в сим-

метричной форме: 

 




l

l

dxxf
l

a
1

0 ,  




l

l

k dx
l

kx
xf

l
a


cos

1
, 

 




l

l

k dx
l

kx
xf

l
b


sin

1
, Νk . 

Напомним, что если функция  xf  – нечетная (и интегри-

руемая), то 

  0


a

a

dxxf ,  0a . 

Если функция  xf  – четная (и интегрируемая), то 

    


aa

a

dxxfdxxf
0

2   0a . 

Пусть функция  xf  – непрерывная, периодическая с пе-

риодом l2  и четная. Тогда 0kb  при всех натуральных k  и 

ряд Фурье такой функции будет содержать только косинусы: 

  





1

0 cos
2

~
k

k
l

kx
a

a
xf


, Rx . 

Пусть функция  xf  – непрерывная, периодическая с пе-

риодом l2  и нечетная. Тогда 0ka  при всех натуральных k  и 
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при 0k и ряд Фурье такой функции будет содержать только 

синусы:  

  


1

sin~
k

k
l

kx
bxf


, Rx . 

Рассмотрим теперь следующую задачу. Пусть на интервале 

 l,0  задана непрерывная функция  xf . Как можно разложить 

ее в ряд Фурье на этом интервале? Возможны разные приемы. 

Можно, например, продолжить ее периодически на всю ось с 

периодом lT   и воспользоваться общей теорией. Однако, 

можно предварительно продолжить ее как четную или нечетную 

на интервал  ll,  и затем уже продолжать периодически на 

всю ось с периодом lT 2 . В этом случае в зависимости от 

способа продолжения мы получим разложение в ряд Фурье 

только по косинусам или только по синусам. Следует заметить, 

что для вычисления коэффициентов Фурье нет необходимости 

явно строить описанные продолжения. Действительно, в случае 

четного продолжения мы можем найти коэффициенты ka  по 

формулам 

 

l

dxxf
l

a
0

0

2
 и  

l

k dx
l

kx
xf

l
a

0

cos
2 

, Νk , 

а в случае нечетного продолжения мы можем найти коэффици-

енты kb  по формулам 

 

l

k dx
l

kx
xf

l
b

0

sin
2 

, Νk . 

Следует заметить, что скорости сходимости этих рядов бу-

дут в общем случае различны. При четном продолжении функ-

ция останется непрерывной. При нечетном она (в общем случае) 

получит точки разрыва (1-го рода) в нуле и при lx   (и далее 

периодически с периодом l2 ). В последнем случае ряд будет 

сходиться заведомо медленно. Ка
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3.9. Вещественная форма тригонометрического ряда Фурье 

До сих пор мы получали сведения о вещественной форме 

тригонометрического ряда Фурье благодаря формулам перехода 

(3.3). Следует, однако, заметить, что функции 

,...2sin,2cos,sin,cos,
2

1
xxxx  

образуют ортонормированную систему относительно скалярно-

го произведения 

     









dxxgxfgf
1

,  

в пространстве непрерывных периодических с периодом 2  

функций и коэффициенты ka  и kb  являются коэффициентами 

Фурье относительно этой ортонормированной системы (кроме 

0a , который становится коэффициентом Фурье в этом смысле 

после деления на множитель 2 ). Равенство Парсеваля может 

быть переписано в виде 

    









dxxfba

a

k
kk

2

1

22
2

0 1

2
. 

В случае периодических функций с периодом  полной 

ортонормированной системой будет 

,...
2

sin,
2

cos,sin,cos,
2

1

l

x

l

x

l

x

l

x 
 

относительно скалярного произведения 

     




l

l

dxxgxf
l

gf
1

, . 

3.10. Улучшение скорости сходимости ряда Фурье 

Тригонометрические ряды Фурье, возникающие в результа-

те решения конкретных прикладных задач, могут оказаться мед-

ленно сходящимися, что часто препятствует их использованию 

(если сумма ряда не находится в замкнутом виде). Если оказы-

вается возможным из данного медленно сходящегося ряда вы-

l2
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делить медленно сходящуюся часть с известной суммой так, что 

оставшаяся часть ряда сходится уже быстро, то такое выделение 

и называется улучшением сходимости ряда Фурье. 

Если особенности (разрывы) функции  xf , улучшением 

сходимости ряда Фурье которой мы интересуемся, известны, то 

функцию  xf  можно легко представить как сумму достаточно 

простой (например, кусочно-линейной) функции с точно такими 

же особенностями, что и  xf , и функции, которая уже особен-

ностей не имеет (но может иметь особенности производной). 

Если особенности функции  xf  не известны, для улучше-

ния сходимости ряда Фурье можно воспользоваться методом 

А.Н.Крылова. Идея метода состоит в том, чтобы выделить из 

коэффициентов Фурье младшие степени величины и попытаться 

суммировать полученные ряды с помощью таблиц известных 

разложений. 

Например, пусть требуется улучшить сходимость ряда 

  


 


2
4

3

sin
1k

kx
k

k
xf ,   ,x . 

Заметим, что тождественно выполняется 

kkkk

k




 54

3 11

1
. Но известно, что при   ,x  

 









1

1

sin
1

2 k

k

kx
k

x
, откуда получаем искомое представление 

ряда Фурье: 

 
 




 




2
5

sin
1

sin
2 k

k

kx
kk

x
x

xf ,   ,x . 

4. Применение ряда Фурье 
Пример 4.1. Найти разложение функции  xf , заданной 

на интервале  2,0  равенством   xxf   и далее продол-

женной периодически на всю ось. 
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Решение. Эта функция кусочно-непрерывно дифференци-

руема. Именно в точках Ζ nnx ,2  она имеет разрывы-

скачки, в остальных точках она бесконечно дифференцируема. 

Как мы уже знаем, ряд Фурье будет сходиться к этой функции в 

каждой точке Ζ nnx ,2 . Очевидно, никакой равномерной 

сходимости при этом нет: функция разрывная. 

Найдем коэффициенты Фурье этой функции. Воспользуем-

ся формулами (3.1): 






 
2

0

0
2

1
xdxc , 0,

1

2

1 2

0

  k
ik

dxxec ikx
k




. 

Тригонометрический ряд Фурье в комплексной и веще-

ственной формах принимает вид 

  Ζ




nnx
k

kx

ik

e
xf

kk

ikx

,2,
sin

2
10

 . 

 

Рис. 4.1. Функция и ее частичная сумма 5S  ряда Фурье 

Наи рис. 4.1. изображены графики периодической функции 

  xxf 
 

с периодом 2  
и ее частичной суммы 

  .
sin

2
5

1
5 

k k

kx
xS     

В силу сказанного выше в точках непрерывности функции 

 xf  ряд сходится к значению функции. В точках же разрыва 

Ζ nnx ,2 , будет наблюдаться явление Гиббса и ряд Фурье 

0 2 4 6

2

4

6

f x( )

S5 x( )

x
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должен сходиться в этих точках к полусумме левых и правых 

предельных значений функции: 
   




2

0000 ff
. Если 

подставить значение 0x  непосредственно в ряд, то получим: 

  






 101

0sin
2

sin
2

kxk k

k

k

kx
. 

Запишем равенство Парсеваля. Квадрат нормы функции ра-

вен 
3

4

2

1 22

0

22 





  dxxf . Сумма квадратов коэффициентов 

ряда Фурье равна 
3

41
2

2

1
2

2 
  



k k
. Откуда с учетом тожде-

ства 
6

1 2

1
2






k k
 получаем 






1

2

2
2 1

2
3

4

k k



 или 

3

4

3

4 22 
 . Равенство Парсеваля справедливо. 

Пример 4.2. Найти разложение функции   22 xxf   в ряд 

Фурье на   , . 

Решение. Коэффициенты ряда Фурье для данной функции могут 

быть вычислены по формулам: 

 


l

l

dxxf
l

a
1

0 ,   


l

l
k dx

l

kx
xf

l
a


cos

1
, 

 


l

l
k dx

l

kx
xf

l
b


sin

1
 , 

где Νk , l . Тогда получим: 

  222
0

3

41








 


dxxa , 

   
2

22 14
cos

1

k
dxkxxa

k

k


 










, 
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  0sin
1 22  










dxkxxbk . 

Значит, ряд Фурье на   ,  будет иметь вид: 

 







1
2

222 cos
1

4
3

2
~

k

k

kx
k

x  . 

Можно отметить, что в силу четности данной функции коэффици-

енты 0kb , т.е. полученный ряд Фурье является рядом Фурье по ко-

синусам на  ,0 . 

4.1. Эффект Гиббса 

Под эффектом Гиббса понимается отсутствие поточечной 

сходимости тригонометрического ряда Фурье в точках разрыва 

функции. Рассмотрим этот вопрос более внимательно. Пусть 

кусочно-непрерывная функция  xf  имеет разрыв первого рода 

в точке ax  : левое предельное значение в этой точке равно A

, а правое – B , BA  . С помощью функции Хевисайда 

 









0,1

,0,0

x

x
xh  справедливо соотношение  

       xfaxhABxf 1
2

1









 , 

где  xf1  – непрерывная в точке ax   функция и 

 
2

1

BA
af


 . Первое слагаемое – кусочно-постоянная функ-

ция. Ее тригонометрический ряд Фурье на отрезке   ,  име-

ет вид 

   
  


















1 12

12sin4

2

1

k k

axk
ABxH


.  (4.1) 

Рассмотрим поведение отрезка этого ряда в окрестности 

точки разрыва ax  . Определим новую переменную axt  . 

Тогда отрезок ряда (4.1) запишется в виде конечной суммы  
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 
 









n

k
n

k

tk
tH

1 12

12sin4


. Его производная равна 

   
t

nt
tktH

n

k
n

sin

2sin2
12sin

4

1 
 



. Следовательно, справед-

ливо интегральное представление отрезка ряда 

     
tt

nn ds
s

ns
dssHtH

00 sin

2sin2


. Экстремумы функции 

 tH n  определяются уравнением 02sin nt  или 
n

k
t

2


 . Бли-

жайшие к точке разрыва функции экстремумы  1k  имеют 

координаты 
n

ax
2

0


 . Значение отрезка ряда в точке экстре-

мума равно 
















0 20 sin2

sin2

sin

2sin2

2

2

dz
n

z
ds

s

ns

n
aH

n
zn

n

. 

Предел экстремального значения отрезка ряда: 



















0 20 2
2

sin2

sin2

sin2

2
dz

n

z
dz

n

z

n
aH

n
zn

n
zn

n
n

limlimlim  

.179,1
2sin2

0

 




Sidz
z

z

 

 

Рис. 4.2. Эффект Гиббса 
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На рис. 4.2 показано поведение отрезка ряда Фурье (а точ-

нее его частичная сумма  xH10 ) для функции  xf  в окрест-

ности точки разрыва, этот экстремум и его относительная вели-

чина ∆. 

4.2. Периодические решения 

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение 
         xqxypxypxyp n

nn   ...1

10   (4.2) 

с постоянными коэффициентами и периодической правой ча-

стью  xq  периода 2 . Существует ли периодическое решение 

с периодом 2 ? Будем искать решение в форме ряда Фурье 

  .


k

ikx
keyxy  

Разложим правую часть уравнения в ряд Фурье 

  ,


k

ikx
keqxq  

тогда при всех Ζk  

    kknk

n

k

n
qypyikpyikp 


...

1

10  

(равенство коэффициентов Фурье левой и правой частей урав-

нения). Полагая 

  ,...1
10 zpzpzpzP n

nn  
 

получаем соотношение [Фурье-образ уравнения (4.2)] 

  kk qyikP    .Ζk  
  (4.3) 

Если   0ikP   Ζk , то выполняется 

 
    0  ,  ikP

ikP

q
y k

k   ,Ζk    (4.4) 

т.е. мы нашли коэффициенты Фурье функции  xy , а следова-

тельно, и саму эту функцию. Однако, чтобы найденная функция 

действительно была решением, необходимо оправдать возмож-

ность n -кратного дифференцирования суммы ряда Фурье  xy  

почленно. В этих целях потребуем непрерывной дифференциру-

емости правой части  xq . Тогда в силу неравенства [вытекаю-
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щего из асимптотики    nikpikP 0  Ζk  при k ] 

  n
kсikP   с некоторым 0c  заключаем, что ,

1


n

k

k

kc
y



 
где k  — коэффициенты Фурье производной  xq . Последняя 

оценка позволяет нам сослаться на теорему 3.12 о дифференци-

руемости ряда Фурье, из которой и вытекает n - кратная непре-

рывная дифференцируемость функции  xy . 

Заметим теперь, что построенное решение будет един-

ственным. Действительно, иначе существовало бы нетривиаль-

ное 2 - периодическое решение однородного уравнения 
    .0...1

10   ypypyp n
nn

 

Как известно, общее решение последнего уравнения выра-

жается через экспоненты 
xe
, где   – корни характеристиче-

ского уравнения   0zP , и эти экспоненты могут привести к 

2 -периодическому решению только при ik   Ζk  в 

противоречии с условием (4.4). 

Итак, при непрерывно дифференцируемой правой части 

условие (4.4) является условием существования и единственно-

сти 2 -периодического решения рассматриваемого дифферен-

циального уравнения (4.2). 

Если при некотором целом m  выполняется   0imP , то  

уравнение (4.2) будет иметь 2 -периодические решения только 

при условии, что соответствующий коэффициент Фурье правой 

части равен нулю: 0mq . При этом единственность 2 -

периодического решения теряется: коэффициент Фурье my  мо-

жет быть выбран произвольно (здесь также используется тот 

факт, что экспонента 
imxe  является решением однородного 

уравнения). 

Наконец, если при некотором целом m  одновременно 

  0imP  и 0mq , то периодического решения не существует. 

Пример 4.3.   Найти периодические решения дифферен-
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циального уравнения 
2244 xyyy    на   , . 

Решение. Правая часть уравнения разлагается в ряд Фурье  

следующего вида (см. пример 4.2): 

 







1
2

222 cos
1

4
3

2
~

k

k

kx
k

x  . 

Периодические решения данного дифференциального урав-

нения на   ,  будем искать в виде: 

  


1

0 sincos
2 k

kk kxBkxA
A

y . 

Тогда после дифференцирования получим: 

  


1

cossin
k

kk kxkBkxkAy , 

  


1

22 sincos
k

kk kxBkkxAky . 

Подставим выражения для y , y  и y  , а также 
22 x  в 

исходное уравнение: 

     


1

22
0 44sin44cos2

k
kkkkkk BkABkkxAkBAkkxA  

 







1
2

2 cos
1

4
3

2

k

k

kx
k

  

Последнее равенство будет выполняться, если будут равны 

коэффициенты при соответствующих функциях, т.е. 

     
 
 

 


















































.
4

116

,
4

414

,
3

,044

,
14

44

,
3

2
2

22

222

2

2

0

2

2

2

2
0

kk
B

kk

k
A

A

BkABk
k

AkBAk

A

k

k

k

k

kkk

k

kkk




 

Поэтому окончательно периодическое решение исходного 
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дифференциального уравнения записывается так: 

   
 

 









1
222

22

4

sin4cos4
14

6 k

k

kk

kxkkxk
xy


. 

4.3. Задача о колебаниях закрепленной струны 

Рассмотрим струну, закрепленную в точках 0  и  . Если 

придать струне произвольную начальную форму, заданную, 

например, функцией  x , и затем отпустить, струна начнет 

колебаться. Требуется найти форму струны в произвольный по-

следующий момент времени. В математической физике выво-

дится следующее (волновое) уравнение для функции  txu , , 

описывающей форму струны (отклонение от положения равно-

весия) в момент времени t : 

2

2
2

2

2

x

u
a

t

u









,   (4.5) 

где a  – некоторая положительная константа. Уравнение (4.5) 

будем рассматриваться с начальными условиями 

     
   








.,0,00,

,,0,0,





xxu

xxxu

t

 

Первое равенство системы – начальная форма струны, второе – 

начальная скорость. Имеются также граничные условия 

 
 








.0,0,

,0,0,0

ttu

ttu


 

Будем искать решение в виде ряда Фурье по синусам 

   





1

sin,
k

k kxtbtxu , 

что сразу позволяет удовлетворить всем граничным условиям. 

Вычисляя формально коэффициенты Фурье левой и правой ча-

стей волнового уравнения (4.5), приходим к равенствам 

   tbkatb kk

22   Νk . 

Начальные условия будут выполнены, если 
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 
 








,00

,0

b

b kk 
 

где k  – коэффициенты Фурье функции  x : 

 







0

sin
2

kxdxxk . Решение задачи Коши для функций 

 tbk  имеет вид    akttb kk cos , что позволяет записать ре-

шение в виде 

   





1

sincos,
k

k kxakttxu  .  (4.6) 

Однако чтобы полученная функция  txu ,  была действи-

тельно решением, надо обеспечить возможность дважды непре-

рывно дифференцировать ряд (4.6) как по t , так и по x  почлен-

но. Например, достаточно потребовать сходимости ряда 




1

2

k

k k . 

Последний ряд заведомо сходится, если функция  x , 

например, трижды непрерывно дифференцируема на  ,0  и 

    00   . В этом случае выполняется 

  






0

3
cos

2
dxnkxx

k
k , 

т.е. 
k

k k
k


 2

, где ряд 


1

2

k

k  сходится. 

Заметим далее, что   





1

sin
k

k kxx   и 

 
   

2

sinsin
sincos

atxnatxn
kxakt


 . 

Отсюда  
   

2
,

atxatx
txu





. 
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Найденное решение имеет вид суперпозиции двух разбега-

ющихся со скоростью a  волн. Отметим, что в последнем пред-

ставлении решения функция  x  должна пониматься как про-

долженная на всю числовую ось. Первоначально функция  x  

задана на интервале  ,0 . В ходе решения она фактически бы-

ла продолжена сначала как нечетная на интервал   ,  и да-

лее периодически с периодом 2 . 

Более общие примеры и метод Фурье разделения перемен-

ных, позволяющий рассматривать более общие постановки за-

дач, будут рассмотрены в курсе математической физики или на 

семинарских занятиях. 

Пример 4.4. Найти решение краевой задачи для свобод-

ных колебаний ограниченной струны: 

xxtt uu 
4

9
, 10  x ,  t0 , 

начальные условия   00, xu ,    10,  xxxut , 

граничные условия     0,1,0  tutu . 

Решение. Исходя из граничных условий решение задачи 

 txu ,  будем искать в виде: 

   


1

sin,
k

k kxtbtxu  . 

Подробное объяснение выбора вида функции  txu ,  будет 

приведено позднее (см. пример 5.1). 

Неизвестную функцию  tbk  найдем, подставив функцию 

 txu ,  в исходное уравнение: 

    

































xx

k
ktt

k
k kxtbkxtb

11

sin
4

9
sin   

        






 1

22

1

sin
4

9
sin

k
k

k
k kxktbkxtb   

          0
4

9

4

9 2222  tbktbktbtb kkkk  . 
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Последнее уравнение есть ЛОДУ 2-го порядка. По корням 

характеристического уравнения найдем его решение: 

  ktBktAtb kkk 
2

3
sin

2

3
cos  . 

Тогда общее решение исходного уравнения имеет вид: 

   











1

sin
2

3
sin

2

3
cos,

k
kk kxktBktAtxu  . 

Коэффициенты kA  и kB  найдем из начальных условий: 

    00sin0sin0cos0,
1

 



k

k
kk AkxBAxu  , 

   











1

sin0cos
2

3
0sin

2

3
0,

k
kkt kxkBkAxu   

 1sin
2

3

1

 













xxkxkB
k

k  . 

Откуда следует, что числа kkB
2

3
 являются коэффициента-

ми ряда Фурье по синусам функции  1xx  на  1;0 , поэтому: 

 
 




 
33

1

0

11
412

2

3

k
dxxxkB

k

k


  

  
443

118

k
B

k

k



 . 

В итоге решение исходной задачи примет вид: 

 
  

 





1
44

sin
2

3
sin

3

118
,

k

k

kxkt
k

txu 


. 

На рис. 4.3. изображено положение струны в момент вре-

мени 0  (начальный момент времени), т.е.  0,xu , затем в мо-

мент времени 1,0 , т.е.  1,0;xu , а также в моменты времени 5,0

, 7,0  и 1 соответственно  5,0;xu ,  7,0;xu  и  1;xu . 
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Рис. 4.3. Положение струны в различные моменты времени 

5. Нетригонометрические ряды Фурье 

5.1. Краевые задачи теории дифференциальных уравнений 

Основной задачей в теории дифференциальных уравнений 

является задача Коши. В физических приложениях же на пер-

вый план выступают так называемые краевые задачи. Мы оста-

новимся на краевых задачах для обыкновенных дифференци-

альных уравнений второго порядка. В достаточно общей форме 

такая задача ставится следующим образом. 

На отрезке  ba,  отыскать решения  xyy   дифференци-

ального уравнения 

       xfyxpyxpyxp  012 ,  (5.1) 

удовлетворяющего краевым (или граничным) условиям 

   
   








.

,

220

120

cbyby

cayay




   (5.2) 

0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.04

0.02

0.02

0.04

0.06

u x 0( )

u x 0.1( )

u x 0.5( )

u x 0.7( )

u x 1( )

x
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Функции      xpxpxp 210 ,,  и  xf  будут предполагаться 

непрерывными. Если 021  cc , краевые условия называются 

однородными. Мы ограничимся именно этим случаем. Послед-

нее ограничение позволяет нам рассматривать множество 

непрерывно дифференцируемых
1
 на отрезке  ba,  функций, 

удовлетворяющих однородным краевым условиям, как линей-

ное пространство. Обозначим это пространство функций через 

1V . Подпространство дважды непрерывно дифференцируемых 

функций из 1V  обозначим через 2V . Тогда краевая задача при-

мет вид: найти   2Vxy  такие, что 

  fy L ,    (5.3) 

где L  – линейный оператор, определенный на функциях из про-

странства 2V 2
 равенством 

        .L 012 yxpyxpyxpy   

Естественно возникают вопросы: какова область значений 

оператора L , т.е. при каких  xf  уравнение (5.3) имеет реше-

ние? Единственно ли решение, если задача разрешима? Для от-

вета на эти вопросы нужно изучить спектральные свойства опе-

ратора L . Последнее означает, что нужно изучить разреши-

мость задачи на собственные функции и собственные значения 

оператора L , т.е. найти все пары  y, , где C  и   2Vxy , 

0y , такие, что 

  .L yy   

Задача на собственные функции и собственные значения 

операторов порождает различные ортонормированные (в опре-

деленном смысле) системы — системы собственных функций. 

Если задача на собственные функции и собственные значения 

оператора L  решена и привела к полной ортонормированной 

системе (в каком-то смысле) собственных функций 

                                                      
1
 В случае условий Дирихле вместо непрерывной дифференцируемо-

сти можно ограничиться просто непрерывностью. 
2
 Значения оператора L , конечно, уже не лежат в 2V .  
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   ,..., 21 xx  , причем среди собственных значений k  нет 

равного нулю, решение краевой задачи формально строится 

элементарно. Действительно, разложим функцию  xf  в ряд 

Фурье относительно ортонормированной системы 

   ,..., 21 xx   

   .
1




k
kk xfcf   

Будем искать решение  xy  краевой задачи также в виде 

ряда Фурье 

     .
1




k
kk xycxy   

Считая, например, что скорость сходимости этого ряда поз-

воляет вынести оператор L  за знак суммы (свойство линейно-

сти) 

           ,
11

















 k
kk

k
kk xycxycxy  LLL  

находим, что уравнение (5.3), с учетом     xx kkk  L , 

примет вид 

   fcyc kkk  , ,...2,1k  

Откуда 

 
 

 





1k

k

k

k x
fc

xy 


. 

Вопрос о сходимости ряда и принадлежности построенной 

функции  xy  пространству 2V  должен рассматриваться от-

дельно. 

5.2. Нормальная форма краевой задачи 

При исследовании краевой задачи удобно переписать диф-

ференциальное уравнение на собственные значения в симмет-

ричном виде. Именно, домножим уравнение 

      yyxpyxpyxp  012  

на функцию  x  такую, чтобы уравнение приняло вид 

Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и Р
ГР
ТУ



56 

 

  .yqyyp 
  

Очевидно, функция  x  находится из уравнения 

  ,21


  pp  

при этом 2pp  . Таким образом, если  xp2  не обращается 

в ноль, найдем 

 



dx

p

p

Cexp 2

1

, .
2p

p
  

Оператор L , формально определенный равенством 

 
 

,


qyyp
y




L    (5.4) 

называется оператором Штурма-Лиувилля. Краевая задача на 

собственные числа и собственные функции  y,  оператора L  

  yqyyp 

     (5.5) 

   
   








.0

,0

20

20

byby

ayay




   (5.6) 

называется задачей Штурма-Лиувилля, при этом предполагает-

ся, что    xqxp ,  и  x  – вещественные непрерывные функ-

ции, причем  xp  – непрерывно дифференцируема и неотрица-

тельна, а и  x  – неотрицательны. Пары коэффициентов 

21,  и 21,   считаются вещественными и одновременно в 

ноль необращающимися. 

Краевые условия 

  0ay ,   0by   (5.7) 

называются краевыми условиями первого рода или условиями 

Дирихле. Краевые условия 

  0 ay ,   0 by   (5.8) 

называются краевыми условиями второго рода или условиями 

Неймана. 
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Дифференциальное уравнение задачи Штурма - Лиувилля 

может быть подвергнуто дальнейшей редукции. Если ввести 

независимую переменную t  равенством 

  xp

dx
t  

(считая, что   0xp ), то ввиду равенств 
dt

d
p

dx

d

dt

dx

dt

d
  

дифференциальное уравнение примет вид 

.
2

2

yppqy
dt

yd
  

Положим теперь    sutky  , 
  tk

dt
s

2
, где  tk  – пока 

неопределенная функция, а s  и u  соответственно новые неза-

висимая переменная и искомая функция. При этом 

,
1

ds

du

k
u

dt

dk

dt

ds

ds

du
ku

dt

dk

dt

dy
  

,
111

2

2

32

2

2

2

22

2

2

2

ds

ud

k
u

dt

kd

dt

ds

ds

ud

kds

du

dt

dk

kdt

ds

ds

du

dt

dk
u

dt

kd

dt

yd
  

откуда приходим к дифференциальному уравнению 

.
1

2

2

2

2

3
pkuu

dt

kd
pqk

ds

ud

k














  

Определим функцию  tk  равенствами  

14 kp  и ,
2

2
34

dt

kd
kpqkr   

получаем уравнение 

.
2

2

uru
ds

ud
  

При описанной замене краевые условия сохранят вид одно-

родных краевых условий (с новыми коэффициентами). Ка
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5.3. Регулярная задача Штурма - Лиувилля 

Оператор L  (5.4) называется регулярным оператором 

Штурма-Лиувилля, если   0xp  и    0x . Задача (5.5)-(5.6) 

называется регулярной, если L  – регулярный оператор Штур-

ма-Лиувилля. Отметим некоторые свойства решений регуляр-

ной задачи Штурма-Лиувилля. 

Свойство 5.1. Корни собственных функций просты. 

Действительно, если     0,0 00  xyxy , то в силу един-

ственности решения задачи Коши   0xy . 

Свойство 5.2. Каждому собственному значению отвечает 

единственная с точностью до множителя собственная функ-

ция (т.е. собственные числа оператора Штурма-Лиувилля – 

простые). 

Действительно, пусть  xy1  и  xy2  – собственные функ-

ции, отвечающие собственному значению  . Заметим, что од-

нородная система (относительно переменных 0  и 1 ) 

   
   








0

,0

2220

1210

ayay

ayay




 

имеет нетривиальное решение, что возможно только, если опре-

делитель системы равен нулю. Это означает, что определитель 

Вронского решений 

  2121

21

21

21 , yyyy
yy

yy
yyW 


  

равен нулю (в точке a  и, следовательно, равен нулю тожде-

ственно), откуда и вытекает линейная зависимость решений 

 xy1  и  xy2 . 

Свойство 5.3. Собственные значения задачи Штурма-

Лиувилля вещественны, а соответствующие им собственные 

функции могут быть выбраны вещественными. 

Для доказательства заметим, сначала, что интегрирование 

по частям два раза приводит к равенству 
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      




  





 

b

a

b

a

b

a

dxggpqqfgfpWdxgfpqf ,  

Если  xf  и  xg  – произвольные дважды непрерывно 

дифференцируемые функции, удовлетворяющие краевым усло-

виям задачи (т.е. 2V, gf ), то в силу краевых условий опреде-

литель Вронского  gfW ,  обращается в ноль в точках a  и b 1
. 

Введем скалярное произведение и соответствующую норму, 

полагая 

  
b

a

dxgfgf , ,  fff , . (5.9) 

Тогда полученное выше равенство (при нулевых внеинте-

гральных членах) примет вид
2
 

     gfgf L,,L  . 

Это свойство называется симметричностью оператора L . 

Если теперь y  – собственная функция, отвечающая собствен-

ному значению  , то 

      22
L,,L yyyyyy   , 

откуда в силу 0y  получаем   , т.е.  – вещественно. 

Далее заметим, что в силу линейности уравнения 

  yy L  и вещественности функций  xp ,  x  и  xq  от-

дельно вещественная и мнимая части собственной функции 

 xy  будут являться решениями этого уравнения
3
. В дальней-

шем мы всегда будем предполагать вещественность собствен-

ных функций. 

Свойство 5.4. Различным собственным значениям 1  и 

2  отвечают ортогональные собственные функции 1y  и 2y : 

                                                      
1
 Важна вещественность коэффициентов в краевых условиях. 

2
 Здесь важную роль играет вещественность функций  xp  и  xq . 

3
 В силу предыдущего свойства эти части, разумеется, пропорциональ-

ны. 
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  0, 2121  
b

a

dxyyyy  . 

Действительно,          .0,,, 21212121  yyyyyy LL  

Свойство 5.5. Собственные числа образуют бесконечную 

монотонно возрастающую последовательность, стремящую-

ся к бесконечности 

......21  n , .lim 


n
n

  

Рассмотрим унитарное пространство непрерывных диффе-

ренцируемых функций, удовлетворяющих краевым условиям 

(5.6), определяя скалярное произведение равенством (5.9). Соб-

ственные функции задачи Штурма-Лиувилля ny  будем считать 

нормированными: 

    1
22


b

a
nn dxxxyy  . 

Тогда они образуют ортонормированную систему. Коэффи-

циенты Фурье функции f  (из описанного унитарного про-

странства) относительно такой ортонормированной системы 

определены соотношением
1
 

          ., 
b

a
kkk dxxxyxfyffc   

Разложение функции f  в ряд Фурье по собственным 

функциям задачи Штурма-Лиувилля имеет вид 

 


1

~
k

kk yfcf . 

Можно показать, что системы собственных функций регу-

лярных задач Штурма - Лиувилля полны (замкнуты), так что ряд 

Фурье сходится к функции в среднеквадратичном смысле. 

Пример 5.1. Решить задачу Штурма-Лиувилля: 

    0 xXxX  ,     010  XX , 

т.е. найти нетривиальное решение  xX  и неизвестный па-

                                                      
1
 Напомним о предполагаемой вещественности собственных функций. 
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раметр  , при котором оно существует. 

Решение. Данное уравнение есть ЛОДУ 2-го порядка. Из его 

характеристического уравнения 02 k  следует 2k , 

которое имеет различные решения в зависимости от числа  . 

Рассмотрим различные случаи. 

1) Пусть 0 , тогда 2,1k , поэтому 

  xx eCeCxX    21 . Числа 1C  и 2C  найдем из гранич-

ных условий     010  XX : 

 
  

















 0

,0

01

,00

2
2

1

21

21

0
2

0
1

CeC

CC

eCeCX

eCeCX


 

    .00
01

,
212

1

21












xXCC

eC

CC
  

2) Пусть 0 , тогда 02,1 k , поэтому   xCCxX 21  . 

Числа 1C  и 2C  найдем из граничных условий: 

 
 

  .0
0

,0

01

,000

2

1

21

21



















xX

C

C

CCX

CCX
 

3) Пусть 0 , тогда ik 2,1 , поэтому 

  xCxCxX  sincos 21  . Из граничных условий: 

 
  


















0sin

,0

0sincos1

,00sin0cos0

2

1

21

21

 C

C

CCX

CCX
 

.N














 kkkC

C

,

0sin

,0

,0
22

2

1





 

Так как 01 C , то для каждого собственного числа 

22kk   , Nk , можно составить собственную функцию с 

точностью до постоянного множителя 2C  (в силу однородности 
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исходного уравнения): 

  kxxxX kk  sinsin  , Nk . 

Поэтому ранее в примере 4.4 решение краевой задачи иска-

ли в виде ряда Фурье по этим собственным функциям. 

5.4. Полнота собственных функций регулярной задачи 

Штурма-Лиувилля 

Ограничимся схемой доказательства полноты, считая, что: 

1) весовая функция равна единице: 1 , 

2) евклидово пространство 1V  состоит из вещественных 

непрерывных функций, удовлетворяющих условиям Дирихле 

(5.7). 

В рассматриваемом случае 

      ., 
b

a

dxxgxfgf  

Положим 

          .,L 22

 




 




b

a

b

a

ydxqyypydxqyypyyyJ  

В курсе «Вариационное исчисление» показано, что 

наименьшее значение квадратичного функционала  yJ  при 

условиях     0 byay  и 1y  достигается и равно 

   11
1

min yJyJ
Vy




 , где 1  – наименьшее собственное зна-

чение рассматриваемой задачи Штурма-Лиувилля и 1y  – соот-

ветствующая собственная функция. Более того, имеет место 

следующее утверждение, известное как вариационный принцип 

в проблеме собственных значений. 

Теорема 5.1. Пусть 121 ,...,, nyyy  – ортонормированная 

система собственных функций, отвечающих первым 1n  

собственным числам задачи Штурма-Лиувилля, располо-

женным в порядке возрастания 121 ...  n . Тогда 

наименьшее значение квадратичного функционала  yJ  
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при условиях     0 byay , 1y  и kyy   

 1,...,2,1  nk  достигается, причем    nn
y

yJyJ 



1V

min

, где n  – n -е собственное значение рассматриваемой задачи 

Штурма-Лиувилля и ny  – соответствующая собственная 

функция. 

Воспользуемся этим принципом для доказательства полно-

ты (замкнутости) системы собственных функций оператора 

Штурма-Лиувилля L  в пространстве 1V . Положим  

,
1

1






n

k
kkn ycfr  

где  kk yfc ,  – коэффициенты Фурье функции f , так что 

nk ry   при nk  . Тогда 

             ,,,,,,
1

1

1

1










n

k
nkkkn

n

k
nkknnn rycrfrycrfrr LLLL  

и в силу   0, nk ry  получаем 

     .,,L nnn rfLrr   

Считая, что 0nr , полагаем nnn err  , так что 1ne

, 121 ,...,,  nn yyye . В силу вариационного принципа находим 

         ,,Lmin,L,L
2

,...,
1

22

121

nn

yyyy
y

nnnnnn ryyreerrr

n






 

откуда в силу неравенства Буняковского 

     ,L,L
2

nnnn rfrfr   

т.е. ввиду 


n
n

lim  справедливо 

 

n

n

f
r



L
  или 0lim 


n

n
r .  

Следуя определению, последнее означает замкнутость си-

стемы собственных функций. Вернемся теперь к уравнению 

  fy L . 
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Заметим, что в силу симметричности L  

              ycyyyyyyyyyc kkkkkkkkk   ,,L,,LL  

равенство 

   fcyc kkk   

является равенством коэффициентов Фурье  yL  и f . Вопрос о 

том, будет ли функция 
 







1k

k

k

k y
fc

y


 действительно являться 

решением задачи Штурма-Лиувилля, зависит от скорости схо-

димости этого ряда. 

5.5. Теорема Штурма 

В этом пункте мы исследуем характер поведения собствен-

ных функций оператора Штурма - Лиувилля. 

Теорема 5.2 (Штурм). Пусть  xy1  и  xy2  – решения, 

соответственно уравнений 

 
  ,0

,0

2

1





yxay

yxay
   (5.10) 

где  xa1  и  xa2  – непрерывные функции, причем 

   xaxa 21    .x  

Тогда между любыми двумя нулями решения  xy1  первого 

уравнения (5.10) находится по крайней мере один ноль ре-

шения  xy2  второго уравнения (5.10): 

    021  xyxy , 21 xx      :, 213 xxx     032 xy . 

Доказательство. Умножим равенство 0111  yay  на 2y , а 

равенство 0222  yay  на 1y  и вычтем первое из второго. По-

лучим 

    .021121221 
 yyaayyyy  

Пусть 1x  и 2x  – смежные корни решения 1y . Предполо-

жим, что в интервале  21, xx  нет корней решения 2y . Без огра-

ничения общности (в силу однородности уравнений) можем 

считать, что 1y  и 2y  неотрицательны на интервале  21, xx . 
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Проинтегрируем последнее равенство в интервале  21, xx , по-

лучим 

    ,0
2

1

2

1
21121221  

x

x

x

x
dxyyaayyyy  

откуда 

        .011122122  xyxyxyxy  

Но в силу простоты корней решения 1y  и из предположения 

01 y  на интервале  21, xx  заключаем, что   011  xy  и 

  021  xy . По предположению также 02 y  в интервале 

 21, xx , т.е. 

        ,011122122  xyxyxyxy  

получили противоречие доказывающее теорему. 

Посмотрим теперь на уравнение на собственные значения 

оператора Штурма-Лиувилля. Воспользуемся простейшей из 

нормальных форм: 

yryy   или   0 yry  .  

Напомним, что 


n
n

lim . Если n  такое собственное 

значение, что 
2krn  , то соответствующая собственная 

функция ny  в каждом интервале длины 
k


 будет иметь хотя бы 

один корень. Это вытекает из теоремы Штурма и того факта, что 

решением уравнения 02  yky  является функция 

kxCkxCy sincos 21  , обладающая этим свойством. Таким 

образом, собственные функции (с большими номерами) регу-

лярных операторов Штурма-Лиувилля являются осциллирую-

щими. 
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6. Преобразование Фурье 

6.1. Интеграл Фурье: интуитивный подход 

Рассмотрим непрерывно дифференцируемую на всей дей-

ствительной оси абсолютно интегрируемую функцию  xf  

 :RC1f    .




dxxf  

Разложим ее в ряд Фурье на интервале  ll,  большой дли-

ны l2 : 

   
 

,
2

1
 










k

l

l

tx
l

k
i

dtexf
l

xf



  llx ,  

Введем разбиение оси R  точками
l

k
k


    Ζk , при 

этом 
l

k


   и 0lim 


k

l
 . Одновременно выполняется пре-

дельный переход и в интеграле 

       













dtetfdtetf

txi
l

l

txi

l

kk 
lim . 

Можно думать (вспоминая суммы Римана), что 

     
 










k

l

l

txi
k dtetfxf k

2

1




l
   

 








 dtetfd txi
2

1
, 

т .е. при всех Rx  справедливо тождество 

      .
2

1
 








 dtetfdxf txi


   (6.1) 

Последняя формула действительно имеет место и составля-

ет содержание теоремы Фурье, а интеграл в правой части равен-

ства называется интегралом Фурье функции  xf . Равенство 

(6.1) принято разбивать на два 

   




 dtetfF ti ,    







 deFxf xi

2

1
 (6.2) 

или, в симметричной форме, 
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   




 dtetfF ti




2

1
,     .

2

1








 deFxf xi

     

(6.3) 

При этом функция  F  (в обоих вариантах) называется 

преобразованием Фурье функции  xf . Для определенности мы 

в дальнейшем будем пользоваться симметричной формой пре-

образования Фурье. 

Для получения вещественной формы интеграла Фурье за-

метим, что если функция  xf  – вещественная, то 

         

        .cos
1

cos
2

1

sin
2

cos
2

1

0

    

    

 



























dttxtfddttxtfd

dttxtfd
i

dttxtfdxf













 

Равенство 

      
 




0

cos
1

dttxtfdxf 


  (6.4) 

остается справедливым и для комплексных функций (оно верно 

как для вещественной, так и для мнимой части комплекснознач-

ной функции и в силу линейности интеграла – для произвольной 

их линейной комбинации). 

Если воспользоваться формулой косинуса разности двух 

углов , равенство (6.5) запишется в виде 

      .sinsin
1

coscos
1

00

  
 



 



tdttfxdtdttfxdxf 





 

Если функция  xf  – четная, то   0sin 




tdttf   (как 

интеграл от нечетной функции по симметричному интервалу) и 

интеграл Фурье приводится к виду 

    .coscos
2

0 0

 
 

tdttfxdxf 


  (6.5) 

Аналогично, если функция  xf  – нечетная, то 
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    .sinsin
2

0 0

 
 

tdttfxdxf 


  (6.6) 

Если функция  xf  изначально задана на полуоси  ,0 , 

то она может быть продолжена как четная или нечетная на всю 

вещественную ось. Это позволяет представить функцию на по-

луоси любой из формул (6.5), (6.6). Операторы 

   



0

cos
2

C :C tdttf 


  и    



0

sin
2

S  :S tdttf 


  

называются соответственно косинус- и синус-преобразованиями 

Фурье. Согласно формулам (6.5), (6.6), повторное применение 

любого из этих двух преобразований возвращает нас к исходной 

функции. 

6.2. Преобразование Фурье абсолютно интегрируемой 

функции 

Пусть функция  xf  – непрерывная (кусочно-

непрерывная) и абсолютно интегрируемая на вещественной оси: 

  




dxxf .   (6.7) 

Тогда определено отображение 

Ff


 ,    




 dxexfF xi




2

1
,  

называемое преобразованием (оператором) Фурье. Оператор 

Фурье   является линейным (ввиду линейности интеграла): 

      ,GFgfgf     

здесь   и   – константы. Отметим также следующие очевид-

ные свойства преобразования Фурье функции  xf . 

1.  F  – ограниченная функция, причем 

,
2

1
1

fF





 

где  


FF
C

sup



  и  





dxxff
1

.  
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2.  F  – равномерно непрерывная функция. Действитель-

но, 

 
,

2
sin2222

x
ieeeee

ixixixxixi 
 








 



 

т.е. 
 

2
sin2

x
ee xixi  

 
. Тогда 

         




 dxxfeeFF xixi 




2

1

 

 
  ,

2
sin

2
21 IIdxxf

x
 











 

где 

 
    




 NxNx

dxxfdxxf
x

I






2

2
sin

2
1 , 

 
  ,

2
sin

2
2  




Nx

dxxf
x

I



 

Выберем N  так, чтобы 
2

1


I , где   – произвольное по-

ложительное число. После этого выберем 0  так, чтобы 

22




N
 и  

2

2

2








Nx

dxxf
N

. Тогда при    и 

Nx   имеем 
 

22
sin

 Nx



 и, как следствие, 

2
2


I . 

Тем самым 

          .  FF  

3.   0lim 





F . 

Действительно, 
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    ,
2

1
21 IIdxexfF xi 





 


  

где слагаемые определены равенствами 

 




Nx

xi dxexfI 

2

1
1 ,  




Nx

dxxfI
2

1
1 , 

 




Nx

xi dxexfI 

2

1
2 . 

Выберем N  настолько большим, чтобы 
2

1


I , где   – 

произвольное положительное число. После этого   будем счи-

тать столь большим, чтобы 
2

2


I . Последнее возможно в си-

лу леммы Римана-Лебега: 

  0
2

1
limlim 2 





 Nx

xi dxexfI 

 
. 

Таким образом, при достаточно больших значениях  

   F . 

6.3. Формула обращения 

Для доказательства теоремы Фурье нам понадобится сле-

дующее свойство ядра Дирихле, которое в случае интеграла 

Фурье определяется равенством 

 
 

.
sin1

tx

txN
txDN







 

Лемма 6.1. При 0N  и при любом Rx  

 
1

sin1










dt
tx

txN


,    (6.8) 

причем интеграл сходится равномерно по N  при 1N . 

Доказательство. Установим равномерность. Пусть T  – до-

статочно большое положительное число, так что Tx  . Тогда 
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   
 









 

TT txN

txNd
dt

tx

txN cossin
 

 
 

 
 

.
coscos

2













TT

dt
txN

txN

txN

txN
 

Откуда справедлива оценка 

 
   













TT

dt
xtxT

dt
tx

txN
2

11sin
 или 

 
0

sin
lim 








T

T
dt

tx

txN
. 

Аналогично оценивается интеграл 
 








T

dt
tx

txNsin
.  

Для доказательства (6.8) достаточно установить равенство 

(при 0N ) 1
sin1






dt
t

Nt


.  

Отметим сначала независимость интеграла от N  при по-

ложительных N , что становится очевидным при замене Nt
, Ndtd  : 

  .
sin1sin1sin1




















dNtd

Nt

Nt
dt

t

Nt
 

Рассмотрим тогда функцию 

  
 


0

sin2
dt

t

te
x

xt


, 0x . 

Заметим, прежде всего, что он сходится равномерно по 

0x . Действительно, при 0T  
   


   

T

tix

T

tix

T

xt

dt
t

e
dt

t

e
dt

t

te
i

sin
2  

   

 














 

















  

T

tix

T

tix

ix

e
d

tix

e
d

t

11
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       

 

























 







T

tixtix

T

tix

T

tix

t

dt

ix

e

ix

e

ix

e

tix

e

t 2

11
 

       

 






































 

T

tixtixTixTix

t

dt

ix

e

ix

e

ix

e

ix

e

T
,

1
2

 

откуда 

Tt

dt

T
dt

t

te

TT

xt 21sin
2
 

 

 и 0
sin

lim 
 


T

xt

T
dt

t

te
. 

Вычислим производную от  x  (при 0x  можно вос-

пользоваться теоремой о дифференцировании интеграла по па-

раметру): 

        







00

1
sin

2
dtee

i
dttex tixtixxt


Φ  

   

.
1

121111
2

0


































xixixiix

e

ix

e

i

tixtix


 

Заметим далее, что 

 
xx

e
dtex

xt
xt



222

0
0






Φ  и   0lim 


x
x

. 

Тогда согласно формуле Ньютона-Лейбница для несоб-

ственного интеграла 

      .1
2

0
0

0

 




xdxx  arctgΦΦΦ


 

С учетом равномерной по x  сходимости интеграла  x  

  






 dt
t

t
dt

t

t sin1sin2
0

0


 или 1
sin1






dt
t

t


. 
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Теорема 6.1 (Фурье). Пусть функция  xf  непрерывна 

и абсолютно интегрируема на вещественной оси и пусть она 

дифференцируема в точке x . Тогда
1
 

      .lim
2

1
..

2

1









N

N

xi

N

xi deFdeFpvxf 






 

Доказательство. Положим 

       
 













N

N

txi
N

N

xi
N dtetfddeFxf  




 2

1

2

1
. 

Используя теорему об интегрировании несобственного ин-

теграла по параметру и свойства четности, находим 

              
















N

N

N

N
N dttxtfd

i
dttxtfdxf 





sin

2
cos

2

1
 

     
 

.
sin1

cos
1

0

 










 dt

tx

txN
tfdtxdttf

N





 

Тогда 

     
 

 
 




















dt
tx

txN
tfdt

tx

txN
xfxfxf N

sin1sin1


 

   
  .sin

1
 










dttxN
tx

tfxf


 

Для построения оценки к предыдущему выражению приме-

ним к интегралу в правой части свойство аддитивности: рас-

смотрим три множества:  T , ,  TT ,  и  ,T , считая, 

что T  достаточно велико, так что Tx  . Величину T  можно 

выбрать столь большой, что интегралы по множествам 

 T ,  и  ,T  будут сколь угодно малы независимо от ве-

личины N  при 1N . Действительно, например, 

                                                      
1
 Сокращение ..pv  (Valeur principale) перед знаком интеграла 

читается как «главное значение» интеграла. Предложено О. Коши. 
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   
   

     

















TTT

dt
tx

txNtf
dt

tx

txN
xfdttxN

tx

tfxf sinsin
sin  

откуда (см. предыдущую лемму) 

 
   

,
2sin

xT

xf
dt

tx

txN
xf

T 






 

 
 

0
sin

lim 







T

T
dt

tx

txN
xf  

и [в силу абсолютной интегрируемости функции  xf ] 

   
  ,

1sin







 

TT

dttf
xT

dt
tx

txNtf

 
   

.0
sin

lim 




 TT
dt

tx

txNtf
 

Если T  уже выбрано так, интеграл по множеству 

    ,, TT  меньше 
2


, где   – произвольное наперед 

заданное положительное число, оставшийся средний интеграл в 

правой части равенства (5.10) может быть сделан сколь угодно 

малым при N  в силу леммы Римана-Лебега: 

   
  0sinlim 










T

T
N

dttxN
tx

tfxf
. 

Использование леммы Римана-Лебега допустимо ввиду то-

го, что функцию 
   

tx

tfxf





 
переменной t  можно доопреде-

лить как непрерывную всюду на интервале  TT , , поскольку в 

точке xt   она имеет устранимый разрыв: 

   
 xf

tx

tfxf

xt







lim . Выберем N  столь большим, чтобы Ка
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второй интеграл суммы по модулю был меньше 
2


. Тогда спра-

ведлива оценка      xfxf N .  

6.4. Обратное преобразование Фурье 

Как следует из доказанной выше теоремы Фурье, если 

функция  xf  является дифференцируемой и абсолютно инте-

грируемой на вещественной оси, то преобразование Фурье 

:  fF  ,    




 dxexfF xi




2

1
 

имеет обратное преобразование 

:1  Ff 1 ,     ...
2

1








 deFpvxf xi
 

Заметим, что если функция  xf  является абсолютно инте-

грируемой, то обратное преобразование Фурье 1  можно опи-

сать равенством 

 P1
, 

где оператор P  является оператором «отражения» :P

   xPfxf  . Отметим также коммутационное соотношение 

PP  , которое легко доказывается заменой переменной в 

интеграле: 

         








 dxexfdxexfPf xixi 




2

1

2

1
 

    .
2

1




 fPdxexf xi  




 

6.5. Гладкость преобразований Фурье 

Если функция  xf  непрерывна и сходится интеграл (6.7), 

то преобразование Фурье  F  является непрерывно диффе-Ка
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ренцируемой функцией, причем производная 
 




d

dF
 является 

преобразованием Фурье функции  xixf : 

 
    .

2

1
 




 dxexfix
d

dF xi




 

Это сразу вытекает из теоремы о дифференцировании не-

собственного интеграла по параметру, поскольку интеграл спра-

ва, полученный формальным дифференцированием преобразо-

вания Фурье функции  xf  под знаком интеграла, сходится 

равномерно по  . Как следствие получаем: если функция  xf  

непрерывна и абсолютно интегрируема со степенью 
n

x , ее об-

раз Фурье  F  является n  раз непрерывно дифференцируемой 

функцией, причем 

 
    





 dxexfix
d

Fd xin

n

n






2

1
. 

Рассмотрим теперь вопрос о скорости убывания преобразо-

вания Фурье гладкой функции. 

Теорема 6.2. Пусть теперь функция  xf  – непрерывно 

дифференцируема, причем  xf  и  xf   – абсолютно инте-

грируемы: 

  




dxxf ,   . 




dxxf  

Тогда имеет место соотношение 
 

 



Fi

d

dF
 , в частно-

сти  


















1
oF  при  . 

Доказательство. Согласно формуле Ньютона-Лейбница 

      

b

a

dxxfafbf  и абсолютной интегрируемости функ-
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ции  xf   существуют пределы  af
a 
lim  и  bf

b 
lim . Если 

любой из этих пределов не равен нулю, функция  xf  не может 

быть абсолютно интегрируемой на R , таким образом, 

  0lim 


af
a

 и   0lim 


bf
b

. Тогда, интегрируя по частям, 

находим 

   
 

    














 dxeixf
exf

dxexff xi
xi

xi 


 



2

1

22

1
 

 
     .

2




  Fidxexf
i xi 






 

Как следствие, если функция  xf  непрерывно дифферен-

цируема n  раз и абсолютно интегрируема на R  вместе со сво-

ими производными, то ее образ убывает на бесконечности быст-

рее, чем 
n

 : 

 















n
oF




1
, причем 

 
    Fi

dx

xfd n

n

n









 . 

Таким образом, при преобразовании Фурье операция умно-

жения на независимую переменную x  переходит в операцию 

дифференцирования (по  ) с точностью до множителя i , а опе-

рация дифференцирования по x  переходит в операцию умно-

жения на независимую переменную   с точностью до того же 

множителя i . 

6.6. Пространство Шварца 

В теории интеграла Фурье важную роль играет простран-

ство Шварца  RG  гладких быстро убывающих функций. Это 

пространство функций состоит из бесконечно дифференцируе-

мых функций, которые вместе со всеми своими производными 

убывают на бесконечности быстрее любой степени x : Ка
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 
k

k

x

C
xf




1
, 

 
k

kn

n

n

x

C

dx

xfd




1

,
 Ν kn, . 

Согласно предыдущему пункту оператор Фурье   функ-

цию класса Шварца переводит снова в функцию класса Шварца. 

Поскольку обратный оператор Фурье с точностью до отражения 

P  совпадает с преобразованием Фурье, то заключаем, что опе-

ратор Фурье отображает пространство Шварца на все простран-

ство Шварца взаимно однозначно: 

:   RG  RG  и :1   RG  RG .  

Превратим пространство Шварца в евклидово простран-

ство, задавая в нем скалярное произведение и норму равенства-

ми 

     




dxxgxfgf ,  и  




dxxff
22

.  

Напомним, что в абстрактном евклидовом пространстве V  

оператор 
*A  называется сопряженным к оператору A , если 

V,  ba :    bAabAa
*,,  . 

Оператор A  называется при этом унитарным, если 

V,  ba : EAAAA  **
 или 

1*  AA . 

Унитарное преобразование сохраняет скалярное произведе-

ние и, в частности, норму вектора: 

V,  ba :        baEbaAbAaAbAa ,,,, *   и 

aAa  . 

Теорема 6.3. Оператор Фурье унитарен на пространстве 

Шварца: 
1*  . 

Доказательство. Пусть  R, Ggf  . Тогда 

       

















 


 dgdxexfgf xi

2

1
,  

     











 dgexfdx xi

2

1
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     .,
2

1 1gfdegdxxf xi 








  



 

Перестановка порядков интегрирования возможна ввиду 

равномерной сходимости интегралов. 

Следствие 6.1 (Равенство Парсеваля). 

    .
22










 dFdxxf  

В дальнейшем через 
*  будет обозначаться оператор 

 P*
, :*  

*Ff  ,    




 dxexfF xi




2

1*
 

и называться сопряженным преобразованием Фурье. 

Замечание 6.1. Как легко видеть, формула 

   gfgf *,,   будет верна для значительно более широ-

кого класса функций, нежели пространство Шварца. 

Достаточно, чтобы  xf  и  xg  были непрерывными (ку-

сочно непрерывными), абсолютно интегрируемыми функциями. 

Как следствие, будем иметь равенство 

   ,,, gfGF   

если  xf  – непрерывная, абсолютно интегрируемая функция, а 

 G  – абсолютно интегрируемый образ Фурье дифференциру-

емой и абсолютно интегрируемой функции  xg . Действитель-

но в силу формулы обращения Gg 1  и тогда 

       gfGfGfGF ,,,, 1  
. 

В частности, равенство Парсеваля fF   сохраняет си-

лу, когда  F  – абсолютно интегрируемый образ Фурье диф-

ференцируемой и абсолютно интегрируемой функции  xf 1
. 

                                                      
1
 В действительности, методами функционального анализа можно по-

казать, что для равенства Парсеваля достаточно лишь одной квадра-

тичной интегрируемости функций. 
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7. Свертка функций 
Сверткой функций  xf  и  xg  на вещественной оси R  

называется интеграл 

      .
2

1
* 





 dttxgtfxgf


 (7.1) 

В отличие от периодического случая мы должны позабо-

титься о сходимости интеграла (7.1). Например, достаточно по-

требовать непрерывности и абсолютной интегрируемости функ-

ции  xf  и непрерывности и ограниченности функции  xg  

или наоборот, непрерывности и абсолютной интегрируемости 

функции  xg  и непрерывности и ограниченности функции 

 xf . Как и в периодическом случае, легко показать, что сверт-

ка коммутативна: 

fggf **  . 

Свертка на бесконечном интервале, как и свертка периоди-

ческая, часто используется для сглаживания функции. Пусть 

 xf  – равномерно непрерывная функция на вещественной оси. 

Пусть 0  фиксировано и 0  таково, что 

 yx         yfxf . 

Возьмем произвольно гладкую (непрерывно дифференци-

руемую или даже бесконечно дифференцируемую) функцию 

 x , удовлетворяющую условиям: 

1)   0x , 

2)  x  – четная функция, 

3)   0x  при x , 

4)   1
2

1






dxx


. 

Напомним, что в силу этих свойств   1
2

1
 





dxtx


.  

Рассмотрим свертку *fg  : 
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      .
2

1
 




dxtxtfxg 


 

Здесь интеграл практически не является несобственным – 

интегрирование реально ведется по интервалу  tx . Функ-

ция  xg  является, очевидно, гладкой, причем 

      




dxtxtfxg 
2

1
. 

Вместе с тем функция  xg  является равномерной аппрок-

симацией функции  xf : 

            




dttxtfxfxgxf 
2

1
 

        .1
22

1
  

 







 txtx

dttxdttxtfxf  

Однако свертка функций не улучшает, вообще говоря, их 

убывания. Нас свертка будет интересовать с точки зрения пре-

образования Фурье. 

Теорема 7.1. Пусть функции  xf  и  xg  – непрерывны 

и абсолютно интегрируемы на вещественной оси: 

  




dxtf ,   




dxtg . Тогда 

   gfgf **   или  *** GfgF  , gG **  .  

Доказательство. Существование свертки очевидно ввиду 

ограниченности функции  F . Формула вытекает из очевид-

ных преобразований 

            













dxexfgddgF ix 







 2

1

2

1

2

1
 

        .
2

1

2

1

2

1
 













 dxexGxfdegexfdx ixixix 





 

Следствие 7.1. В предположениях предыдущей теоремы 

верна также формула 
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   gfgf  ** * .   (7.2) 

Доказательство. Заметим, что 

         








duuxgufdttxgtf , откуда 

     gfgf P*P*P  . Тогда    gfgf P**P *  и 

   gfgf PP **  . В силу теоремы 

 gfgf PP* **  . После замены gP  на g  получаем ис-

комое. 

Теорема 7.2. Если функции  xf  и  xg  – непрерывны, 

абсолютно и квадратично интегрируемы: 

  




dxxf ,   




dxxg , 

  




dxxf
2

,   




dxxg
2

,  

то свертка gf *  является абсолютно интегрируемой функ-

цией и  

  GFgf  * . 

Доказательство. Заметим, что в силу неравенства Шварца 

свертка gf *  существует, причем интеграл сходится равно-

мерно по x : 

            .
22222






 dssgdttfdttxgdttfdttxgtf
TtTtTtTt

 

Отсюда, согласно теореме об интегрировании несобствен-

ного интеграла по параметру, свертка также является абсолютно 

интегрируемой функцией: 

            
















dttxgxfdxdttxgxfdx  

        .   
















dssgdtxfdttxgxfdt  
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Применяя теорему об интегрировании несобственного ин-

теграла по параметру, находим 

      








 dttxgtfedx xi





2

1

2

1
 

        








 dxtxgetfedt txiti 

 2

1

2

1

     .
2

1

2

1











 dsesgdtetf siti 


 

Замечание 7.1. В условиях предыдущей теоремы спра-

ведливо соотношение 

 GFgf  ** . 

Причем произведение GF   является абсолютно интегри-

руемой функцией, откуда, в частности, вытекают непрерывность 

и убывание на бесконечности свертки gf *  (ввиду соответ-

ствующих свойств преобразований Фурье абсолютно интегри-

руемых функций). 

8. Применение интеграла Фурье 

8.1. Фурье-преобразования некоторых функций 

Вычислим преобразования Фурье для некоторых часто ис-

пользуемых функций. Определим  функцию Хевисайда (еди-

ничный скачок)  









.0,1

,0,0

x

x
xh  и функцию знака: 

 
















.0,1

,0,0

,0,1

sgn

x

x

x

x  

Пример 8.1 (Усеченная правая экспонента). Найти пре-

образование Фурье функции    













.0,

,0,0
1

xe

x
xhexf

x

x
. 

Решение.  
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    







0

1

0
1

2

1

2

1
dxedxeeF ixxix 




 

 

.
1

1

2

1

1

1

2

1

12

1
2

0

1





















 i

ii

e ix

 

Пример 8.2 (Усеченная левая экспонента). Найти преоб-

разование Фурье функции    









.0,0

,0,
2

x

xe
xhexf

x
x

. 

Решение. Учтем результаты предыдущего примера.  Тогда 

12 Pff  , откуда 12 PFF  , т.е. 

  .
1

1

2

1
22












i
F  

Пример 8.3 (Экспонента Лапласа). Найти преобразова-

ние Фурье функции   x
exf


3 . 

Решение. В силу соотношения 213 fff   находим 

  .
1

12
23





F  

Пример 8.4 (Экспонента Лапласа со знаком). Найти пре-

образование Фурье функции     x
exxf


 sgn4 . 

Решение. В силу соотношения 214 fff   находим 

  .
1

2
24








 iF  

Пример 8.5 (Функция Коши). Найти преобразование 

Фурье функции  
25

1

1

x
xf


 . 

Решение. Заметим, что выполняется равенство 

  



 ef

2
5

*
. Тогда в силу 

*P  
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  .
2

5





 eF  

Пример 8.6 (Функция Коши со знаком). Найти преобра-

зование Фурье функции  
26

1 x

x
xf


 . 

Решение.  Заметим, что справедливо равенство 

    






 eif sgn

2
6

*
. Тогда по аналогии с предыдущим 

    .sgn
2

6








 eiF  

Пример 8.7 (Функция стробирования). Найти преобра-

зование Фурье функции 

     
 
 









.1;1,0

,1;1,1
117

x

x
xhxhxf  

Решение. Непосредственное применение формулы преобра-

зования Фурье приводит к  

  .
sin2

2

1

2

1 1

1
7









 












i

ee
dxeF

ii
xi

 

Пример 8.8 (Функция csin ). Найти преобразование 

Фурье функции  
x

x
xf

sin
8  . 

Решение. Заметим, что    xff 78

*

2


  . Тогда (в силу 

четности) имеем 

   
 
 

    .11
2

1;1,0

,1;1,122
78 





















 









 hhfF  

Выпишем для этого случая равенство Парсеваля: 

.
2

sin 1

1

22




 












 















dxdx
x

x
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Пример 8.9 (Экспонента Гаусса). Найти преобразование 

Фурье функции  
2

9

xexf  . 

Решение. Заметим, что выполняется  

   










  dxxedxeeF xxix 


  cos
2

1

2

1 22

9 . 

При этом 

 
    


























2
sin

2

1
sin

2

1
2

2
9

x
x e

dxdxxxe
d

dF








 

   .
2

cos
22

9

2








Fdxxe x 






 

Решая полученное дифференциальное уравнение, находим 

 
2

9

  CeF , 

константа определяется из начального условия 

 
2

1

2

1
0

2

9  




 dxeF x


. 

Окончательно 

 
2

2

1
9

  eF . 

Отметим, что в примерах 6 и 8 функции  xf6  и  xf8  не 

являются абсолютно интегрируемыми. Сведем рассмотренные 

функции и их преобразования Фурье в таблицу 

Таблица 8.1 

Функции и их преобразования Фурье 

Исходная функция (вы-

ражение)  xf  

Фурье-преобразование 

 F  

 xhe x
 21

1

2

1





 




i
 

 xhe x   21

1

2

1





 

 i
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x
e


 21

12

 
 

  x
ex


sgn  
21

2





 
i  

21

1

x
  

e
2

 

21 x

x


   


 

 ei sgn
2

 

   11  xhxh  






sin2
 

x

xsin
     11

2
 


hh  

2xe  
2

2

1 e  

8.2. Сводка формул 

На практике полезны следующие простые свойства преоб-

разования Фурье (см. табл. 8.2). 

Таблица 8.2 

Основные свойства преобразования Фурье 

Исходная функция 

(выражение)  xf  

Фурье-преобразование 

 F  
Примечания 

 axf  








a
F

a

1
 

Теорема подо-

бия 

  xiexf    
Теорема сме-

щения 

  xxf cos
 

   
2

  FF
 

Теорема моду-

ляции косину-

сом 

  xxf sin  
   

i

FF

2

 
 

Теорема моду-

ляции синусом  

  F
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 bxf      ibeF   
Теорема запаз-

дывания 

 
n

n

dx

xfd
     Fi

n
 

Дифференци-

рование функ-

ции 

 xfxn
 

 
n

n
n

d

Fd
i




 

Дифференци-

рование преоб-

разования 

    




dttxgtf
2

1
     GF   

Теорема сверт-

ки 

Схематично проведем доказательства части этих свойств 

(теорем). 

1.     

























a
F

a
dsesf

adxads

axs
dxeaxf

sixi a


 11
. 

2.         









 Fdxexfdxeexf xixixi
. 

3.     












 dxe
ee

xfdxexxf xi
xixi

xi 



2

cos

 

           
.

22

1

2

1  











 FF
dxexfdxexf xixi

 

4.       














 dsesf
dxds

bxs
dxebxf bsixi 

 

    .bisibi eFdsesfe   





   

8.3. Ядро Дирихле 

В качестве иллюстрации вычислим преобразование Фурье 

функции  xf N , введенной при доказательстве теоремы Фурье. 

Напомним, что ядро Дирихле было определено равенством 

 
 
Nx

NxN

x

Nx
xDN

sinsin



. 

Его Фурье-образ, согласно теореме подобия, равен 
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       .
2

1
11

2

1
NhNh

N
h

N
hDN 

























 






  

Функция  xf N  совпадает со сверткой NN Dff *2 . 

Тогда 

        
   

 








.,,0

,,,

NN

NNF
NhNhFFN




  

8.4. Распространение тепла в бесконечном стержне 

Рассмотрим задачу о распространении тепла в бесконечном 

стержне, если задана начальная температура    xxu 0, . Эту 

задачу принято называть задачей Коши для уравнения тепло-

проводности 

 

   
    

                  .     

0,         




















R

R

xxxu

tx
x

u
a

t

u

,0,

,,,
2

2
2



 

Фиксируя t , подвергаем функцию  txu ,  преобразованию 

Фурье:     tUtu ,,   .  

Тогда исходная задача Коши будет иметь следующий образ 

Фурье: 

 

   
    

                  .     

0,         















R

R





,0,

,,,22

U

tUa
t

U
 

Здесь       . Решаем полученное дифференци-

альное уравнение при заданном фиксированном значении  : 

    taetU
22

,   . 

Решение исходной задачи находится по формуле 

    .,, 1 txUtxu   

Воспользумся теоремой о свертке в форме 7.2: 

       .*
2222 **     tata exe  

Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и Р
ГР
ТУ



90 

 

Заметим, что в силу четности (по  ) и теоремы подобия 

(роль множителя играет ta ) 

    .
2

1 2

2

2222
4* ta

x

tata e
ta

ee


  
 

(Здесь также поменялись местами переменные x  и  .) То-

гда 

   
 









 dses
ta

txu ta

sx
2

2

4

2

1
, 


. 

Отметим, что в отличие от волнового уравнения параметр 

a  не интепртируется как скорость распространения тепла. Как 

видно из полученного решения, скорость распространения тепла 

бесконечна (с точки зрения данной модели): в любой сколь 

угодно малый момент времени 0t  изменение температуры 

 txu ,  происходит на всем протяжении бесконечного стержня 

(для всех x ). 

8.5. Амплитудный и частотный спектры 

В связи с предельным переходом, описанным в разделе 6.1, 

полезно познакомиться с понятием спектра функции. 

Пусть  xf  – вещественная периодическая функция с пе-

риодом l2 . Ее разложение в ряд Фурье имеет вид 

   





1

0 sincos
2 k

kkkk xbxa
a

xf  , 

где 
l

k
k


  , Νk . 

Величины k  интпретируются как частоты колебаний и 

называются гармониками, причем гармоника 1  называется ос-

новной частотой, остальные гармоники 1 kk  , кратные ос-

новной, называются обертонами. Введем величины 

2

0

0

a
A  , 

22

kkk baA  , Νk . 
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Разложение в ряд Фурье может быть переписано в виде 

   





1

0 sin
k

kkk xAAxf  , 

где фазы колебаний k  определяются равенствами
1
 

k

k
k

A

a
sin , 

k

k
k

A

b
cos . 

Последовательность амплитуд колебаний 
kA , отнесенных к 

соответствующим гармоникам, и носит название дискретного 

амплитудного спектра, а последовательность фаз k , также от-

несенная к соответствующим гармоникам, называется фазовым 

или частотным спектром. Поскольку последовательность ам-

плитуд и фаз определена только для целых значений индексов, 

то график спектра – суть решетчатая функция. 

Пример 8.10. Найти спектр пилообразной l2 -

периодической функции, заданной на периоде равенством 

  xxf  ,  llx ; . 

Решение. Воспользуемся разложением нечетной функции. 

Ее ряд Фурье имеет вид 

 
 










1

1

sin
21

k

k

k

x
k

l
xf 


. 

Амплитудный спектр равен 
k

l
Ak



2
 , Νk  (см. рис. 8.1), 

а частотный 









.,12,0

,,2,

Ν

Ν

nnk

nnk
k


 . Следует подчеркнуть, 

что частотный спектр (см. рис. 8.1) не определяет функцию 

 xf  однозначно. 

                                                      
1
 Возможно и иное определение фазы. 
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x

kA

0,5

1

0 1 5 10
 

Рис. 8.1. Дискретный амплитудный спектр 

x
0 1 5

k



 
Рис. 8.2. Дискретный частотный спектр 

Обобщим понятие спектра на случай преобразования 

Фурье. Совершая предельный переход l , мы приходим к 

интегралу Фурье функции  xf : 

       


0

sincos  dxbxaxf , 

где    




dxxxfa 


 cos
1

,    




dxxxfb 


 sin
1

. 

По аналогии с дискретным случаем вводятся непрерывные 

амплитудный и частотный спектры        22 baA  , 

 
 
 



b

a
arctg . Заметим, что       


 ibaF 

2
 или 

   


 FA 
2

. 

Величина  A  служит мерой вклада частоты   в функ-

цию  xf . Спектр преобразования Фурье – непрерывная функ-

ция. 
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Пример 8.11. Найти спектр преобразования Фурье усе-

ченной правой экспоненты. 

Решение. Воспользуемся результатами решения примера 

8.1. Преобразование Фурье равно  
21

1

2

1













i
F . Тогда 

амплитудный спектр равен: 

  .
1

1

2

1

1

1

2

1

1

1

2

1

22

2

2
























i
A

 

Фазовый спектр равен  



1

arctg . На рис. 8.2 показан гра-

фик амплитудного и фазового спектров этой функции.  

Рис. 8.3. Амплитудный и фазовый и спектры 

усеченной правой экспоненты 

Пример 8.12. Найти спектр преобразование Фурье стро-

бирующей функции. 

Решение. Воспользуемся результатами решения примера 

8.7. Преобразование Фурье равно   .
sin2






 F  Тогда ам-

плитудный спектр равен:  







sin2
A . Фазовый спектр 

равен  
2


  . На рис. 8.2 показан график амплитудного и 

фазового спектров этой функции. 

0 2 4 6 8

0.1

0.2

0.3

0.4

A ( )



0 2 4 6 8
0.1

0.2

0.3

0.4

 ( )


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Рис. 8.2. Амплитудный и фазовый спектры 

функции стробирования. 

8.6. Сходимость в среднеквадратичном 

Мы докажем в этом разделе, что для произвольной кусочно-

непрерывной и квадратично интегрируемой функции  xf  ин-

теграл 

       
 

,
sin1





 









dt
tx

txN
tfdttxDtfxf NN


 

называемый простым интегралом Фурье функции  xf , в сред-

неквадратичном сходится к функции  xf , т.е. 

0lim 


N
N

ff ,  




 dxxff
22

. 

Если определить функцию    xDxD NN 2
~

 , то инте-

грал  xf N  можно записать как свертку    xDfxf NN

~
* . 

Определим стробирующий (срезающий) оператор N . Если 

 xf  – произвольная функция на оси, то 

 
   

 








.;,0

,;,

NNx

NNxxf
xfN  

Полученная функция называется финитной или имеющей 

конечный носитель  NN; . 

0 2 4 6 8

0.1

0.2

0.3

0.4

A ( )



0 2 4 6 8

0.5

1

1.5

2

 ( )


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Тогда если преобразование Фурье fF   функции  xf  

существует и как несобственный интеграл сходится равномерно, 

то простой интеграл Фурье запишется в виде 

ff NN  *
. 

Нам будут полезны следующие две леммы. 

Лемма 8.1 (Интегральное неравенство Минковского). 

Для произвольной непрерывной функции  yxf ,  справед-

ливо неравенство (пределы интегрирования могут быть 

бесконечными): 

    
b

a

d

c

b

a

d

c

dxyxfdydyyxfdx
2

2

,, . 

Доказательство. Определим функцию равенством 

   
d

c

dyyxfxg , . По неравенству Шварца 

       
b

a

b

a

b

a

dxxgdxyxfdxxgyxf
22

,, . 

Заметим, что 

    
b

a

b

a

d

c

dxxgdxdyyxf
2

2

, . 

При этом 

            
d

c

b

a

d

c

b

a

b

a

dxxgyxfdydyyxfdxxgdxxg ,,
2

 

    .,
22

  

d

c

b

a

b

a

dxxgdxyxfdy  

Откуда 

    ,,
22


b

a

d

c

b

a

dxyxfdydxxg  

что и требовалось доказать. 
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Лемма 8.2 (Равенство Парсеваля). Пусть f  – финитная 

непрерывная (кусочно-непрерывная) функция и F  – ее 

преобразование Фурье. Тогда 

22
fF  , т.е.    









dxxfdF
22

 . 

Доказательство. Напомним, что функция называется фи-

нитной, если она обращается в ноль на внешности некоторого 

конечного интервала. Предположим вначале, что  xf  обраща-

ется в ноль вне интервала   ; . Переопределим ее как 2 -

периодическую, продолжая ее с интервала   ;  на всю ось 

как периодическую. Для разложения, таким образом, переопре-

деленной функции  xf  в ряд Фурье 

  





k

ikx

kecxf ,  






dxexfc ikx

k
2

1
, 

выполняется равенство Парсеваля для рядов: 

  .2
22




 k
kcdxxf 





 

Пусть  1;0 . Тогда, заменяя  xf  функцией  xfe xi
, 

получаем 

   


 k
kcdxxf

22
2 





,      












 dxexfc xki

k
2

1
. 

Заметим что выполнятся     kckF 2 . Откуда 

    


 k

kFdxxf
22






. Проинтегрируем полученное ра-

венство по переменной   в пределах от 0  до 1 , замечая, что 

    
1

2
1

0

2
k

k

dFdkF  . 

В силу аддитивности интеграла 

      

















dFdFdxxf
k

k

k

2
1

22
. 
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Рассмотрим теперь общий случай, считая, что функция 

 xf  обращается в ноль вне интервала  ll; . Тогда функция 

   xfxg   , где 



l

 , обращается в ноль вне интервала 

  ;  и для нее верно равенство 

     













dGdxxgdxxg
222

. 

Но 

     












 dxxgdttfdxxf
222

 , 

и, согласно теореме подобия, 

    bbFG  , 


1
b , 

откуда 

      .
222














 dGdbbFdF  

Перейдем к основному исследованию. Если  xg  – финит-

ная гладкая функция, то по теореме Фурье 6.1 интеграл 

          xgxGxDgdeG NNN

N

N

xi 




***
2

1





 

сходится к функции  xg  при N . Анализ доказательства 

теоремы Фурье показывает, что эта сходимость для финитной 

бесконечно дифференцируемой функции является равномерной 

по x  на любом конечном интервале. 

Пусть функция  xg  обращается в ноль вне интервала 

 ba,  и пусть K  достаточно велико, так что    KKba ,,  . 

Тогда утверждение о равномерной сходимости примет вид 

 
     0*suplim

,




xDgxg N
KKxN

. 

Воспользуемся неравенством 
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 
       





Kx

NN
KKx

N dxxDgxDgxgKDgg
2

,

**sup2* . 

Напомним, что 

    
 

 







Kx

b

aKx

N dxdt
tx

txN
tgdxxDg

2

2 sin1
*


 

и в силу неравенства Минковского 

 
 

 
 

  
 








Kx

b

aKx

b

a

dx
tx

txN
dttgdxdt

tx

txN
tg

2

2
2

sin1sin1


. 

Интеграл по x  в правой части неравенства сходится равно-

мерно относительно N  и  bat ,  и, если K  достаточно вели-

ко, может быть сделан сколь угодно малым независимо от N . 

Пусть 0  произвольно. Согласно сделанной оценке можно 

выбрать K  столь большим, что независимо от N  

  
2

*
2 


Kx

N dxxDg . 

Фиксировав K , выберем N  столь большим, чтобы 

 
    

2
*sup2

,






xDgxgK N
KKx

. 

Откуда заключаем, что при N  для финитной гладкой 

функции  xg  выполнятся 

     0*lim 


xDgxg N
N

. 

Пусть теперь  xf  – финитная непрерывная функция. Мы 

можем аппроксимировать ее равномерно финитной гладкой 

функцией, см. раздел 7. В силу финитности отсюда вытекает, 

что функция  xf  может быть аппроксимирована с любой сте-

пенью точности финитной гладкой функцией  xg  в средне-

квадратичном. Фиксируем 0 , и пусть 
3


 gf . Заметим, 

что в силу неравенства треугольника: 
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NNNN DfDgDgggfDff ****  . 

Выберем N  столь большим, чтобы выполнялось неравн-

ство 
3

*


 NDgg . Заметим, что 

hDhDfDg NNNN  **** , fgh  , и в силу 

леммы 8.2, дважды применной,  справдливо 

hhhh NN *
. Как следствие имеем неравен-

ство  NDff * , т.е. 0*lim 


N
N

Dff . 

Полученное соотношение будет выполняться и для кусоч-

но-непрерывных финитных функций, т.к. такие функции могут 

быть аппроксимированы в среднеквадратичном с любой степе-

нью точности непрерывными финитными функциями, после 

чего предыдущие рассуждения применяются повторно. 

Пусть, наконец,  xf  – кусочно-непрерывная квадратично 

интегрируемая функция. Заметим, что опять с использованием 

леммы 8.2 

            


 

dxdttxDtfdxdttxDtf
LtK

N

b

a LtK
N

22

 

     ffff KLNKLN *  

    .
2


 LtK

KLKL dxtfffff   

Переходя к пределу при L , стремящейся к бесконечности, 

получаем неравенство 

      



tK

b

a tK

N dxtfdxdttxDtf
2

2

. 

Отсюда Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и Р
ГР
ТУ



100 

 

      




 


tKtK

N dxtfdxdttxDtf
2

2

. 

Тогда 

ffffffDff NKNKNKKN  **** , 

т.е. 

       








dxdttxDtfxf N

2

 

          








dxdttxDtfxfdxxf

K

K

NK

xx

2

2
 

    .

2

 


 

 dxdttxDtf
xK

N  

В правой части этого неравенства первое и третье слагае-

мые могут быть сделаны сколь угодно малыми при достаточно 

большом K  независимо от выбора N . Среднее слагаемое при 

фиксированном K  может быть сделано сколь угодно малым за 

счет выбора достаточно большого N  (функция fN  является 

финитной). Таким образом, и в этом случае выполнятся предль-

ное равенство 0*lim 


N
N

Dff . 

9. Дискретное преобразование Фурье 
Рассмотренные ранее примеры реализации метода Фурье 

применялись к функциям, обладающим той или иной непрерыв-

ностью и периодичностью. Однако метод может быть применен 

и для векторных пространств конечной размерности. Элементы 

таких пространств (векторы) интерпретируются как решетчатые 

функции
1
: функция задается на конечном дискретном множе-

                                                      
1
 Эквидистантный временной ряд. 
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стве значений аргумента   1,01,...,1,0  nnk . Периоди-

чески продолжая функцию с этого множества, получаем решет-

чатую функцию, определенную на всем множестве целых чисел. 

9.1. Линейное пространство решетчатых функций 

Рассмотрим некоторый n - мерный вектор 

  1,0,... 1210   nifffff inf ,             (9.1) 

компоненты которого принадлежат некоторому числовому по-

лю. Следуя традициям, нумерацию компонент этого вектора 

начинаем с нуля. В технических приложениях такой вектор ча-

сто называют эквидистантным временным рядом или временной 

последовательностью
1
. При этом предполагается, что справед-

ливо равенство     1,0,  niififfi  , где  tf  – задан-

ная непрерывная функция,   – интервал приращения или дис-

кретизации аргумента, который за счет выбора масштаба изме-

нения переменной t  может быть выбран равным единице. 

На множестве таких векторов V  определим операции сло-

жения векторов  1210 ...  nfffff  и 

 1210 ...  nggggg , умножения вектора на комплекс-

ное число Cz  правилами: 

 11221100 ...   nn gfgfgfgfgf , 

 1210 ...  nzfzfzfzfzf . 

Тогда множество V  – линейное пространство. 

Пусть комплексное число    (корень n -й степени из еди-

ницы) в поле C  (комплексных чисел) определяется равенством 

(здесь 12 i ) 

n
i

n
e n

i 



2

sin
2

cos

2




.                  (9.2) 

                                                      
1
 Важно отметить, что это конечный набор чисел, хотя и называется 

рядом. Натуральное число n  называют длиной временной последова-

тельности. 
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В дискретном преобразовании Фурье оно играет основную 

роль и называется комплексной единицей. Для этого числа 

справедливы очевидные формулы, проверяемые непосредствен-

но: 

 
ij

n

m

mjikknkn n  





1

0

,,1 , (9.3) 

0
1

11

0

1

0





 
















n
s

n

k

ks
n

k

ks
, 

 
0

1

1

1

01

0














 








snsnn

k

sk
, 0s , s

n

k

sk n 0

1

0

 




, 

где 









ji

ji
ij

,0

,,1
  – символ Кронекера, а черта над символом 

  – знак комплексного сопряжения: 
1 . Последнее ра-

венство в (9.3) называется условием ортогональности. Число 

(9.3) называется ядром преобразования. 

С помощью комплексной единицы строится базис в линей-

ном пространстве V , состоящий из векторов 

   ,...1 12 Tknkk
k

 e
 

1,0  nk .  (9.4) 

Для доказательства линейной независимости системы век-

торов ke 1,0  nk  достаточно рассмотреть матрицу
1
, столбцы 

которой суть координаты базисных векторов 

 

    





























2
1121

1242

12

...1

...............

...1

...1

1...111

nnn

n

n

W







. 

                                                      
1
 Циркуляционная матрица. 
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Это матрица Вандермонда. Следовательно, определитель 

матрицы заведомо отличен от нуля   nT det  и система век-

торов (9.4) линейно независима и является базисом. 

В силу справедливости равенства 

   
mn

n

k

nmk
n

k

knkm

nmnm n  









1

0

1

0

, eeee  эти вектора 

ортогональны. Для их нормировки следует использовать мно-

житель 
n

1
. Тогда матрица W

n
T

1
  – ортогональная матри-

ца и справедливо 
*1 TT 

. После этого система линейно-

независимых векторов (9.4) становится ортонормированной. 

Рассмотрим взаимно-однозначное линейное преобразова-

ние в линейном пространстве V , осуществляемое с помощью 

оператора T : 

fTF   и FTf  1
,   (9.5) 

которое в координатной форме принимает вид следующих ра-

венств: 







1

0

1 n

k

km

km f
n

F   и 





1

0

1 n

k

km

km F
n

f  , 10  n,m .  (9.6) 

Для доказательства взаимной однозначности построим  

следующую цепочку проразований: 

 























1

0

1

0

1

0

111 n

k

kn
n

s

sk
s

n

k

kn
nm f

nn
F

n
f   

m

n

s

sms

n

s

n

s

knsk

s fnf
n

f
n









  














1

0

1

0

1

0

11
 . 

9.2. Определение дискретного преобразования Фурье 

Одномерное дискретное преобразование Фурье (ДПФ) вре-

менной последовательности 1,0,  nif i , в поле комплексных 

чисел определим равенствами 
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1,0,,
1

,
1

0

1

0











nkiF
n

ffF
n

k

ki
ki

n

i

ik
ik  ,        (9.7) 

первое из которых называется прямым ДПФ (переход от вектора 

1,0,  nifi , к вектору 1,0,  nkFk ), а второе – обратным 

ДПФ (переход от вектора 1,0,  nkFk , к вектору 

1,0,  nifi )
1
. 

Прежде всего докажем взаимную однозначность ДПФ. Для 

этого подставим во второе равенство (9.7) ДПФ определяемую 

первым равенством последовательность kF . И после изменения 

порядка суммирования получим тождество 

  .
111

11

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

ii

n

j

ijj

n

j

n

k

ijk

j

n

j

n

k

ikjk

j

n

k

ik
n

j

jk

ji

fnf
n

f
n

f
n

f
n

f
n

f


















 

  





































        (9.8) 

Первое и второе преобразования в формулах (9.7) взаимно 

обратные преобразования, как показано выше. Это означает, что 

их можно менять местами, произвольно выбирая, какое из них 

прямое ДПФ, а какое обратное. 

Как видно из определения, ДПФ представляет собой неко-

торое линейное отображение из линейного пространства 
nC  в 

nC . Определим матрицу W  такого преобразования: 

 

   

,

...1

.......

...1

...1

1...111

2
1121

1242

12































nnn

n

n

W







  (9.9) 

                                                      
1
 Нормирующий множитель 

n
1  в формуле (9.7) можно отнести как к 

первому, так и ко второму выражению. 
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 

   

.

...1

.......

...1

...1

1...111

1

2
1121

1242

12

1

































nnn

n

n

n
W







 

Тогда определение ДПФ (9.7) записывается в матричном 

виде: 

FffF  1, WW . 

По сравнению с предыдущим отличие заключается в том, 

что пропущен нормирующий множитель 
n

1
, который отнесен 

к матрице обратного преобразования. 

При выполнении вычислений над суммами, содержащими 

временные ряды, возможны случаи, когда индексы компонент 

векторов будут выходить из множества целых чисел 1,0 n . 

Тогда мы будем приводить индексы в указанный интервал, при-

бавляя или отнимая целую величину, кратную длине временной 

последовательности n . Эта процедура эквивалентна тому, что 

временной ряд (9.1) копируется неограниченно как влево, так и 

вправо. При этом получается периодический временной ряд, 

определенный на множестве целых чисел. Период такой после-

довательности равен числу n , и, как нетрудно проверить, усло-

вие ортогональности (9.3) выполняется на произвольном после-

довательном множестве целых чисел длины n . 

9.3. Свойства дискретного преобразования Фурье 

Пусть две последовательности if  и ig , 1,0  ni , имеют 

ДПФ, равные соответственно kF  и kG , 1,0  nk , тогда вы-

полняются равенства, которые являются простыми следствиями 

формул (9.3). 

Таблица 9.1 

Свойства дискретного преобразования Фурье 

Врменная последова- ДПФ последовательно- Примечания 
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тельность сти 

ii gaf   kk GaF   Линейность 

if   kF  

Зеркальное 

изображение 

(инверсия 

времени) 

Tif   
k

Tk F  Сдвиг
1
 







1

0

n

m

mimii gfgf  kkGF  
Циклическая 

свертка 

ii gf  kk GF   Произведение 

kk gf   kk GF   
Циклическая 

корреляция
2
 



12

210

0

...00

 nn ff

fff
 


1210

1210

...

...





n

n

FFFF

FFFF
 

Растяжение 

(прорежива-

ние нулями)  






1

0

n

k

kf  0F  Сумма 

0f  




1

0

1 n

k

kF
n

 
Первый мо-

мент 






1

0

2
n

k

kf  




1

0

2
n

k

kFn  
Второй мо-

мент 

 

Остановимся на доказательстве некоторых свойств ДПФ. 

Доказательство проведем в поле комплексных чисел. Однако в 

силу выполнения равенств (9.3) и (9.8) (именно только эти ра-

венства используются при доказательстве всех свойств) все эти 

                                                      
1
 Число T  в формуле – произвольное целое число. 

2
 Если числовые последовательности if , и ig , 1,0  ni , в формуле 

совпадают, то говорят о ДПФ автокорреляционной последовательно-

сти, которое равно 1,0,
2

 nkFFFFF kkkkk . 
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свойства будут выполняться также и в произвольном числовом 

поле. 
Пример 9.1. Доказать свойство инверсии ДПФ. 

Решение. Пусть выполняется равенство ,
1

0






n

i

ik
ik fF 

 

1,0  nk . Тогда справедливо соотношение 

 
k

n

i

ki
i

n

i

ik
i Fff 











 

1

0

1

0

 , 1,0  nk , которое и доказыва-

ет свойство. 

Пример 9.2. Доказать свойство свертки ДПФ (Теорема 

свертки). 

Решение. Пусть выполняются равенства 




1

0

n

i

ik
ik fF  , 

1,0  nk , и 




1

0

n

i

ik
ik gG  , 1,0  nk . Тогда получаем сле-

дующую цепочку рассуждений:  

    

























 simgfgfGF

n

s

n

i

ik
sis

n

i

ik
n

s
sisk

1

0

1

0

1

0

1

0

  

  ,
1

0

1

0

1

0

1

kk

n

m

mk
m

n

s

sk
s

n

s

sn

sm

ksm
ms GFgfgf 

















 

















   

1,0  nk

 

, которая и доказывает искомое свойство. 

Пример 9.3. Доказать свойство сдвига ДПФ. 

Решение. Пусть выполняется равенство 




1

0

n

i

ik
ik fF  , 

1,0  nk . Рассмотрим следующее преобразование: 

 
k

kT
n

j

jk
j

kT
Tn

Tj

kTj
j

n

i

ik
Ti FffTijf  















1

0

11

0

, 

1,0  nk , что и требовалось доказать. 

Пример 9.4. Доказать свойство прореживания ДПФ. 
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Решение. Пусть выполняется равенство 




1

0

n

i

ik
ik fF  , 

1,0  nk . Введем следующие обозначения: n
i

e 2

2

~





  и 










.12,0

,2,~

ji

jif
f

j
i  Тогда справедливо равенство: 

k

n

j

jk
j

n

j

jk
j

n

i

ik
i Fffjif 













1

0

1

0

2
2

12

0

~~
2~~

 , 1,0  nk . 

Кроме этого, в силу очевидного тождества 

  ik
n

n
i

ikiniknki e 


~~~~~ 2

2





 выполняется knk FF  , 

1,0  nk . Последнее равенство и доказывает свойство. 

9.4. Двумерные числовые последовательности и двумерные 

дискретные преобразования Фурье 

Одновременно с одномерными векторами (9.1) мы будем 

рассматривать последовательности, индексируемые двумя це-

лыми переменными (двумерные числовые последовательности), 

организованные в виде таблицы: 

.1,0,1,0

,

...

..................

...

...

2211

,

,3,2,1,0,

,13,12,11,10,1

,03,02,01,00,0

21

211111

2

2



























nini

f

fffff

fffff

fffff

ii

nnnnnn

n

n

f

      

(9.10) 

Для таких последовательностей определим двумерное ДПФ 

следующими равенствами: 

 

 



















1

0

1

0
21,

21

,

1

0

1

0
21,,

1

1

2

2

2211

2121

1

1

2

2

2211

2121

,
1

,

n

k

n

k

kiki
kkii

n

i

n

i

kiki
iikk

F
nn

f

fF





             (9.11) 

где .1,0,,1,1,0,,1 22211111
21  nkinki

nn   
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Преобразуем исходную двумерную последовательность 

(9.10) в одномерную. Для этой цели расположим, например, 

элементы отдельных строк последовательно друг за другом: 

221 inii ff  , 1,0 21  nni , 1,0 11  ni , 1,0 22  ni . Получим 

одномерный вектор суммарной длины 21nnn  . Положим 

n
i

e



2

 , 221 inii  , 221 knkk  , 1,0,  nki , 

1,0, 111  nki , 1,0, 222  nki . Вычислим ДПФ этой последо-

вательности: 

  
 














1

0

1

0
,

1

0

2

2

1

1

221221

21

n

i

n

i

knkini
ii

n

i

ik
ik ffF   

   
,

1

0

1

0
,

2

2

2212
1

1

22121

21
 




















n

i

knki
n

i

knkni
iif 

 

.1,0  nk  

Выражение, заключенное в квадратные скобки, имеет вид 

одномерного ДПФ, примененного к 1i -й строке двумерной по-

следовательности. Такую же структуру имеет и внешняя сумма. 

Таким образом, имеется возможность вычисления двумерного 

ДПФ с помощью алгоритмов, ориентированных на расчет одно-

мерных ДПФ. 

10. Задачи 

10.1. Линейные пространства 

Задача 10.1.1. Вычислить скалярное произведение функций 

 xf  и  xg  на отрезке  2;0 . 

 

1.   xxf 2sin , 

  43  xxg . 

2.   15  xxf , 

  xxg 3cos . 

3.   32xxf  , 

  ixxg  4 . 

4.   23xxf  , 

  ixexg 2 . 

5.   xxf 2cos , 

  ixexg 3 . 

6.   12 2  xxf , 

  xxg ln . 

7.   xxf 3sin , 8.   xxf 31 , 

   ixxg 2cos . 

9.    ixxf 3sin , 

  52  xxg . 
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  ixexg 4 . 

 

Задача 10.1.2. Вычислить нормы функций  xf  и  xg , 

заданных в задаче 1, затем пронормировать эти функции. 

 

Задача 10.1.3. Найти, при каком значении   функция  xf  

будет иметь заданное значение нормы  xf  на  2;0 . 

 

1.   xxf cos , 

  2xf . 

2.    xxf 2sin , 

  4xf . 

3.   ixexf  , 

  2xf . 

4.   ixxf  3 , 

  5xf . 

5.    xxf ln , 

  2xf . 

6.    ixxf cos , 

  4xf . 

7.    ixxf sin , 

  2xf . 

8.   232 xxf   , 

  4xf . 

9.   24 ixxxf  , 

  2xf . 

 

Задача 10.1.4. Найти, при каком значении   заданные 

функции  xf  и  xg  будут ортогональны на отрезке  2;0 . 

 

1.   xxf 2sin , 

  2xxg  . 

2.   ixxf  , 

  xxg 3cos . 

3.   xxf ln , 

  xxg  2 . 

4.   xexf 2 , 

  xxg  3 . 

5.   xxf 2cos , 

  xxg cos . 

6.   xxf 3sin , 

  xxg sin . 

 

10.2. Тригонометрические ряды Фурье 

Задача 10.1.5. 1. Функцию  xf , заданную на отрезке 

 ba, , разложить в ряд Фурье: а) общего вида, б) по косинусам, 

в) по синусам, г) в комплексной форме. 

2. В одной системе координат начертить графики функции 

 xf  и частичных сумм рядов а)-в)  xS4 . 
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3. Построить амплитудный и фазовый спектры для ряда 

Фурье общего вида. 

1.  









.42,2

,20,

x

xx
xf  2.  










.21,3

,10,2

x

xx
xf  

3.  









.42,2

,20,

xx

xx
xf  4.  










.42,1

,20,1
2
1

x

xx
xf  

5.  









.21,34

,10,0

xx

x
xf  6.  










.42,1

,20,12

x

xx
xf  

 

Задача 10.1.6. Решить ДУ  xfMyyK  , где K  и M  – 

заданные числа,  xf  – периодическая функция, на основном 

периоде – прямая, проходящая через точки  11, yxA  и  22, yxB

. 

 

1. 3K , 2M , 

 1,0A ,  3,6B . 

2. 4K , 1M , 

 2,0 A ,  0,4B . 

3. 6K , 5M , 

 1,1A ,  3,7B . 

4. 3K , 8M , 

 1,2A ,  3,8B . 

5. 1K , 6M , 

 3,1A ,  7,3B . 

6. 4K , 9M , 

 4,0 A ,  2,6B . 

 

10.3. Преобразование Фурье 

Задача 10.3.7. Пользуясь определением, представить функ-

цию интегралом Фурье. 

1.  
 
 

0
,;0,0

,;0,1









 a

ax

ax
xf . 2.  

 
 









.2;0,0

,2;0,1

x

xx
xf  

3.  
 
 

.0
,;,0

,;,









 a

aax

aaxx
xf


 4.  

 
 









.0;3,0

,0;3,1

x

xx
xf  Ка
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5.  
 

 








.3;3,0

,3;3,12

x

xx
xf  6.  

 
 









.5;5,0

,5;5,3

x

xx
xf  

7.  
 

 








.0;4,0

,0;4,1

x

xx
xf  8.  

 
 









.2;2,0

,2;2,1

x

xx
xf  

9.  













.0,,0

,,11

aax

ax
a

x

xf  
10.  

 
 









.4;4,0

,4;4,1

x

xx
xf  

11.  









.,0

,,sin





x

xx
xf  12.  

22

1

ax
xf


 . 

13.  













.
2

,0

,
2

,cos





x

xx
xf  14.  














,
2

,0

,
2

,sin









n
x

n
xx

xf  

Nn , 0 . 

15.   xexf
x




sin


 , 

0,  . 

16.   xexf
x




cos


 , 

0,  . 

17.  
2xexf  , 0 . 18.  

2xxexf  , 0 . 

19.   x
exf


 . 20.   ixxexf 22 . 

21.  
22xexf  . 22.      bxaxxf  sgnsgn , 

ab  . 

23.  











.,0

,,





x

xe
xf

ix

 24.  
 

 










.;0,0

,;0,





x

xe
xf

ix

 

25.  











.1,0

,1,2

x

xx
xf  

26.  












.,0

,,
2

cos





x

x
x

xf  

 

Задача 10.3.8. Пользуясь определением, представить функ-
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цию интегралом Фурье, продолжив ее нечетным образом на от-

рицательную полуось. 

1.  
 

 








.;,0

,;0,cos





x

xx
xf  

2. 

 
 

   








.;2;0,0

,2;,cos





x

xx
xf  

3.  
 

 








.;,0

,;0,32

3
2

3
2

x

xx
xf  4.  

 
 









.;,0

,;0,1





x

x
xf  

5.   axexf  , 0a . 6.   ixxexf 3 . 

7.  
 

 








.;1,0

,1;0,1

x

xx
xf  8.  

 
 











.;,0

,;0,





x

xe
xf

ix

 

 

Задача 10.3.9. Пользуясь определением, представить функ-

цию интегралом Фурье, продолжив ее четным образом на отри-

цательную полуось. 

1.  
 

 








.;,0

,;0,sin





x

xx
xf  2.  

 
 









.;0,0

,;0,sin





x

xx
xf  

3.  
 

 








.;,0

,;0,32

3
2

3
2

x

xx
xf  4.  

 
 









.;,0

,;0,1





x

x
xf  

5.   ixxexf 3 . 6.   axexf  , 0a . 

7.  
 

 








.;1,0

,1;0,1

x

xx
xf  8.  

 
 











.;,0

,;0,





x

xe
xf

ix

 

 

Задача 10.3.10. Найти косинус и синус пробразования 

функции, заданной на неотрицательной полуоси. Все параметры 

положительны. 

1.   xexf  . 2.   xexf 2 . 

 

Задача 10.3.10. Найти преобразование Фурье функции, 

применив теорему подобия. 
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1.  
14

1
2 


x

xf . 2.  
x

x
xf

3sin
 . 

3.  
92 


x

x
xf . 4.    xhexf

x5
 . 

 

Задача 10.3.11. Найти преобразование Фурье функции, 

применив теорему смещения. 

1.   ixx
exf


 . 2.   ixxexf 22 . 

3.   xexf x 6cos
2 . 4.   xexf x sin

2 . 

5.   ixxexf 
2

. 6.   xxexf x sin3cos
2 . 

 

Задача 10.3.12. Найти преобразование Фурье функции, 

применив теорему запаздывания. 

1.   4


x
exf . 2.    10  xhexf x

. 

3.  
54

1
2 


xx

xf . 4.  
544

1
2 


xx

xf . 

5.  
54

7
2 




xx

x
xf . 6.      xhxexf x   sin  

 

Задача 10.3.13. Найти преобразование Фурье функции и ее 

первых двух производных, применив теорему дифференцирова-

ния функции. 

1.  
2xexf  . 2.   xxexf 22 . 

3.  
14

1
2 


x

xf . 4.  
5

1
2 


x

xf . 

5.   x
exxf


 2
. 6.   x

exxf


 . 

7.  
x

x
xf

sin
 . 8.  

 22 1


x

x
xf . 

 

Задача 10.3.14. Найти преобразование Фурье функции, 
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применив теорему дифференцирования преобразования Фурье. 

1.     2

12 xexxxf  . 2.     x
exxxf


 522
. 

3.       11  xhxhxxf . 4.    xhexxf x2 . 

 

Задача 10.3.15. Вычислить интеграл или решить инте-

гральное уравнение. 

1. 



0

21

cos
dx

x

x
. 2. 




0

21

sin
dx

x

xx
. 

3.  
2

0 1

1
cos

x
dyxyy






 . 4.   xedyxyy 



0

sin , 0x . 

10.4. Дискретное преобразование Фурье 

Задача 10.4.1. Найти ДПФ решетчатой функции. 

1. 
k

k ef  , 1,0  nk . 2. 
k

k xf  , 1,0  nk . 

3. 
3 k

k if , 1,0  nk . 4. 
2 k

kf  , 1,0  nk . 

5. 
n

k
fk cos , 1,0  nk . 6. 

n

k
fk sin , 1,0  nk . 

7. 
k

kf
2 , 1,0  nk . 8. 

12  k

kf , 1,0  nk . 

 

Задача 10.4.2. Построить матрицу одномерного ДПФ для 

последовательности длиной: 

1. 2n ;  2. 3n ;  3. 4n ;  4. 6n ;  5. 8n . 

 

Задача 10.4.3. Найти ДПФ вектора и его зеркального изоб-

ражения. 

1.  21f . 2.  11 f . 

3.  103f . 4.  111 f . 

5.  0701f . 6.  0110 f . 

7.  1201f . 8.  1300 f . 

 

Задача 10.4.4. Непосредственно вычислить циклическую 
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свертку векторов. 

1.  30 f  и  11 g . 2.  21f  и  21g . 

3.  815 f  и 

 243 g . 

4.  201 f  и 

 120 g . 

5.  1300 f  и 

 1300 g . 

6.  0215 f  и 

 2031 g . 

7.  101300 f  и 

 130011 g . 

8.  102151 f  и 

 121301 g . 

9.  10101300 f  и 

 13001110 g . 

10.  31001232 f  и 

 12110202 g . 

 

Задача 10.4.5. Вычислить ДПФ циклической свертки век-

торов двумя способами (непосредственно и с помощью теоремы 

свертки). 

1.  42f  и  23 g . 2.  23 f  и  37 g . 

3.  851f  и 

 423 g . 

4.  325 f  и 

 231 g . 

5.  2202 f  и 

 2330 g . 

6.  1121 f  и 

 4125 g . 

7.  513103 f  и 

 122421 g . 

8.  102151 f  и 

 121301 g . 

9.  12102154 f  и 

 23101219 g . 

10.  81061312 f  и 

 12610212 g . 

 

Задача 10.4.6. Непосредственно вычислить циклическую 
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свертку вектора f с самим собой. 

1.  21f . 2.  321 f . 

3.  4321 f . 4.  240129 f . 

5.  432101 f . 6.  906030f . 

 

Задача 10.4.7. Непосредственно вычислить циклическую 

корреляцию вектора f с самим собой (автокорреляцию). 

1.  99 f . 2.  217 f . 

3.  2231 f  4.  2110035 f . 

5.  531012 f . 6.  2010f  

 

Задача 10.4.8. Вычислить ДПФ автокорреляции вектора 

двумя способами (непосредственно и с помощью теоремы 

свертки). 

1.  24f . 2.  52f . 

3.  012f . 4.  92f . 

5.  158f . 6.  724 f . 

7.  723 f . 8.  132 f . 

9.  2202 f . 10.  2330 f . 

11.  3121 f . 12.  2527 f . 

13.  113125 f . 14.  122421 f . 

15.  102151 f . 16.  102131 f . 

17.  12102154 f . 

18.  23101219 f . 

19.  81061312 f . 

20.  12610212 f . 

 

Задача 10.4.9. Восстановить последовательность по задан-

ному ДПФ этой последовательности. 

1.  24F . 2.  52F . 
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2.  812793 F . 4.  92F . 

5.  158F . 6.  724 F . 

7.  723 F . 8.  132 F . 

9.  2202 F . 10.  1331 F . 

11.  3121 F . 12.  2527 F . 

13.  113125 F . 14.  122421 F . 

15.  102151 F . 16.  102131 F . 

17.  12102154 F . 

18.  23101219 F . 

19.  10122101 F . 

20.  32103210F . 
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