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ПЕРЕДАЧА И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ 

УДК 681.518.3 
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ИЗМЕРЕНИЕ СКОРОСТИ ОБЪЕКТА В СИСТЕМАХ 

АВТОМАТИЧЕСКОГО СОПРОВОЖДЕНИЯ ОБЪЕКТОВ 

Предложен способ измерения виртуальной (относительной) скорости 
объектов, движущихся в пространстве равномерно по прямолинейной тра-
ектории, в системах автоматического сопровождения объектов по данным 
видеонаблюдения при отсутствии информации о дальности. Проведены экс-
периментальные исследования точности измерения скорости объектов. 
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Введение. Многие современные летатель-
ные аппараты, наземные транспортные средства 
оснащаются бортовыми оптико-механическими 
системами (ОМС) автоматического сопровожде-
ния объектов по данным видеонаблюдения. 
ОМС могут применяться для решения различ-
ных задач, например навигация, круглосуточное 
пилотирование летательных аппаратов, поиск, 
обнаружение и сопровождение наземных, над-
водных, воздушных подвижных и неподвижных 
объектов, мониторинг дорожной обстановки, 
оценка состояния техногенных объектов и т.п. 
Основными целями систем автоматического со-
провождения объекта являются постоянное из-
мерение угловых координат объекта в системе 
координат, связанной с носителем ОМС, по по-
следовательности видеокадров и совмещение 
оптической оси видеодатчика ОМС с направле-
нием на объект [1,2]. Для качественного реше-
ния поставленной задачи необходимо учитывать, 
что при поиске сопровождаемого объекта на 
очередном видеокадре может быть выделено 
несколько близко расположенных друг к другу 
объектов, имеющих схожие яркость, размеры и 
форму. В этих случаях требуется производить 
выбор сопровождаемого объекта среди выделен-
ных сегментов. Данная ситуация может возник-
нуть, например, при сопровождении автомобиля, 
движущегося по шоссе и совершающего обгон 
такого же автомобиля. При этом один автомо-
биль может полностью или частично заслонить-
ся другим. В результате после обгона, когда на 
изображении будут два одинаковых автомобиля, 
исключительно по изображениям (без информа-

ции о дальности до объектов) трудно ответить на 
вопрос, где сопровождаемый автомобиль. В по-
добных случаях для автоматического различения 
схожих объектов следует использовать инфор-
мацию о параметрах траекторий объектов (авто-
мобили в примере имеют разную скорость). 

Цель работы. Разработка алгоритма изме-
рения по данным видеонаблюдения виртуальной 
(относительной) скорости объекта, движущегося 
в пространстве равномерно по прямолинейной 
траектории, при отсутствии информации о даль-
ности. Проведение экспериментальных исследо-
ваний точности измерения скоростей объектов. 

Алгоритм   измерения  скорости  объекта. 
В зависимости от области применения в ОМС 
используются различные алгоритмы обнаруже-
ния, выделения и измерения координат объек-
тов. Также ОМС могут строиться по различным 
схемам с использованием одно-, двух- и трехос-
ных поворотных платформ. В данной работе бу-
дем считать, что сопровождение объекта осуще-
ствляется ОМС с двухосным карданным подве-
сом, причем внешняя рамка кардана изменяет 
направление оптической оси видеодатчика по 
углу азимута, а внутренняя – по углу места.  

В ОМС угловые координаты сопровождае-
мого объекта   (азимут),   (угол места) опре-
деляются в системе сопровождения как 


  ИД  , 

  ИД  , где Д  – из-
меренное датчиком значение угла   поворота 
рамки двухосного карданного подвеса, Д  – из-
меренное значение угла   поворота рамки под-
веса,  ,   – ошибки сопровождения объекта 
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системой, зависящие от его положения в теку-
щем кадре изображения и текущих углов пово-
рота рамок подвеса,  И ,  И  – ошибки измере-
ний угловых координат объекта. Значения  ,   
без учета ошибок измерений можно определить 
по выражениям, приведенным в литературе 
[3, 4]. 

В предлагаемом алгоритме измерение ско-
рости объекта осуществляется исключительно 
по данным об угловых координатах объекта от-
носительно ОМС (информация о дальности до 
сопровождаемого объекта отсутствует). При 
этом предполагается, что объект движется в про-
странстве по прямолинейной траектории с по-
стоянной скоростью (равномерно). В противном 
случае траектория объекта может быть аппрок-
симирована отрезками, на которых сохраняется 
характер прямолинейного равномерного движе-
ния. 

Рассмотрим модель движения объекта в 
трехмерном пространстве с измерением без 
ошибок его угловых координат (азимута   и 
угла места  ) относительно ОМС. При наличии 
информации только об угловых координатах 
объекта (информация о дальности отсутствует) 
можно говорить о бесконечном множестве воз-
можных параллельных траекторий объекта. Все 
эти траектории в моменты измерений nTn  , 

,2,1n  [ n  – номер измерения, T  – интервал 
времени между двумя соседними измерениями 
( constT )] имеют одинаковые значения изме-
ряемых угловых координат. 

Из множества возможных траекторий объек-
та, задавшись некоторым условием, выберем од-
ну (изображена на рисунке 1). Далее будем счи-
тать, что объект движется по этой траектории, 
называемой условной траекторией (в дальней-
шем просто траекторией). Проекция траектории 
на горизонтальную плоскость OXY  проходит на 
расстоянии R  от начала неподвижной системы 
координат OXYZ , привязанной к строительным 
осям носителя ОМС, причем ось OY  совпадает с 
продольной строительной осью носителя (рису-
нок 1). 

Предлагаемый алгоритм измерения скорости 
объекта является развитием алгоритма, описан-
ного в [5]. В данной работе иначе производятся 
выбор условной траектории и вычисление ее па-
раметров. Это позволяет для некоторых случаев 
расположения объекта и ОМС повысить точ-
ность измеряемых параметров за счет избавле-
ния от деления на величины, близкие к нулю. 

Пусть к текущему моменту времени имеется 
информация об измеренных значениях угловых 

координат объекта in , in , Ni ,0 , где N  – 
четное число. Будем считать, что углы азимута 
отсчитываются от оси OY  против часовой 
стрелки. 

 
Рисунок 1 – Условная траектория объекта 
На рисунке 1 показаны точки траектории A , 

B , C , равноудаленные одна от другой по вре-
мени на интервал 2NT . По пространственным 
координатам точек A , B , C  можно определить 
текущую линейную скорость объекта. 

Расстояния между точками траектории, со-
ответствующими соседним измерениям угловых 
координат объекта, изменяются в соответствии с 
законом равномерного движения. На рисунке 1 
отмечены угловые координаты по азимуту A , 

B , C . Точка P  – ближайшая от начала систе-
мы координат точка проекции траектории объ-
екта на горизонтальную плоскость (рисунок 1). 
Точки A , B , C   проекции траектории являют-
ся проекциями точек A , B , C  и лежат на одной 
прямой. 

Будем считать, что в текущий момент вре-
мени nT  объект находится в точке C  с коорди-
натами  nn YX 00 ,  и движется со скоростью 

constvvn   (координатами точки C  можно 
задавать условную траекторию). 

Рассмотрим сначала измерение проекций 
скорости объекта v  на оси OX , OY  (соответст-
венно Xv , Yv ). Координаты объекта в предыду-
щие моменты времени в горизонтальной плоско-
сти определяются как 

,)( 0 iTvXiTnTX X
n   Ni ,0 ; 

,)( 0 iTvYiTnTY Y
n   Ni ,0 , 

(1) 

где T  – период поступления видеокадров. Ис-
пользуя (1), координаты X , Y  точек A , B , C  
можно выразить в виде: 
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n
C XX 0 , n

C YY 0 ; 

X
n

B VXX  0 ,  Y
n

B VYY  0 ; 

X
n

A VXX 20  ,  Y
n

A VYY 20  , 

(2) 

где TNvV XX 2
 , TNvV YY 2

 . Соответственно 

углы азимута точек A , B , C  вычисляются по 
соотношениям: 
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(3) 

Выбор условной траектории объекта, осу-
ществляемый из бесконечного множества парал-
лельных прямых в пространстве траекторий с 
заданными угловыми координатами A , B , C , 

A , B , C , может производиться различными 
способами. В данной работе условная траекто-
рия выбирается путем задания координаты CY  
(для траектории объекта, показанной на рисунке 
1, значение CY  положительно). При сопровож-
дении объекта удобно в начальный момент 

n
C YY 0  принять равным 1 или -1 в зависимости 

от расположения объекта относительно ОМС, а 
на следующих кадрах kn

C YY  0 Y
n vkY  0 , где 

k  – количество кадров между текущим момен-
том времени и кадром с номером n . В этом слу-
чае координата CX  будет равна: 

)tg( CCC YX  . (4) 

Тогда, используя (4) и полагая, что значение CY  
задано, уравнения (3) можно преобразовать к 
следующей системе из двух уравнений с двумя 
неизвестными XV , YV : 

      
      







.0g22tgtg
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CYXBCC

tVVY
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  (5) 

Решение системы уравнений (5) можно 
представить в виде: 
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 (6) 

Для вычисления скорости движения объекта 
в пространстве, кроме величин XV , YV , необхо-
димо вычислить вертикальную составляющую 

ZV . Из рассмотрения рисунка 1 вытекают сле-
дующие выражения: 

)cos( AP

RAO
 

 ; 
)cos( BP

RBO
 

 ; (7) 

)cos( CP

RCO
 

 . 

Угол P  между осью OY  и отрезком OP  с ко-
ординатами  PP YX ,  (перпендикуляр к проек-
ции условной траектории объекта на горизон-
тальную плоскость) равен: 
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  (8) 

Координаты точки P  могут быть найдены путем 
решения системы двух уравнений 
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  (9) 

Первое уравнение является скалярным произве-
дением вектора CA  , лежащего на проекции 
траектории, и перпендикулярного к нему векто-
ра OP . Второе уравнение является уравнением 
прямой, проходящей через точки C   и P . С уче-
том (2) выражение (9) можно привести к виду: 
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Решением (10) будут значения координат точки 
P . Расстояние R  вычисляется по координатам 
точки P  по выражению 22

PP YXR  . 
Скорость объекта вдоль оси OZ  можно вы-

числить по координатам AZ  и CZ , которые рав-
ны соответственно 

)cos(
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)cos(
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 . 
(11) 

С учетом характера движения объекта для 
координат AZ  и CZ  на n -м кадре справедливы 
соотношения 

n
C ZZ 0 ; Z

n
A VZZ 20  , (12) 

где TNvV n
ZZ 2

 , Zv  – проекция скорости дви-

жения объекта на координатную ось OZ . 
Из (11), (12) можно вычислить ZV  по выра-

жению 
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По найденным проекциям XV , YV , ZV  ско-
рость объекта вычисляется как  

2222
ZYX VVV

NТ
v  . (14) 

Рассчитанная скорость объекта может быть 
использована как признак в алгоритме сопрово-
ждения объекта на этапе принятия решения о его 
обнаружении. Также информация о скорости 
движения сопровождаемого объекта позволяет 
использовать упреждающее управление приво-
дами карданного подвеса для уменьшения оши-
бок сопровождения [6, 7]. Для этого следует вы-
числять прогнозируемые значения углов азимута 
и места сопровождаемого объекта, что легко 
реализуется в случае использования виртуальной 
пространственной траектории его движения. 

Обозначим точкой S  на пространственной 
условной траектории объекта прогнозируемое на 
k  кадров положение объекта, а S   – проекцию 
точки S  на горизонтальную плоскость. Коорди-
наты точки S  могут быть вычислены по выра-
жениям 

kT
N
VXkTvXkTnTX Xn

X
n

ПР
2)( 00  ; 

kT
N
VYkTvYkTnTY Yn

Y
n

ПР
2)( 00  ; 

kT
N
VZkTvZkTnTZ Zn

Z
n

ПР
2)( 00  . 

(15) 

Прогнозируемые угловые координаты объ-
екта на kn   кадре могут быть вычислены как 
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(16) 

где nX 0 , nY0 , nZ0 , n
Xv , n

Yv , n
Zv  – значения, вычис-

ленные по данным, полученным на момент по-
ступления последнего видеокадра. Для повыше-
ния точности вычисления ПР

kn  (значение в зна-
менателе может быть близко к нулю в зависимо-
сти от расположения объекта и ОМС) следует 
использовать следующее выражение: 

)(
)(
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kTnTZtg
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 . (17) 

Длина отрезка SO   вычисляется как 
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. (18) 

Из (11), (13), (17), (18) можно получить вы-
ражение для вычисления угла места ПР

kn  в виде: 
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(19) 

Исследование алгоритма измерения ско-
рости объекта. При моделировании работы 
предлагаемого алгоритма будем считать, что 
объект движется в пространстве по кусочно-
линейной траектории с постоянной скоростью на 
прямолинейных участках траектории. Движение 
объекта на каждом прямолинейном участке тра-
ектории описывается уравнениями: 

XnvXnX  0)( ; YnvYnY  0)( ; 

ZnvZnZ  0)( ; 
 0sin vvZ  ;    00 coscos vvX  ; 

   00 sincos vvY  , 
где 0X , 0Y , 0Z  – координаты объекта в начале 
участка траектории; v  – скорость объекта на 
участке траектории; 0  – угол между траектори-
ей объекта и горизонтальной плоскостью;        

0  – угол между проекцией вектора скорости на 
горизонтальную плоскость и положительным 
направлением оси OX ; Xv , Yv , Zv  – проекции 
скорости объекта v  на координатные оси OX , 
OY , OZ ; n  – номер кадра (отсчета), T =0,04 с. 
При моделировании принято N =50. 

Пусть на первом участке движения объект 
имеет следующие параметры: 0X = 3000 м,            

0Y = 50 м, 0Z = 500 м, v =50 см  (180 чкм ), 

0 =0, 0 =160. Движение по первому участку 
происходит 10 минут, затем объект совершает 
маневр и параметры траектории меняются на 
v =80 см  (288 чкм ), 0 =5, 0 =30. Началь-
ные координаты второго участка будем считать 
равными координатам объекта в конце движения 
по первому участку. Движение по второму уча-
стку продолжается 7 минут. 

На рисунке 2 показана траектория объекта в 
пространстве. 

 
Рисунок 2 – Траектория объекта 
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В данном примере ошибки измерений угло-
вых направлений на объект моделируются адди-
тивным шумом с нормальным законом распре-
деления, нулевым математическим ожиданием 
( m =0) и СКО  =0.001, который вносит по-
грешность в измерения, соизмеримую с ошиб-
ками дискретизации шестнадцатиразрядных дат-
чиков углов поворота, ошибками дискретизации 
изображений (ошибками измерения координат 
объекта). 

На рисунке 3 показаны угловые траектории 
объекта по углу азимута (рисунок 3, а) и углу 
места (рисунок 3, б). По оси абсцисс отложено 
время в секундах. 

 
Рисунок 3 – График направления на объект по 

азимуту 
При заданных параметрах траектории в дан-

ном эксперименте объект имеет следующие про-
екции скорости: Xv =-46,98 м/с, Yv = 17,11 м/с, 

Zv =0 м/с до изменения направления движения и 

Xv =69,02 м/с, Yv = 39,85 м/с, Zv =6,97 м/с после. 
Для упрощения расчетов при выборе услов-

ной траектории положим, что CY =1 м. На рисун-
ке 4 приведены результаты вычислений. Кривая 
1 показывает оценку проекции скорости объекта 
на ось OX , кривая 2 – на ось OY, кривая 3 – ось 
OZ . По оси абсцисс отложено время в секундах. 
Измерение скорости движения объекта начина-
ется с момента накопления N +1 измерений уг-
ловых координат объекта. Рассчитанные значе-
ния проекций скоростей объекта отличаются от 
реальных значений на некоторую постоянную 
величину (при отсутствии ошибок измерений). 
Это объясняется тем, что истинная траектория 
объекта неизвестна и для расчетов выбрана ус-
ловная траектория. 

При изменении направления или скорости 
движения объекта резко изменяются рассчиты-
ваемые оценки проекций скорости объекта. Дан-
ный факт можно использовать для обнаружения 
маневра объекта, после которого необходимо 
произвести сброс накопленной информации и 
заново начать оценку скорости объекта. 

 
Рисунок 4 – Графики проекций скорости объекта 

Колебательный характер оценок проекций 
скорости на концах кривых объясняется тем, что 
при движении в начале и конце траектории (ри-
сунок 4) угловая скорость объекта невелика и 
относительная погрешность измерения угловых 
перемещений за N +1 отсчет выше по сравне-
нию с моментом, соответствующим движению 
по средней части траектории. Повысить точ-
ность измерений скорости объекта в данных ус-
ловиях (при больших абсолютных значениях 
азимута) можно путем применения временной 
фильтрации проекций скорости объекта, увели-
чением длины предыстории N . В случае увели-
чения погрешности измерения угловых коорди-
нат объекта до 0,05 угловых градусов (во многих 
современных ОМС 0,05 угловых градусов цена 
одного пикселя обрабатываемого изображения) 
оценка скорости объекта для рассматриваемого 
примера увеличится на 4 %. Без учета погрешно-
сти измерения угловых координат объекта оцен-
ка скорости производится безошибочно на всем 
интервале наблюдения (начальный момент и по-
сле маневра, когда не накоплена информация, не 
учитываются). 

Заключение. При решении задач автомати-
ческого сопровождения объектов в сложных ус-
ловиях наблюдения часто возникают ситуации, 
когда анализ траектории объекта способен суще-
ственно повысить шансы правильного обнару-
жения сопровождаемого объекта. Такие ситуа-
ции возможны, например, при наблюдении объ-
ектов с пересекающимися траекториями. 

Из анализа (6) следует, что точность изме-
рения скорости объекта зависит от разности тан-
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генсов углов (при близких углах получим деле-
ние на малые величины, что увеличит ошибки 
измерения). Подобные ситуации характерны для 
случаев, когда объект находится далеко или 
имеет малую скорость относительно ОМС и из-
менение угловой координаты объекта по азиму-
ту за 1N  кадр мало. В данном случае можно 
анализировать скорость изменения азимута объ-
екта для выбора длины предыстории. Другим 
способом повышения точности измерений мо-
жет служить иной подход к выбору условной 
траектории, например, можно задаться следую-
щими условиями: CZ =1, XV =1 или XV / YV =1. 
Различные варианты выбора приводят к измене-
нию выражений для вычислений скорости объ-
екта. В ходе работы ОМС по мере необходимо-
сти следует переключаться от одних выражений 
вычисления скорости объекта на другие. Пра-
вильное решение данной задачи позволит сохра-
нить точность измерения скорости объекта в 
различных ситуациях. 

В реальных ОМС необходимо учитывать си-
туации, когда объект движется по направлению 
к ОМС или в противоположном направлении 
(угол азимута не меняется). Разработанный ал-
горитм не ориентирован на работу в таких си-
туациях. В подобных случаях оценка скорости 
может производиться по изменению угловой ко-
ординаты объекта только по углу места (в статье 
не рассматривается). Другой, более редкий, слу-
чай – когда объект движется строго на ОМС или 
в противоположную сторону (углы азимута и 
места не меняются). Обнаружить описанные 
случаи можно путем вычисления производных 
угловых координат объекта. 

Описанный алгоритм по значениям проек-
ций скорости объекта позволяет обнаруживать 
моменты совершения маневров, изменения ха-
рактера движения (может измениться направле-
ние движения, скорость объекта или все сразу). 
Информация о маневре объекта также может 
быть полезна при вычислении управления при-
водами карданного подвеса ОМС [3].  

Описанный алгоритм вычисляет условную 
скорость объекта, пропорциональную с постоян-

ным коэффициентом реальной скорости объекта. 
При наличии информации хотя бы на одном 
кадре о реальной скорости объекта или дально-
сти до объекта предлагаемый алгоритм может 
рассчитывать оценку реальной скорости объекта 
на протяжении всего сопровождения. 

Исследования выполнены при финансовом 
содействии гранта Президента РФ 
МК-433.2014.10. 
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В.К. Клочко, Ч.Т. Нгуен 
СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ АЛГОРИТМОВ ФОРМИРОВАНИЯ 

ТРЕХМЕРНЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ ЗЕМНОЙ ПОВЕРХНОСТИ  
В БОРТОВОЙ ДОПЛЕРОВСКОЙ РЛС 

Представлены алгоритмы формирования трехмерных изображений 
земной поверхности в бортовой доплеровской РЛС маловысотного полета, 
основанные на многоканальной обработке и получении оценок пространст-
венных координат элементов отражения. Проведен сравнительный анализ 
работы алгоритмов методом математического моделирования. Показано, 
что наибольшей точностью обладает алгоритм, основанный на фазовом 
методе оценивания координат. 

Ключевые слова: радиолокация, трехмерное изображение, доплеровская 
фильтрация,  оценки координат, маловысотный полет. 

Введение. Последние годы наблюдается по-
вышенный интерес к бортовым вертолетным и 
самолетным радиолокационным системам на-
блюдения [1, 2]. Ставятся задачи расширения их 
функциональных возможностей и повышения 
эффективности работы.  В том числе – при на-
блюдении за земной поверхностью и объектами 
на поверхности при маловысотном полете. Поя-
вился интерес и к трехмерному радиовидению − 
формированию трехмерного радиолокационного 
изображения (РЛИ) земной поверхности, позво-
ляющего повысить безопасность маловысотных 
полетов над сложным рельефом местности. На-
пример, в работе [3] предлагаются методы фор-
мирования трехмерных РЛИ поверхности, осно-
ванные на оптимальном восстановлении полей 
отражения и определении координат в многока-
нальных системах узкополосной доплеровской 
фильтрации. В работе [4] предлагается метод 
формирования трехмерного РЛИ на основе 
трехмерного преобразования Фурье комплекс-
ных огибающих отраженного сигнала. Методам 
формирования трехмерных РЛИ посвящены и 
последние работы авторов [5 - 7]. 

Среди существующих направлений в радио-
видении для маловысотного полета заслуживает 
внимания режим доплеровского “обужения” лу-
ча (ДОЛ), использующий узкополосную допле-
ровскую фильтрацию. Обычно он используется 
для получения двумерных изображений земной 
поверхности в координатах радиальная даль-
ность – доплеровская частота при переднебоко-
вом обзоре [8]. В данной работе развиваются 
подходы, позволяющие получать в режиме ДОЛ 

трехмерные РЛИ земной поверхности, основан-
ные на многоканальной обработке и получении 
оценок пространственных координат элементов 
отражения. Представляет научный и практиче-
ский интерес проведение сравнительного анали-
за предлагаемых алгоритмов. 

Цель работы − разработка алгоритмов фор-
мирования трехмерных РЛИ земной поверхно-
сти в бортовой доплеровской РЛС маловысотно-
го полета, работающей в режиме ДОЛ, и сравни-
тельный анализ работы алгоритмов методом ма-
тематического моделирования. 

Физическая постановка задачи. Бортовая 
импульсная доплеровская РЛС, работающая в 
миллиметровом или сантиметровом диапазоне 
длин волн с высокочастотным повторением им-
пульсов в пачке зондирующих сигналов, ведет 
наблюдение за земной поверхностью и высот-
ными объектами на поверхности в режиме ДОЛ 
при маловысотном полете. Узкий луч РЛС с ши-
риной круговой диаграммы направленности  ан-
тенны (ДНА) 00 31   (на уровне 0,5 мощности) 
сканирует контролируемый участок пространст-
ва под малым углом к плоскости земной поверх-
ности. При каждом положении луча сферические 
поверхности уровней наклонной дальности пе-
ресекают земную поверхность, образуя элемен-
ты разрешения дальности в виде узких полос на 
земной поверхности в пределах видимости РЛС 
(по ширине ДНА). Полосы имеют разный уро-
вень по высоте в зависимости от рельефа мест-
ности и наличия высотных объектов. За счет 
первичной обработки отраженных сигналов вы-
деляются комплексные амплитуды от разных 
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элементов дальности, а за счет узкополосной 
доплеровской фильтрации − от элементов раз-
решения по доплеровской частоте.  Таков тради-
ционный подход к формированию двумерного 
РЛИ земной поверхности. 

В работе ставится задача формирования 
трехмерного изображения земной поверхности в 
виде совокупности пространственных координат 
всех элементов отражения, разрешенных по 
дальности и доплеровской частоте. Такая сово-
купность при отображении на экране индикатора 
пилота летательного аппарата представляет срез 
земной поверхности в элементе разрешения 
дальности. На множестве элементов дальности 
формируется трехмерное изображение земной 
поверхности по ширине ДНА. При сканировании 
луча РЛС область обзора расширяется. 

Математическая постановка задачи. Рас-
сматривается антенная прямоугольная система 
координат zyxo ,,, . Ось oz  показывает макси-
мум ДНА. Наблюдение ведется в антенных уг-
ловых координатах   и  , где   − азимут, от-
считываемый в горизонтальной плоскости 
oxz от оси oz  в положительном направлении 
против часовой стрелки;   − угол места, отсчи-
тываемый от плоскости oxz . Антенна в виде    
Q-элементной плоской антенной решетки (АР) 
работает на излучение и прием отраженных сиг-
налов. Принимаемые антенной сигналы парал-
лельно и независимо в q-х каналах ( Qq ,1 ,       
Q – число каналов) проходят тракт первичной 
обработки [8], включающий стробирование по 
дальности, фазовое детектирование, низкочас-
тотную фильтрацию и аналого-цифровое преоб-
разование (АЦП) с частотой дискретизации дf . 
На входе алгоритмов дальнейшей обработки 
имеем последовательность комплексных сигна-
лов )( tsqi  в i-х элементах дальности ( Mi ,1 )  

в μ-е моменты времени t ( N,1 ), где M и        
N − соответственно число элементов разрешения 
по дальности и объем выборки (количество зон-
дирующих импульсов в пачке). 

Временные последовательности )( tsqi , 

N,1  в каждом i-м элементе разрешения 
дальности и q-м канале независимо подаются на 
алгоритмы дискретного (ДПФ) или быстрого 
(БПФ) преобразования Фурье, на выходе кото-
рых образуются частотные последовательности 

)(*
jqi fs , Nj ,1  по ширине спектра ],[ 1 Nff , 

где 01 f , дN ff  . 
При наблюдении земной поверхности в по-

лосе ],[ 1 Nff  выделяется узкая полоса n частот 

],[
1 njj ff ],[ 1 Nff , Nn  , соответствующая 

отражению от элементов поверхности в преде-
лах ширины ДНА, с шагом Nfh Nf / , обеспе-
чивающим разрешение по частоте. Каждая j-я 
частота, ],[

1 njj ffj  , соответствует одному или 
нескольким (как правило, соседним) k-м элемен-
там отражения и связана с углом j  отклонения 
вектора v  путевой скорости движения носителя 
РЛС относительно луча отражения от элемента 
поверхности. Для режима ДОЛ имеем [8]: 

jj vf  cos)/2( , где λ − длина волны, а jcos  
находится с помощью скалярного произведения 
двух векторов: ),,(0

zyx vvvv 
  − орта вектора v   

и      0r = )coscos,sin,sin(cos    
− орта радиус-вектора r = ),,( zyx  точки 

),,( zyxM  − центра элемента отражения: 
 sinsincoscos yx vv   +  coscoszv , 

или 
     sinsincos)2/( yxj vvfv   +  

+  coscoszv .                          (1) 
Уравнение (1) при фиксированных  v  и jf  

представляет собой нелинейное уравнение ли-
нии доплеровской частоты (изодопы) на даль-
ности r в угловых координатах , . 

Прямоугольные координаты zyx ,,  точки 
),,( zyxM  связаны со сферическими координа-

тами ,,r  известными зависимостями: 
           ,sin,sincos  ryrx                 (2) 
                             coscosrz  .                                            

Из (1), (2) получаем линейное уравнение 
поверхности доплеровской частоты jf  в коор-
динатах zyx ,,  − уравнение плоскости: 

jzyx czvyvxv  ,  jj fvrc )2/( .       (3) 

Так как при маловысотном полете ось oz  
составляет малый угол с плоскостью земной 
поверхности, то при малой ширине круговой 
ДНА ( 00 31  ) практически можно принять 

rz  . Тогда уравнение (3) принимает вид 

jyx cyvxv  ,   ])2/[( zjj vfvrc   .      (4) 

Уравнение (4) представляет собой уравне-
ние  прямой в координатах x, y, соответствую-
щей j-й частоте. На этой прямой в пределах ши-
рины ДНА расположены элементы отражения с 
искомыми координатами yx, . 

В частном случае переднебокового обзора, 
когда вектор скорости носителя РЛС располо-
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жен в плоскости xoz : ),0,(0
zx vvv 

  и его со-
ставляющая 0yv , уравнение (4) упрощается: 

    jx cxv  ,      ])2/[( zjj vfvrc   .        (5) 

В этом случае (5) представляет собой урав-
нение вертикальной прямой. При этом коорди-
ната x однозначно определяется доплеровской 
частотой  jf :   xj vcx / , а координата  y  под-
лежит оцениванию. 

Задача заключается в нахождении коорди-
нат zyx ,,  элементов отражения в  i-х элементах 
дальности на j -х частотах на основе сигналов 

)( jqi fs , Mi ,1 , Nj ,1 , Qq ,1 . Совокуп-
ность искомых координат ),,(),,,( tjiytjix , 

),,( tjiz  на множестве значений Mi ,1 , nj ,1  
с привязкой  к текущему моменту времени  t  
представляет искомое трехмерное изображение 
поверхности в пределах зоны видимости РЛС. 

Учитывая, что обработка сигналов ведется 
независимо в i-х элементах дальности ir , сим-
вол i при дальнейшем изложении опускается. 

Модель сигналов. При наблюдении по-
верхности временные последовательности  

)( tsq , N,1  могут быть описаны следую-
щей зависимостью: 

)( tsq =

 
 

n

j
jjj

m

k
jjq tfiDU

kkk

j

kk1 1
2[exp{),(),(   

)(]}),()/2(  tpqjjq kk
 .              (6) 

Суммирование по j в (6) ведется по числу n 
частот, расположенных в полосе ],[

1 njj ff  с ша-
гом fh . Каждому шагу по частоте соответствует 
элемент отражения земной поверхности. Сум-
мирование по k ведется по jm  элементам отра-
жения на j-й частоте. Общее количество наблю-
даемых элементов поверхности в срезе дально-
сти r составляет nmmm  ...21 . В частном 
случае, определяющем характер гладкой по-
верхности, принимается njm j ,1,1   и мо-
дель (5) упрощается: 




  tfiDUts jjj

n

j
jjqq 2[exp{),(),()(

1
              

)(]}),()/2(  tpqjjq  .                 (7) 

Здесь Qq ,1 ; ),( U  − амплитуда отра-
жающего элемента с угловыми координатами 
, : 0),( UU   , ),(    − коэффици-

ент отражения, зависящий от , ; 0U  − ампли-
туда зондирующего сигнала; ),( D  − ампли-
тудная характеристика ДНА на излучение и 
прием, например: 

)}//(exp{),( 2222
0    kD ,

ryrx /,/   , где 0k − известный коэффи-
циент ( 78,20 k );   и   − ширина ДНА по 
азимуту и углу места на уровне 0,5 мощности;   
i – мнимая единица; ),(  q  − запаздывание 
или опережение по фазе принимаемого отра-
женного сигнала от элемента с угловыми коор-
динатами ,  в q-м приемном элементе антен-
ны по сравнению с центром антенны;   − со-
ставляющая фазы в элементе разрешения даль-
ности:   0/4 r ,  0  − начальная 
фаза;   − случайная величина, равномерно рас-
пределенная на ]2,0[   и описывающая неопре-
деленность отражения в элементе дальности (  
меняет свое значение по элементам дальности); 

)( jq tp  − комплексный белый шум с нулевым 

средним (шум аппаратуры) и дисперсией 2
p ; 

q  − мультипликативная помеха с единичным 
средним, моделирующая флуктуации сигналов в 
q-х каналах. 

Отсчет времени t  ведется с частотой дис-

кретизации дf , обеспечивающей отсутствие 
эффекта “растекания частот” при ДПФ, т.е. для 
каждой частоты ],[

21 jjj fff   выполняется ра-
венство: Nfqf дj / , где q – целое число.  

Величина ),(  q  определяется как раз-
ность расстояний: qq rr  , где r − удаление 
точки с координатами zyx ,,  от центра антен-
ны; qr  − удаление точки от центра q-го прием-
ного элемента антенны с известными координа-
тами qq yx  ,  и  0qz . Тогда 

 222222 )()( zyyxxzyx qqq

222 )(2 yxyyxxrr qq  .                  (8) 

Формула (8) дает нелинейную зависимость 
q  от yxr ,, . Для практического расчета q  

примем допущение. Представим сферический 
фронт отраженной волны, достигшей централь-
ного элемента антенны, касательной плоскостью 
(плоским фронтом) с нормальным вектором 

),,( zyxn 
 = ,sin,sin(cos r )coscos  , 
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направленным к центру антенны, или ортом век-
тора нормали   )coscos,sin,sin(cos0 n . 
Считаем, что плоский фронт волны с таким же 
нормальным вектором достигает центра осталь-
ных приемных элементов антенны. Тогда вели-
чина q  определится как отклонение центра q-го 
приемного элемента (точки с координатами 

0,, qq yx ) от плоскости, проходящей через       

начало координат с вектором нормали 0n , по 
формуле: 

 sinsincos qqq yx  , 

или с учетом ryrx /sin,/sincos    имеем: 

ryyxx qqq /)(  .                 (9) 

Формула (9) дает линейную зависимость 
q от yx,  при известном  r. 

Из модели (7) видно, что угловые координа-
ты  ,  центров отражающих элементов содер-
жатся в амплитудной и фазовой частях обраба-
тываемых сигналов. Причем измеряемая раз-
ность фаз q , взятая относительно центра ан-
тенны ( 00  ) при малых углах , , однознач-
но определяет q :  

qqq  )/2(0  ,          (10) 

где q     ),()/2(2
kkk jjqj tf .  Так, 

если  q  меняется в пределах   q0 , что 
соответствует малым углам , , разность фаз 
меняется в пределах    и между q  и 

q  устанавливается однозначное соответствие 
(10). В работе считается, что для узкой ДНА, 
характерной для фазированной АР, прием сигна-
лов ведется с направлений однозначного изме-
рения фазы. Также не рассматривается поправка 
на сферичность фронта волны. 

В результате ДПФ временные последова-
тельности )( tsq , N,1   одновременно в q-х 

каналах ( Qq ,1 ) преобразуются в частотные 
последовательности )(*

jq fs , Nj ,1 . Для n час-
тот  ],[

1 njjj fff ],[ 1 Nff , Nn  , принима-
ется модель: 

         


),(),()(
1

*
kk

j

kk jj

m

k
jjqjq DUfs   

    )(]}),([exp{ *
0 jqjjq fpyxci

kk
  ,     (11) 

где “*” − символ ДПФ,   )/(20  rc  ,    
 ),( kkq yx kqkq yyxx  . 

Или в частном случае njm j ,11  : 

               ),(),()(*
jjjjqjq DUfs   

       )(]}),([exp{ *
0 jqjjq fpyxci   .      (12) 

Совокупность измерений )(*
jq fs , Qq ,1 , 

полученных в q-х каналах на каждой  j-й частоте 
],[

1 njjj fff  , используется в дальнейшем для 
нахождения оценок координат jj yx ,  при  

nj jjjrz ,1 . 
Решение задачи формирования изображения 

земной поверхности представлено следующими 
алгоритмами. 

Алгоритм 1 (метод пеленгационных ха-
рактеристик). Используется 4-канальная АР 
( 4Q ), приемные элементы которой располо-
жены на плоскости в точках с координатами     

 dydx  11 , ,      dydx  22 , ,   
dydx  33 ,  , dydx  44 , , где db 2  

− базовое расстояние между центрами соседних 
элементов. 

Алгоритм основан на методе построения пе-
ленгационных характеристик [5, 6] и сводится к  
указанным далее операциям. 

1. После прохождения тракта первичной об-
работки в каждом i-м элементе дальности ir  и q-

м канале ( Qq ,1 ) на выходе АЦП образуются 
временные последовательности )( tsq , N,1 , 
отвечающие модели (7). Эти последовательности 
параллельно в q-х каналах подаются на блоки 
ДПФ. На выходах ДПФ получаются частотные 
последовательности )(*

jq fs , Nj ,1  в полосе 
частот ],[ 1 Nff . 

2. В полосе ],[ 1 Nff  рассматриваются только 
n доплеровских частот   ],[

1 njjj fff ],[ 1 Nff , 
соответствующих полосе земной поверхности и 
отвечающих модели (12). Для таких частот мо-
дуль |)(| *

jq fs  превышает порог обнаружения 

полезного сигнала во всех каналах ( Qq ,1 ). 
3. На каждой частоте jf , nj ,1  спектраль-

ные характеристики в q-х каналах запоминаются 
как  *

qs , Qq ,1 . Запомненные комплексные ве-
личины подаются на вход алгоритма оценивания 
координат. Алгоритм выполняет следующие 
операции. 

4. Определяются суммарный и разностные 
сигналы: 

*
4

*
3

*
2

*
1 ssssS   ,  *

4
*
1

*
3

*
2 ssssS X   , 
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                   *
2

*
1

*
4

*
3 ssssSY   . 

5. Вычисляются пеленгационные характери-
стики: 

}/Im{  SSU XX
 ,  }/Im{  SSU YY

 . 
6. Находятся координаты центра элемента 

отражения по формулам: 

XUkx 1ˆ  , YUky 1ˆ  ,  222 ˆˆˆ yxrz  , 
                           )2/(1 drk  . 

7. Операции 1- 6 повторяются для всех i-х 
элементов дальности ( Mi ,1 ). 

Алгоритм 2 (Метод разности фаз).  Ис-
пользуется 4-канальная АР ( 4Q ), приемные 
элементы которой расположены на плоскости в 
точках с координатами: 

      0, 11  ydx ,      dyx  22 ,0 ,  
      0, 33  ydx ,   dyx  44 ,0 . 

Алгоритм основан на фазовом методе [7].  
1-3, 7. Эти пункты совпадают с предыду-

щим алгоритмом. 
4. Определяются аргументы комплексных 

величин *
qs  − фазы  }arg{ *

qq s , Qq ,1 . 
5. Вычисляются разности фаз: 
        31   X ,   42   Y . 
6. Находятся координаты точки отражения 

по формулам: 

Xkx  2ˆ , Yky  2ˆ ,  222 ˆˆˆ yxrz  , 
)4/(2 drk  . 

Алгоритм 3 (Метод восстановления). Ис-
пользуется матричная АР ( 4Q ), приемные 
элементы которой расположены на плоскости в 
матричном порядке (в i-х строках и j-х столб-
цах) в точках с координатами: 

diydjx qq  , ,    xnj ,1 , yni ,1 ,   
                     )12)(12(  yx nnQ . 

Алгоритм основан на методе восстановле-
ния амплитуд [5, 6] и ориентирован на передне-
боковой обзор, представленный зависимостью 
(5), где частота jf  определяет координату x и 
оценке подлежит одна координата y.  Придавая  
y  ряд дискретных значений ky , Kk ,1  (здесь 
k – номер дискретизации, K – заданное число 
элементов дискретизации) по линейной ширине 
ДНА на дальности r, получаем K точек на линии 
доплеровской частоты с координатами  kyx, , 

Kk ,1 . Для всех этих точек справедлива мо-
дель измерения (11), где Km j  , или в матрич-
ной форме: 

PGUS  ,                         (13) 

где  S – Q-вектор измерений *
qs ; G – QxK-

матрица коэффициентов ДНА qkG : 

},(exp{),( 0 kkqkkqk icDG   , 

)}//(exp{),( 2222
0    kk kD ; 

ryrx kk /,/   ;               (14)                  
U – K-вектор искомых амплитуд kU ;  
P – Q-вектор шумов *

qp .  
Алгоритм. 
1-3, 7. Эти пункты совпадают с предыдущи-

ми алгоритмами. 
4. Для модели (13) заранее находится      

KxQ-псевдообратная матрица G . 
5. Для полученного вектора  S  измерений  

*
qs , Qq ,1  вычисляется вектор оценок Û : 

SGU ˆ ,                        (15) 
Элементами вектора Û  являются оценки 

комплексных амплитуд kÛ  для k-х элементов 
дискретизации. Практически (15) сводится к ум-
ножению комплексных измерений *

qs  на извест-
ные комплексные весовые коэффициенты       

kqw  − элементы матрицы G  и суммированию: 

*

1

ˆ
q

Q

q
kqk swU 


,   Kk ,1 . 

В соответствии с методом максимального 
правдоподобия наибольшими амплитудами 
должны обладать те  k-е оценки  kÛ , координа-
ты которых ky  соответствуют наблюдениям  *

qs , 

Qq ,1 . 
6. Выбирается  k-я оценка с максимальной 

амплитудой: |ˆ|max kU . Ей соответствует оценка 
координаты y: kyy ˆ . Оценки  координат x, z 
будут:   xj vcx /ˆ  ,     ])2/[( zjj vfvrc   ;  

                       222 ˆˆˆ yxrz  . 

Алгоритм 4 (Метод максимума ампли-
тудной характеристики ДНА 

Используется линейная АР, центры прием-
ных элементов которой расположены на оси  oy  
в Q точках с координатами diyx qq  ,0 ,  

yni ,1 , 12  ynQ . Биссектрисы диаграмм 
направленности q-х приемных элементов АР 
смещены по углу места   на величину q0  та-
ким образом, что амплитудная характеристика 
ДНА  каждого q-го канала зависит от q0 : 
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)}/)(/exp{),( 22
0

22
0    qkkq kD , 

ryrx kk /,/    .                   (16) 
Практически это достигается за счет про-

странственной ориентации q-го элемента АР по 
углу места в направлении q0 ,  или  электрон-
ного управления лучом. Величины q0  задаются 
на промежутке ]2/,2/[    с шагом 

)1/(  Qh  . Данный алгоритм, подобно 
алгоритму 3, ориентирован на переднебоковой 
обзор, представленный зависимостью (5), когда 
требуется найти оценку одной координаты  y. 
Алгоритм. 

1-3, 7. Эти пункты совпадают с предыду-
щими алгоритмами. 

4. Для полученных измерений  *
qs , Qq ,1  

вычисляются модули || *
qs , которые дают рас-

пределение амплитуд || *
qq sA  , Qq ,1  вдоль 

оси  oy  с шагом дискретизации  h  по углу 
места. 

5.  В последовательности }{ qA  выбирается 
максимальная по q амплитуда qq

AA maxmax  . 

Соответствующий maxA  номер q дает началь-
ную оценку координаты  y  с точностью, равной 
величине линейного шага  hrhy  : 

)1(2/ˆ 0  qhry y . 
6. Оценка 0ŷ  уточняется по трем значениям 

амплитуд 11 ,,  qqq AAA : методом параболиче-
ской интерполяции находится смещение y  в 
сторону точки максимума и вычисляется уточ-
ненная оценка yyy  0ˆˆ . Оценки координат 
x, z  вычисляются так же, как в алгоритме 3. 

Моделирование работы алгоритмов. Ра-
бота алгоритмов 1 – 4 моделировалась в услови-
ях переднебокового обзора (5). При скорости 
летательного аппарата v = 100 м/с орт вектора 
скорости задавался  )2/1;0;2/1(0 v .  На 
дальности  r = 1000 м  подлежала рассмотрению  
полоса склона земной поверхности. При ширине 
круговой ДНА 02  на дальности r высота склона 
по оси oy составляла 34 м, протяженность по 
оси ox − 34 м. Центры элементов отражения 
общим числом 25n  шли с шагом  1,36 м по 
осям ox и oy в сторону уменьшения высоты.  
Оценке подлежали пространственные коорди-
наты этих центров. Зондирующие импульсы 
числом 5000N  при моделировании отража-
лись от центров элементов полосы поверхности 

с коэффициентом 1 . При длине волны 
м01,0  отраженные сигналы принимались в 

Q элементах АР с базовым расстоянием 
мb 1,0  и после прохождения тракта первич-

ной обработки в Q каналах формировались в 
соответствии с моделью (7). При частоте дис-
кретизации 100дf  кГц после АЦП получа-
лись Q временных последовательностей длиной 

5000N  каждая, которые подвергались ДПФ. 
В общей полосе частот ]100,0[ кГц  полоса доп-
леровских частот, соответствующая отражаю-
щим элементам поверхности, составляла 

]4,14;9,13[ кГцкГц  с разрешением по частоте 20 
Гц. Полученные в результате ДПФ спектраль-
ные последовательности подавались на вход 
алгоритмов 1 – 4 обработки данных. Результаты 
моделирования представлены ниже. 

В таблицах 1 – 4 показано влияние адди-
тивного шума )( tpq  в модели (7) на точность 
работы алгоритмов 1 – 4.  Даны зависимости 
средней ошибки  определения пространствен-
ных координат центров элементов отражения и 
оценок СКО этих ошибок от отношения сигнал-
шум  С/Ш = )/lg(20 0 pU  . 
Таблица 1 − Влияние аддитивного шума 
на алгоритм 1                                    

С/Ш дБ 20 30 40 50 60 70 
Ошибка 

(м) 1,138 1,049 1,016 0,980 0,947 0,893 

СКО 
(м) 0.845 0,839 0,820 0,789 0,726 0,538 

Таблица 2 − Влияние аддитивного шума  
на алгоритм 2                                   

С/Ш дБ 20 30 40 50 60 70 
Ошибка 

(м) 0,525 0,515 0,510 0,495 0,481 0,448 

СКО 
(м) 0,352 0,342 0,331 0,296 0,264 0,256 

Таблица 3 − Влияние аддитивного шума  
на алгоритм 3                                    

С/Ш дБ 20 30 40 50 60 70 
Ошибка 

(м) 1,268 1,074 0,997 0,969 0,933 0,845 

СКО 
(м) 1,048 0,954 0,767 0,756 0,750 0,743 

Таблица 4 − Влияние аддитивного шума  
на алгоритм 4                                

С/Ш дБ 20 30 40 50 60 70 
Ошибка 

(м) 0,688 0,643 0,625 0,599 0,573 0,523 

СКО 
(м) 0,584 0,514 0,498 0,404 0,359 0,334 

Видно преимущество алгоритма 2 по точно-
сти определения координат в условиях данного 
эксперимента. 
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В таблицах 5 – 8 показано влияние мультип-
ликативной помехи q  при фиксированном от-
ношении С/Ш = 60 дБ. Действие q  моделиро-
валось случайным изменением  q  по q-м   ка-
налам с отклонением на указанный процент от-
носительно ее среднего значения. Видно также 
преимущество алгоритма 2.  
Таблица 5 − Влияние мультипликативной помехи 
на алгоритм 1 

Помеха 0   % 4 8 12 16 20 
Ошибка 

(м) 0,947 1,008 1,053 1,106 1,151 1,227 

СКО 
(м) 0,726 0,750 0,779 0,791 0,828 0,866 

Таблица 6 − Влияние мультипликативной помехи 
на алгоритм 2   

Помеха 0   % 4 8 12 16 20 
Ошибка 

(м) 0,481 0,494 0,498 0,500 0,506 0,523 

СКО 
(м) 0,264 0,285 0,290 0,296 0,298 0,301 

Таблица 7 − Влияние мультипликативной помехи 
на алгоритм 3  

Помеха 0   % 4 8 12 16 20 
Ошибка 

(м) 0,933 0,947 1,382 2,192 3,570 4,799 

СКО 
(м) 0,750 0,839 1,311 5,021 5,058 5,061 

Таблица 8 − Влияние мультипликативной помехи 
на алгоритм 4  

Помеха 0   % 4 8 12 16 20 
Ошибка 

(м) 0,573 0,635 0,654 0,690 0,794 0,930 

СКО 
(м) 0,359 0,600 0,757 0,765 0,783 0,791 

Выводы. В условиях проведенного модель-
ного эксперимента сравнительный анализ пока-
зывает, что наибольшей точностью обладает  
 

алгоритм 2, основанный на фазовом методе 
оценивания координат. Данный алгоритм может 
найти применение в существующих бортовых 
системах наблюдения за земной поверхностью. 
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И.В. Бодрова, О.А. Бодров, В.В.Солдатов 
ВЛИЯНИЕ ПАРАМЕТРОВ СТОКСА НА КОЭФФИЦИЕНТ  

ПОЛЯРИЗАЦИИ ПРИ ИССЛЕДОВАНИЯХ ФОТОМЕТРИЧЕСКИХ  
ХАРАКТЕРИСТИК КОСМИЧЕСКОГО МУСОРА 

Предложена методика для вычисления параметров вектор-функции 
Стокса рассеянного светового потока при фотометрических исследованиях 
космического мусора для случая, когда поляризационные элементы располо-
жены перед изучаемым космическим объектом. Произведен расчет четырех 
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компонентов вектора Стокса, а также изучена зависимость коэффициента 
поляризации от каждого из изучаемых параметров. 

Ключевые слова: параметры Стокса, коэффициент поляризации, мат-
рица Мюллера. 

Введение. Физические свойства и геометрия 
рассеивающей поверхности имеют важное зна-
чение для решения прямой и обратной задач фо-
тометрии космических объектов. При оптиче-
ском мониторинге удаленных космических объ-
ектов, в частности космического мусора техно-
генного и естественного происхождения, боль-
шую долю полезной информации о структуре 
изучаемого объекта могут дать поляриметриче-
ские измерения [1, 2, 3]. 

Цель работы – применение математических 
методов обработки информации для исследова-
ния поляризации светового потока, рассеянного 
космическим мусором, на основе оптических 
наблюдений. 

Космический объект (КО) рассматривается в 
сферической системе координат (рисунок 1).  
 

 
Рисунок 1 – Космический объект в сферической 

системе координат 

Начало координат совмещено с исследуе-
мым объектом, нормаль к касательной плоскости 
исследуемой поверхности космического объекта 
(КО) является осью Oz , 

1  – угол между направлением на излучатель и 
нормалью к поверхности; 

2  – угол между направлением на приемник из-
лучения и нормалью к поверхности; 

1  – азимутальный угол проекции вектора 1n  на 
плоскость XOY (проекция совмещена с положи-
тельным направлением оси Ox 1 =0); 

2 – азимутальный угол проекции вектора 2n  на 
плоскость XOY с положительным направлением 
оси Ox ; 
  – угол между направлениями на излучатель и 
приемник излучения. 

Постановка задачи  
Как известно, состояние поляризации  рас-

сеянного излучения характеризуется вектором 
Стокса ),,,( 3210 SSSSS  . Первый компонент 

вектора Стокса 0S  характеризует интенсивность 
светового потока [4, 5, 6]. Физический смысл 
параметров 321 ,, SSS   практически не изучен. В 
связи с этим вызывает интерес исследование за-
висимости коэффициента поляризации от пара-
метров Стокса.  

Предлагается методика обработки получен-
ной информации на основе  функциональной 
схемы устройства для измерения интенсивности 
излучения, рассеянного космическим мусором. 

Анализируется влияние компонентов векто-
ра Стокса на коэффициент поляризации и прове-
ряется адекватность расчетов.  

Как правило, функциональные схемы реше-
ния задач фотополяриметрии удаленных объек-
тов всякий раз адаптируются под конкретные 
космические тела, различаемые по размеру и 
удаленности. Параметры Стокса нуждаются в 
оптимальном усреднении во времени, при этом 
критерии усреднения выбирались эвристически. 
Исходными данными для расчета параметров 
Стокса является интенсивность рассеянного из-
лучения, которая измеряется с помощью устрой-
ства, функциональная схема которого показана 
на рисунке 2. 

На поверхность изучаемого объекта падает 
естественный неполяризованный световой по-
ток. После отражения от поверхности изучаемо-
го объекта световой пучок приобретает некото-
рую поляризацию, поэтому рассеивающая по-
верхность может быть представлена в качестве 
поляризатора светового потока. Для измерения 
интенсивности излучения и последующего рас-
чета параметров Стокса используются фотопри-
емник, анализатор и модулятор, которые позво-
ляют вычислить необходимые параметры [4, 7]. 
В качестве базового выбирается подход, осно-
ванный на последовательном изменении пара-
метров анализатора и модулятора. Параметрами 
анизотропии выбраны:   – угол поворота плос-
кости поляризации,   – фазовый сдвиг. 

Для случая, когда поляризационные элемен-
ты расположены между фотоприемником и рас-
сеивающим объектом, целесообразно использо-
вать  следующую функциональную схему, кото-
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рая адаптирована для наблюдения за  объектами 
космического мусора в околоземном простран-
стве. Данная схема предназначена для измерения 
интенсивности излучения, расчета параметров 
Стокса и коэффициента поляризации рассеянно-
го поля. Схема  представляет собой фотоприем-
ник рассеянного излучения с расположенными 
перед ним анализатором и модулятором (рису-
нок 2). Наблюдения однозначно соответствуют 
приведенной схеме, на основе которой осущест-
вляются теоретические расчеты и проверяется 
адекватность экспериментальных данных.   

 
Рисунок 2 – Функциональная схема устройства 

для измерения интенсивности рассеянного 
 излучения 

Модель отражения светового потока от 
рассеивающей поверхности. Световой пучок, 
падающий на космический объект и рассеянный 
им, обычно рассматривается как гармоническая 
волна tieREtRЕ  )(),( , где ),( tRE  – напря-
женность светового поля в момент времени t  и в 
точке R  пространства,  частота световой 
волны. 

Будем рассматривать световой пучок в виде 
тензора светового поля  

s

ss EЕФ , где        

sЕ – гармоника с положительной частотой  , 
sЕ – гармоника с отрицательной частотой, 

yx iEЕЕ   – некогерентная простая волна с 
положительной частотой, yx EЕ ,  – проекции 

вектора Е  на оси, перпендикулярные к направ-
лению распространения световой волны, 

  yx iEЕЕ  – некогерентная простая волна с 
отрицательной частотой. 

Состояние поляризации светового поля пол-
ностью характеризуется параметрами Стокса: 

22
0 yx EES  ; 

22
1 yx EES  ; 

 yx EES Re22 ; 
 yxEES Im23 , 

где  – выбранная операция усреднения по 
времени. 

Для естественного неполяризованного света 
0321  SSS , следовательно, нормированный 

вектор Стокса для естественного света рассмат-
ривается как  0,0,0,1S . 

В соответствии с предлагаемой функцио-
нальной схемой регистрации изучаемых пара-
метров составлено матричное уравнение, его па-
раметры подобраны под данную конкретную 
задачу: 

SMRRS  )()( 12  , 

где S   – вектор-столбец Стокса падающего на 
изучаемый объект излучения, размер )14(  , S  – 
вектор-столбец Стокса регистрируемого излуче-
ния, размер )14(  , 

)( 1R  – матрица поворота падающего излучения 
к плоскости рассеяния: 
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M  – матрица Мюллера рассеивающего объекта 
размерностью )44(  , характеризующая рассеи-
вающие свойства поверхности; 

)( 2R  – матрица поворота рассеянного излуче-
ния к плоскости рассеяния )( 2R : 
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Непосредственно расчет матрицы Мюллера 
в данном исследовании не проводился. 

Методика расчета параметров Стокса. В 
соответствии с представленной функциональной 
схемой  производились измерения интенсивно-
сти  излучения, рассеянного техногенным кос-
мическим объектом. Исследования проводились 
на базе Рязанской астрономической обсервато-
рии. Измерения интенсивности рассеянного из-
лучения производились по сетке 00 66  , 

0
2

0 3600   , 0
2

0 1800   , .1280
1   Ре-

гистрация интенсивности светового потока осу-
ществлялась с помощью наземных оптических 
средств на базе ПЗС-приемников. Все расчеты 
произведены для квазимонохроматического све-
та, т.е. ширина  спектра световой волны v  на 
два порядка меньше значения средней частоты 
световой волны 0v . Частоты 0v  в оптическом 
диапазоне принимают значения 1410  Гц, сле-
довательно, ширина спектра 1210v  Гц. 

Параметры Стокса ),( 22 S численно рас-
считаны с помощью четырех измерений интен-

КО 

 Анализатор  Модулятор  Излучатель Фотоприемник 
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сивности излучения путем изменения угла на-
клона анализатора   и сдвига фаз   между гар-
мониками xE и yE  с помощью модулятора для 
каждого измерения [4, 6]. Расчет производился с 
помощью системы  

),2sinsin
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. 

Поле рассеяния второй компоненты вектора 
Стокса 1S  в сферической системе координат по-
казано на рисунке 3. Ось Oz  направлена на ис-
точник света. 

Расчет коэффициента поляризации и 
оценка влияния на него параметров Стокса 

Коэффициент поляризации P  рассеянного 
излучения связан с параметрами Стокса сле-
дующим соотношением:  

0

2
3

2
2

2
1

S
SSS

P


 ,       10  P , 

0P  для неполяризованного света,  
1P  для эллиптически поляризованного света. 
Поле рассчитанного коэффициента поляри-

зации для изучаемого объекта в сферической 
системе координат показано на рисунке 4.  

 
Рисунок 3 – Поле рассеяния второй компоненты 

вектора Стокса 

Как можно видеть, на отдельных участках 
при значениях  0

2
0 15075  , 0

2
0 13540  , а 

также 00 140110  , 0
2

0 285210   наблю-
даются  отличные от нуля значения коэффици-

ента поляризации ( Р 0,3-0,6). Кроме того, в 
этих областях  наблюдаются высокие значения 
первых двух компонентов 0S  и 1S  вектора Сто-
кса при практически нулевых значениях пара-
метров 2S и 3S . На остальных участках  пара-
метры Стокса и коэффициент поляризации мало 
отличны от нуля, что связано с низкой интен-
сивностью рассеянного светового пучка в дан-
ных областях измерения. На полученных графи-
ках наблюдается четко выраженный максимум 
коэффициента поляризации при углах 2 и 2 , 
близких к 090 . Среднее значение коэффициента 

поляризации )(P достигает величины 0,7. 

 
Рисунок 4 – Поле коэффициента поляризации 

Компоненты вектора Стокса имеют различ-
ный физический смысл. Как известно, физиче-
ский смысл первого компонента вектора Стокса 
– это интенсивность рассеянного излучения. В 
данной работе ставилась задача оценить влияние 
второго компонента Стокса на коэффициент по-
ляризации. 

При изучении поля рассеяния параметров 
Стокса и коэффициента поляризации наблюда-
ется зависимость Р  от параметра 1S . В резуль-
тате расчетов было выявлено, что вклад пара-
метров 2S и 3S  в поляризацию минимальный, 
поэтому ими можно пренебречь.  

Рассчитан коэффициент корреляции r меж-
ду параметром поляризации )(P и параметром 
Стокса 1S  (далее 2 обозначается как  , 2  как 
 ), который определяется следующим образом: 

 
)()((

)()(),(
1

11
1 SP

PSSPMSPr







 


 , 

где )())(( 11   PSSPM   – ковариация, 
))((  P , )( 1S   среднеквадратические откло-

нения коэффициента поляризации и параметра 
Стокса 1S  соответственно. 
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Полученный коэффициент корреляции равен 
значению 0,793, что подтверждает высокую сте-
пень коррелированности коэффициента поляри-
зации и параметра Стокса 1S . Проверка значи-
мости коэффициента корреляции произведена с 
помощью квантиля распределения Стьюдента 
при уровне значимости 0,01 [8].  

73.09,01.0  kP , что указывает на сущест-
венную связь между изучаемыми параметрами, 
т. к  9,01,01),(  kPSPr  . 

Для изучения характера зависимости был 
проведен регрессионный анализ коэффициента 
поляризации и параметра Стокса 1S .  

На рисунке 5 изображен график уравнения 
парной линейной регрессии между исследуемы-
ми параметрами. Коэффициенты парной регрес-
сии рассчитаны методом наименьших квадратов 
[8]. Уравнение парной регрессии имеет вид 

258.0522.0 1  SP . 

 
Рисунок 5 – График линейной регрессии между 

вторым компонентом вектора Стокса   
и коэффициентом поляризации  

Проверка адекватности регрессивной моде-
ли производилась с помощью критерия Фишера 
[8]. Критерий Фишера, вычисляемый как 

)2(
r-1

r
2

2

 nFЭ , где r  полученный коэффи-

циент корреляции,  принимает значение 
11,78ЭF  при теоретическом его значении 

тF = 5,12, что позволяет признать адекватность 
данной модели. 

Заключение. В результате исследования 
обосновано применение данной функциональной 
схемы для  измерения интенсивности рассеянно-
го излучения и расчета параметров Стокса. Для 
данного эксперимента рассчитаны компоненты 
вектора Стокса. Выявлена корреляционная зави-
симость между коэффициентом поляризации 
рассеянного излучения и параметром 1S  вектора 
Стокса. Получено уравнение парной корреляции 
данных параметров и установлена адекватность 
исследуемой регрессионной модели на основе 
критерия Фишера. Таким образом, можно сде-
лать вывод о зависимости между коэффициен-
том поляризации и вторым компонентом вектора 
Стокса, которую возможно рассматривать как 
близкую к линейной.  

Библиографический список 
1. Муртазов А.К. Мониторинг загрязнения око-

лоземного пространства оптическими средствами – 
Рязань. 2010. – 248 с. 

2. Mironov V.V. A comparison of systems for re-
cording space debris// Cosmic Research. – 1996. – 
Vol. 34. – № 4. – P. 382-386. 

3. Mironov V.V.  A Technique for Estimating the 
Space Debris Density from the Data of Onboard Re-
cording Systems// Cosmic Research. – 2004. – Vol. 41. –
 № 2. – P. 204-208. 

4. Розенберг Г.В. Вектор-параметр Стокса. // Ус-
пехи физических наук. – 1955. – С. 77-110. 

5. Ухинов С.А. Методы Монте-Карло с вычисле-
нием производных для решения задач теории перено-
са излучения с учетом поляризации: дисс. – Новоси-
бирск. – 2010. – 235 с. 

6. Белошенков А.В. Поляризационные индикатри-
сы рассеяния в прямой и обратной задачах фотомет-
рии удаленных объектов: дисс. – Саратов. – 1996.  –
111 с. 

7. Савенков С.Н., Климов А.С., Оберомок Е.А., 
Осовский С.А. Оптимизация измерения матрицы 
Мюллера с использованием обобщенного временного 
подхода// Вестник Днепропетровского университета. 
Серия «Физика. Радиоэлектроника». – Днепропет-
ровск. 2008. – Выпуск 15. – C. 23-29. 

8. Крамер Н.Ш. Теория вероятностей и матема-
тическая статистика – М., 2009. – 550 с. 

 

 



                              ISSN 1995-4565. Вестник РГРТУ. № 4 (выпуск 50). Часть 1. Рязань, 2014 22 
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А.И. Бобиков, Д.М. Грушин 
ИНСТРУМЕНТАРИЙ ДЛЯ СИНТЕЗА НЕЛИНЕЙНОГО РЕГУЛЯТОРА, 

ОСНОВАННОГО НА РЕШЕНИИ ЗАВИСЯЩЕГО ОТ СОСТОЯНИЯ 
УРАВНЕНИЯ РИККАТИ В СРЕДЕ GUI СИСТЕМЫ MATLAB  

Рассматривается задача, целью которой является разработка инстру-
ментария для синтеза регулятора нелинейных систем, представленных мо-
делью «вход-состояние-выход». При проектировании регулятора применя-
ется метод, основанный на решении ЗСУР. Применение ЗСУР регулятора 
позволяет привести вектор состояния и сигнал управления к нулевым значе-
ниям. Для решения задачи слежения применяется интегральное ЗСУР управ-
ление. В приложении реализована возможность проектирования системы 
управления с наблюдателем состояния, который основан на решении зави-
сящего от состояния алгебраического уравнения Риккати (ЗСАУР). 

Ключевые слова: нелинейные системы, ЗСУР регулятор, наблюдатель 
ЗСАУР, интегральное ЗСУР управление. 

Введение. Модели, которые адекватно опи-
сывают свойства объекта во всем рабочем диа-
пазоне,  почти всегда являются нелинейными. В 
связи с вышесказанным возникла необходимость 
разработки и применения нелинейных методов 
управления. 

Существуют многочисленные методы нели-
нейного управления, каждый со своими плюсами 
и минусами. Область применения большинства 
из них достаточно узка [8]. 

Вот лишь некоторые из хорошо известных 
нелинейных методов управления с обратной свя-
зью: линеаризация обратной связью; бэкстеп-
пинг; метод функций управления Ляпунова [8]. 
Для получения оптимального закона управления 
применяют метод, основанный на решении 
уравнения Гамильтона – Якоби – Беллмана 
(ГЯБ) [11, 14]. Применение уравнения ГЯБ для 
синтеза управляющих воздействий для нелиней-
ных систем наталкивается, как правило, на 
сложности аналитического и вычислительного 
порядков [1]. Для квадратичных функционалов 
качества в задаче стабилизации можно осущест-
вить переход от скалярного уравнения в частных 
производных к матричному уравнению типа 
Риккати с параметрами, зависящими от состоя-
ния (ЗСУР), т.е. переход от метода оптимального 
нелинейного управления к методу ЗСУР [14]. 

Отметим следующие достоинства метода 
ЗСУР: 

- нахождение компромисса между примени-
мостью и вычислительными затратами; 

- возможность «интуитивно» управлять по-
ведением системы; 

- устойчивость; 
- робастность [1, 3, 4]. 
К сожалению, очень трудно найти закон 

ЗСУР управления в аналитическом виде для сис-
тем высокого порядка, поэтому возникает необ-
ходимость создания пользовательского прило-
жения, в котором применяется численный метод. 
В результате использования численного метода 
получаем набор значений сигнала управления в 
дискретные моменты времени. Второй причиной 
разработки приложения послужило желание из-
бавить проектировщика от необходимости соз-
давать для каждой нелинейной системы отдель-
ную имитационную модель в среде SIMULINK, 
а также желание позволить проектировщику со-
хранять и загружать результаты работы. 

Идея создания приложений для проектиро-
вания различных регуляторов, основанных на 
методах теории автоматического управления, не 
нова. Например, в [10] разрабатывается про-
грамма для синтеза составного нелинейного 
управления с обратной связью. Актуальность 
данной работы заключается в том, что на данный 
момент не существует отечественного приложе-
ния, позволяющего синтезировать ЗСУР регуля-
торы без применения наблюдателя состояния, с 
использованием наблюдателя состояния, а также 
позволяющего проектировать интегральное 
ЗСУР управление. Цель работы – кратко рас-
смотреть метод ЗСУР и реализовать программу в 
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пакете MATLAB, которая позволит проектиро-
вать ЗСУР управление, интегральное ЗСУР 
управление, ЗСУР управление с наблюдателем 
состояния ЗСАУР, а также проводить имитаци-
онное моделирование замкнутых систем с ЗСУР 
управлением. 

Теоретические сведения о методе ЗСУР. 
Рассмотрим следующую задачу нелинейного 
оптимального управления, где модель автоном-
ной, нелинейной по состоянию и аффинной по 
управлению системы, представлена в виде [1]: 

0( ) ( ) ( ) ( ), (0),

(0) 0, ( ) 0,

t t  

 

x f x g x u x x

f g x
     (1) 

с вектором состояния  1 , ..., T n

nx x R x , 

входом mRu , вектором ( ) nRf x  и матри-

цей ( ) n mR g x . Необходимо найти управление, 
при  котором элементы вектора состояния стре-
мятся к нулю [2]. Для синтеза такого управления 
минимизируется линейный квадратичный функ-
ционал: 

0

0

( , ( )) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

T

T

J t t t

t x t dt



 



x u x Q x x

u R u          
(2) 

где весовые матрицы n nR Q  и n mR R  зави-
сят от состояния. Матрица ( )Q х  является поло-
жительной полуопределенной, а матрица          
R  – положительно определенной. 

Так как минимизация критерия качества (2) 
требует больших вычислительных мощностей, 
применяется приближенный метод, основанный 
на решении ЗСУР. В работах Шимена и Клутье 
[2, 4] показано, что ЗСУР управление не сильно 
отличается от нелинейного оптимального управ-
ления. 

Минимизация осуществляется с помощью 
решения уравнения ЗСУР [13]. Чтобы получить  
уравнения ЗСУР, необходимо провести «расши-
ренную линеаризацию» [1], в результате которой 
модель нелинейной системы (1) можно предста-
вить как 

  0( ) ( ) ( ) , (0).t   x A x x B x u x x    (3) 
Уравнение (3) имеет линейную структуру с 

матрицами  ( )A x  и ( )B x  такими, что 

( ) ( ) , ( ) ( ). f x A x x g x B x           (4) 
Для систем выше первого порядка непре-

рывные нелинейные матричные функции 
n nR A  и m mR B  неоднозначно определяются 

с помощью расширенной линеаризации [3]. 
Фактором, влияющим на качество работы 

замкнутой системы, является выбор весовых 
матриц Q  и R , входящих в  уравнение Риккати 
и являющихся параметрами проектирования 
[12]. 

Матрица Q  представляет собой матрицу ве-
совых коэффициентов, используемую для того, 
чтобы «штрафовать»  элементы вектора состоя-
ния за слишком большие их отклонения от нуле-
вого значения. Аналогично матрица R  исполь-
зуется, чтобы «штрафовать» управляющее воз-
действие [1]. 

Для синтеза ЗСУР управления также необ-
ходимо выполнение 3-х условий. 

Условие 1. ( )f x  является непрерывно диф-
ференцируемой функцией, зависящей от х. 

Условие 2.  Состояние 0x  является точ-
кой равновесия системы, такой, что (0) 0f  
при 0u . 

Условие 3. Пара  ( ), ( )A x B x  является по-

точечно управляемой или стабилизируемой для 
x  [3]. 

Следуя технологии ЛКР, получаем управле-
ние с обратной связью по состоянию: 

1( ) ( ) ( ) ( )T u x R x B x P x x .          (5) 
При выполнении условий 1-3 матрица ( )P x  

является единственным, симметричным, поло-
жительно определенным (поточечно стабилизи-
руемым) решением зависящего от состояния 
уравнения Риккати 

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.

T

T

 

  

P x A x A x P x

P x B x R x B x P x Q x   (6) 

В результате использования ЗСУР управле-
ния находим траекторию x , которая является 
решением квазилинейного уравнения замкнутой 
системы 

1[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]T x A x B x R x B x P x x .   (7) 
Поэтому ЗСУР управление является таким, 

что нелинейный закон управления (5) определя-
ет матрицу замкнутой системы 

( ) ( ) ( ) ( ).cl  A x A x B x K x            (8) 
Эта матрица является поточечно гурвице-

вой, т. е. Re[ ( ( ))] 0 для
i cl

  A x x (здесь  – это 
собственные значения матрицы замкнутой ди-
намики) [1]. 

Нелинейные системы с ЗСУР управлением 
являются локально асимптотически устойчивы-
ми, что доказано в работах Банкса и                
Клутье [3, 4]. 

Методология проектирования наблюда-
теля, основанная на решении зависящего от 
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состояния алгебраического уравнения Рикка-
ти (ЗСАУР). Проблема проектирования наблю-
дателя возникает, как только появляется необхо-
димость во внутренней информации о системе 
при доступных внешних измерениях. Однако 
нельзя использовать много датчиков для измере-
ния сигналов, характеризующих поведение сис-
темы, по причинам их стоимости и технологиче-
ских ограничений [15]. 

Наблюдатель ЗСАУР основывается на ре-
шении двойственной (дуальной) задачи ЗСУР, 
основанной на технологии построения нелиней-
ных регуляторов [6]. При этом наблюдатель 
имеет такую же структуру, как непрерывный 
стационарный линейный наблюдатель Калмана 
[16]. В отличие от расширенного наблюдателя 
Калмана (РНК) [16], который использует   яко-
биан нелинейностей в динамике системы, на-
блюдатель ЗСАУР основан на расширенной ли-
неаризации, которая приводит нелинейную сис-
тему к линейной структуре с зависящими от со-
стояния параметрами [15]. Этот метод создает 
дополнительные степени свободы, которые 
можно использовать, чтобы преодолеть ограни-
чения традиционных методов оценивания векто-
ра состояния, такие как низкая эффективность, 
сингулярность и потеря свойства наблюдаемости 
[6].  

Рассмотрим расширенную линеаризацию 
модели нелинейной системы (3), где nRx  яв-
ляется достаточно гладкой функцией вектора 
состояния x . Выход задается  

   ( ) ,y C х x                             (9) 

где ( ) p nR C х – матрица выхода. Дифферен-
циальное уравнение для  оценки  вектора со-
стояния определяется как 

  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) , ( ) ( ) ( ) ,   x A x x x C х x C x x B x u (10) 
где  – дополнительное слагаемое наблюдателя, 
благодаря которому вектор оценок состояния 
ˆ x x  при t   . Пусть ошибка оценивания 

для системы ˆ e x x  и u  – управление. 
Наблюдатель ЗСАУР с уравнением (10) яв-

ляется субоптимальным наблюдателем, так как 
приближенно минимизирует функционал стои-
мости  

0

( )T TJ dt


  e Qe u Ru ,                (11) 

где ˆ nRx , mRu  и n nR Q – симметричная 
положительно полуопределенная матрица, а 

m mR R – симметричная положительно опреде-
ленная матрица. В работе [7] показано, что на-
блюдатель (10) обеспечивает асимптотическую 

устойчивость нулевого состояния равновесия 
системы, т.е. lim 0

t
e . Предлагаемый в статье 

нелинейный наблюдатель строится, имитируя 
наблюдатель для линейных систем. 

Чтобы найти субоптимальный наблюдатель, 
минимизируем функционал стоимости (11), ре-
шая уравнение ЗСАУР.  

Выбираем дополнительное слагаемое на-
блюдателя  

  ˆ ˆ ˆ, ( ) ( ) x C х x C x x                                

         ˆ ˆ ˆ( )( ( ) ( ) ), L x C х x C x x              (12) 
где 

1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )T L x P x C x R                 (13) 
является параметром наблюдателя и ˆ( )P x  явля-
ется решением следующего уравнения ЗСАУР 

1

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) 0.

T

T 

 

  

A x P x P x A x

P x C x R C x P x Q            (14) 

Матрицы Q  и R  позволяют настраивать 
характеристики наблюдателя. Часто матрицы Q  
и R  выбираются равными матрицам Q  и R . 
После всех преобразований получаем следую-
щее уравнение наблюдателя ЗСАУР 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .   x A x x B x u L x C х x C x x (15) 
Анализируя уравнения (12-15) и уравнения 

(3, 6), нетрудно прийти к выводу, что задача по-
строения наблюдателя ЗСАУР дуальна, другими 
словами, эквивалентна задаче проектирования 
ЗСУР регулятора. 

Интегральное ЗСУР управление. В работе 
[9] предлагается усовершенствовать метод ЗСУР 
с помощью введения в систему дополнительной 
переменной. Такая модернизация метода ЗСУР 
позволяет перейти от задачи регулирования к 
задаче слежения. Уравнения объекта управления     
(3, 9)  расширяются с помощью введения за-
дающего воздействия v и составного вектора со-
стояния x : 

0
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здесь n – порядок системы и 1 p n  . Необхо-
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димо выбрать весовые матрицы 
( ) ( )( ) n p n pR   Q x  и ( ) m mR R x . 

Затем решается расширенное уравнение 
Риккати относительно ( )P x : 

( ) ( ) ( ) ( )T  P x A x A x P x  
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.T    P x B x R x B x P x Q x  (17) 

Теперь не составит особого труда опреде-
лить интегральное ЗСУР управление, которое 
вычисляется по следующей формуле: 

1( ) ( ) ( ) ( ) .T   u x R x B x P x x            (18) 
Описание работы приложения. Для         

создания приложения с «дружелюбным» графи-
ческим интерфейсом используется специализи-
рованная среда GUIDE, входящая в состав сис-
темы MATLAB [5]. Проектировщик осуществля-
ет работу с приложением через три различных 
окна, созданных средствами среды GUIDE. 

Главное окно, с помощью которого синтези-
руется ЗСУР регулятор без наблюдателя (рису-
нок 1). 

 
Рисунок 1 – Главное окно приложения

Все, что требуется для работы – это ввести в 
текстовые поля матрицы модели системы, весо-
вые матрицы, начальные условия, порядок сис-
темы и время имитационного моделирования. 
Ввод осуществляется с помощью кнопок и тек-
стовых полей для ввода. Сначала активна только 
кнопка, отвечающая за ввод начальных состоя-
ний. Если начальное состояние введено пра-
вильно, то активируется кнопка, отвечающая за 
ввод порядка системы. В противном случае вы-
дается ошибка. При верном вводе по цепочке 
активируются кнопки, а при неправильном вводе 
– выдаются ошибки.  

В текстовых полях для ввода начального со-
стояния, порядка системы и времени моделиро-
вания вбиваются только числа, а в полях для 
ввода матриц наряду с числами используются 
символы, чтобы ввести элементы вектора со-
стояния. Кнопка, при нажатии на которую вы-
числяется ЗСУР управление и поведение вектора 
состояния при этом управлении, активируется 
последней. Для иллюстрации поведения вектора 

состояния и управления на оси выводятся их 
графики.  

На главном окне присутствует панель инст-
рументов. Все элементы панели инструментов 
предназначены для работы с графиками: лупа 
для увеличения масштаба графиков, лупа для 
уменьшения масштаба графиков, панорамирова-
ние, используемое для перемещения области 
просмотра [5]. 

После запуска приложения текстовые поля 
ввода уже заполнены для демонстрационного  
примера, чтобы пользователь разобрался с пра-
вилами ввода и чтобы продемонстрировать ра-
ботоспособность приложения. Графики измене-
ния вектора состояния и управления имеют под-
писи осей координат. У графиков изменения 
вектора состояния есть легенда, так как на гра-
фике может присутствовать большое количество 
элементов вектора состояния и без легенды бу-
дет не понятно, где на графике изображен тот 
или иной элемент вектора состояния. 

В главном окне реализовано меню с вклад-
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ками «Файл» и «Дополнительные возможности». 
С помощью подпунктов вкладки «Файл» можно 
сохранить изображение окна приложения в виде 
bmp-файла, сохранить в txt-файл данные, нахо-
дящиеся в текстовых полях ввода, а также есть 
возможность загрузить сохраненные ранее дан-
ные из txt-файла, что значительно упрощает ра-
боту с приложением, так как отпадает необхо-
димость вбивать заново уже сохраненный про-

ект, и присутствует возможность закрыть при-
ложение. 

Вспомогательное окно для синтеза ЗСУР ре-
гулятора с применением наблюдателя ЗСАУР, 
которое запускается при нажатии на подпункт 
«Проектирование ЗСУР регулятора с использо-
ванием наблюдателя ЗСАУР» вкладки меню 
«Дополнительные возможности» (рисунок 2). 

 
Рисунок 2 – Вспомогательное окно для синтеза ЗСУР регулятора с применением наблюдателя ЗСАУР

Наблюдатель состояния ЗСАУР исполь-
зуется при проектировании ЗСУР управления, 
так как в закон ЗСУР управления входит весь 
вектор состояния, который не всегда может быть 
измерен с помощью датчиков (использование 
датчиков не всегда является целесообразным). 
После нажатия на подпункт «Проектирование 
ЗСУР регулятора с использованием наблюдателя 
ЗСАУР» вкладки «Дополнительные возможно-
сти» открывается новое окно, на котором распо-
ложены одна кнопка для синтеза регулятора с 
наблюдателем, поля для ввода начальных усло-
вий, матриц A, B, C, Q, R ОУ и наблюдателя и 
поле для ввода времени моделирования. Если 
хотя  бы одно из полей для ввода заполнено не-
верно, то при нажатии на кнопку «Рассчитать 
регулятор» выдается ошибка с соответствующим 
описанием и расчет регулятора не производится.  

Также присутствуют три оси, на которые 

выводятся графики изменения вектора состояния 
и вектора оценок состояния, графики изменения 
ошибок оценивания и график изменения сигнала 
управления. Все графики имеют подписи осей 
координат. У графиков изменения вектора со-
стояния и вектора оценок состояния, а также 
графиков изменения ошибок оценивания есть 
легенда. Текстовые поля ввода уже заполнены 
для демонстрационного примера.  

На вспомогательном окне расположена па-
нель инструментов. Все элементы панели анало-
гичны элементам панели инструментов для ос-
новного окна. 

Реализовано меню с вкладкой «Файл», под-
пункты которой аналогичны подпунктам одно-
именной вкладки меню главного окна. 

Вспомогательное окно для синтеза инте-
грального ЗСУР управления, которое запускает-
ся при нажатии на подпункт «Проектирование 
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ЗСУР регулятора с интегральным управлением» 
вкладки меню «Дополнительные возможности»  
(рисунок 3). 

При нажатии на подпункт «Проектирование 
ЗСУР регулятора с интегральным управлением» 
вкладки «Дополнительные возможности» запус-
кается вспомогательное окно. Ввод начального 
условия, порядка системы, матриц А, В, С, Q, R 

и времени моделирования производится с помо-
щью кнопок и текстовых полей для ввода. При 
неверном вводе выдается соответствующая 
ошибка, а при верном – происходит постепенная 
активация кнопок. Также присутствуют две оси, 
на которые выводятся графики изменения векто-
ра состояния и график изменения сигнала управ-
ления.

 
Рисунок 3 – Вспомогательное окно для синтеза интегрального ЗСУР управления

На графиках присутствуют подписи осей 
координат. У графиков изменения вектора со-
стояния есть легенда. 

Панель инструментов расположена в верх-
нем левом углу вспомогательного окна. Все эле-
менты панели аналогичны элементам панели 
инструментов для основного окна. 

У вкладки «Файл» подпункты аналогичны 
подпунктам одноименной вкладки меню главно-
го окна. 

Поля ввода уже заполнены для демонстра-
ционного  примера. 

Пример для иллюстрации работы прило-
жения. Для иллюстрации работоспособности 
разработанного приложения используем демон-
страционный пример. 

В нем модель ОУ описывается ДУ (19), а ве-
совые матрицы представлены формулой (20): 

2

1 1 1 2
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2 2 1 2
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x x x x
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1 0
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- Синтез ЗСУР регулятора. 
Из графиков на рисунке 1 видно, что эле-

менты вектора состояния и сигнал управления 
быстро стремятся к нулю (элементы вектора со-
стояния за  0.9 с, а сигнал управления за 0.85 с). 

- Синтез ЗСУР регулятора с применением 
наблюдателя ЗСАУР. 

Из рисунка 2  видно, что элементы вектора 
состояния и вектора оценок состояния, сигнал 
управления и ошибки оценивания быстро стре-
мятся к нулю (элементы вектора состояния и 
вектора оценок состояния с ошибками слежения 
– за 1.4 с, а сигнал управления – за 0.8 с). 

- Синтез интегрального ЗСУР управления. 
ОУ описывается уравнением (20), задающее 

воздействие v=3, а весовые матрицы 
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Из графиков изменения вектора состояния 
(рисунок 3) нетрудно увидеть, что x1=v=3       
после 5 с. 

Из результатов симуляций для демонстра-
ционного примера можно сделать вывод, что 
программа успешно производит синтез регуля-
торов. 

Выводы. Испытания приложения на приме-
рах различной сложности доказали его работо-
способность. 

Стоит отметить, что разработано работоспо-
собное универсальное приложение для синтеза 
ЗСУР регуляторов с простым и понятным поль-
зователю интерфейсом. Синтез ЗСУР регулятора 
осуществляется для линейных и нелинейных 
аффинных по входу систем со скалярным сигна-
лом управления. Предложенное в статье прило-
жение позволяет значительно упростить работу 
проектировщика. 
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