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УДК 621.391 

Ю.М. Коршунов 

ПОЛУЧЕНИЕ МНОГОМЕРНОЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ВЫБОРКИ 
С ЗАДАННЫМИ КОРРЕЛЯЦИОННЫМИ СВОЙСТВАМИ 

Дается описание алгоритма, позволяющего по известной корреляцион-
ной матрице получить многомерную статистическую выборку, корреляци-
онные свойства которой близки к свойствам, заданным корреляционной 
матрицей. 

Введение. В задачах имитационного моде-
лирования очень важным является исследование 
работы моделируемого объекта при разнообраз-
ных внешних условиях, в том числе при воздей-
ствии на объект случайных факторов с заданны-
ми статистическими свойствами. В математиче-
ской статистике разработаны способы модели-
рования одномерных случайных величин с раз-
личными законами распределения. Эти методы 
распространяются и на многомерные статисти-
ческие выборки при отсутствии корреляционных 
связей между переменными. В настоящей работе 
рассматривается метод получения многомерной 
статистической выборки с заданными корреля-
ционными свойствами. 

Числовые характеристики многомерной 
статистической выборки. Многомерная стати-
стическая выборка X  представляет собой мат-
рицу размером mn , строки которой представ-
ляют собой n  анализируемых объектов, а столб-
цы описывают m  признаков, характеризующих 
свойства этих объектов [1]. Так, элемент матри-
цы ijx  является признаком, описывающим j -е 
свойство i -го объекта. В дальнейшем статисти-
ческую выборку будем называть матрицей на-
блюдений. Приведем компактную запись этой 
матрицы:  
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В качестве одной из числовых характери-
стик полученной статистической выборки ис-
пользуется вектор математических ожиданий 
признаков 
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позволяющий получить центрированную стати-
стическую выборку oX  с элементами 
 .,1,,1, mjnixxx jij

o
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Другой числовой характеристикой выборки 
является ковариационная матрица Q размером 
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диагональные члены которой jjs  представляют 
собой дисперсии признаков 
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а остальные члены kjs jk , , представляют со-
бой ковариации между признаками 
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Решение поставленной задачи основано на 
анализе нормированной статистической выбор-
ки ,Z  которая получается путем замены элемен-
тов ijx  исходной выборки X  на элементы 
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где  2
jj sgsg  среднее квадратическое откло-

нение j го признака. 
В нормированной статистической выборке 

Z  математические ожидания каждого признака 

jz  равны нулю, дисперсии каждого признака 2
jz  

равны единице, а роль ковариационной матрицы 
играет корреляционная матрица R , имеющая 
вид  
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где jkr коэффициенты корреляции, связанные 
с элементами jks  ковариационной матрицы со-
отношениями 
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Диагональные элементы jjr  корреляционной 
матрицы равны единице, и матрица симметрична 
относительно главной диагонали, т.е. .kjjk rr   

Более компактную запись корреляционной 
матрицы можно представить в виде 

 .
1

1 TZZ
n

R 


  

Модель статистической выборки, исполь-
зуемой для решения поставленной задачи. 
В основу построения модели, описывающей кор-
реляционные свойства случайной выборки, по-
ложены идеи, лежащие в основе факторного 
анализа [2] и использованные применительно к 
нормированной статистической выборке .Z  

Все признаки ,,1,,1, mjnizij   нормиро-
ванной статистической выборки обладают неко-
торыми общими свойствами, отражающими осо-
бенности рассматриваемой статистической вы-
борки, но в то же время каждый из признаков 
обладает индивидуальными свойствами, отли-
чающими данный признак от всех других. По-
скольку признаки ijz  являются случайными чис-
лами, то для создания статистической выборки с 
требуемыми свойствами необходимо иметь мо-
дель, позволяющую целенаправленно воздейст-
вовать на свойства признаков путем рациональ-
но построенного набора случайных чисел. 

Для этого вводится ml   случайных векто-
ров  
 ,,1,,,1 nipp lii    
называемых общими факторами, каждый из 
которых воздействует на все признаки и опреде-
ляет тем самым общие свойства всей выборки. 
Совокупность рассмотренных векторов можно 
представить в виде матрицы P с элементами 

,kip  которые должны быть случайными величи-
нами с нулевыми математическими ожиданиями 
и единичной дисперсией, некоррелированными 
между собой: 
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Здесь и в дальнейшем черта сверху означает ма-
тематическое ожидание признака. 

Введем в рассмотрение также матрицу A  
размером ,lm  элементы которой jka  назовем 
факторными нагрузками общих факторов .jip  
С учетом полученных соотношений общие свой-
ства признака ijz  найдутся из соотношения 
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Для учета индивидуальных свойств рас-
сматриваемого признака ijz  вводится матрица 
характерных факторов в виде матрицы Y  с 
элементами ,jiy  представляющими собой слу-
чайные числа с нулевым математическим ожи-
данием и единичной дисперсией, некоррелиро-
ванные между собой и некоррелированные с 
матрицей .P  В качестве факторных нагрузок 
характерных факторов Y  используется вектор 

),,( 1 mggG  . Специфические свойства при-
знака ijz  найдутся из соотношения 

 .,1,,1, mjniyg jij   (b) 
Объединяя вместе соотношения (a) и (b), по-

лучаем полное описание математической модели 
нормирований матрицы наблюдений Z : 
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Свойства факторных нагрузок jka  и ig  най-
дутся из условия нормированности матрицы ,Z  
в соответствии с которым должны выполняться 
условия 
 .1,0 2  jj zz  
Первое условие выполняется в силу того, что 

0kp  и .0jy  Для проверки второго условия 
заметим, что  
 .0,1,1 22  jkjk ypyp  

При этом для дисперсии 2
jz  получаем выраже-

ние 
 ,1222  jjj ghz  
где  
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В этом выражении величину 2
jh  называют общ-

ностью, а величину 2
jg характерностью 

матрицы .Z  
Более удобной формой представления моде-

ли (1) будет матричная форма записи. Для этого 
вектор G  следует представить в виде матрицы 
размером mm  с элементами ,jkg  определен-
ными как 
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При этом G  будет диагональной матрицей вида 
),,( 1 mggdiagG   и матричная форма записи 

модели (1) будет иметь вид 
 .GYAPZ   (2) 
Если матрицы A  и G  заданы, то, вводя в модель 
(2) случайные матрицы P  и Y , получим много-
мерную статистическую выборку, свойства ко-
торой будут определяться свойствами фактор-
ных нагрузок A  и .G  

Для решения поставленной задачи необхо-
димо увязать свойства факторных нагрузок A  и 
G  со свойствами корреляционной матрицы, ко-
торая будет иметь вид 
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Учитывая, что векторы P и Y  не коррелиро-
ваны между собой, а также что 
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где lI  и mI - единичные матрицы размером l  и 
m , корреляционную матрицу R  можем пред-
ставить в виде 
 ,2URhR   (3) 
где 
 ,TRh AA  (4) 
 ).,,( 22

1
2

m
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Свойства корреляционной матрицы R  мож-
но выразить через ее собственные значения 

),,( 1 m   и собственные векторы 
).,,( 1 mvvV   Численные значения j  опреде-

ляют информативность собственного вектора jv  
и их удобно располагать в порядке убывания 
значений j . При этом собственные векторы, 
обладающие малой информативностью, могут не 
учитываться и свойства корреляционной матри-
цы будут определяться небольшим числом ml   
значений .jv   

Собственные векторы jv  не коррелирован-
ны между собой и определяются с точностью до 
постоянного множителя. Стандартные методы 
их определения дают нормированные значения 
собственных векторов, удовлетворяющих соот-
ношению 
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Однако для выполнения условия (4) следует 
ввести новые обозначения ija  элементов собст-
венных векторов, пересчитав их по соотноше-
нию iijij va  , чтобы имело место 
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Тогда матрица A  с элементами ija  будет удов-
летворять соотношению (4). При этом матрица 

,Rh  называемая редуцированной корреляцион-
ной матрицей, в соответствии с соотношением 
(3) найдется как 
 .2URRh   (6) 
Поскольку 2U  согласно (5) является диагональ-
ной матрицей с диагональными элементами 2

ig , 
то различие между матрицами Rh  и R  будет 
только в диагональных элементах и редуциро-
ванную матрицу Rh  можно получить из корре-
ляционной матрицы R , заменив в ней диаго-
нальные члены 1iir  на значения 

.,1,2 migrh iii    

Однако значения 2
ig  нам неизвестны и 

можно лишь каким-либо образом задать их гру-
бые оценки. Качество этих грубых оценок мож-
но проверить по соотношению (4). Если полу-
ченная матрица Rh  этому соотношению не 
удовлетворяет, то можно попытаться изменить 
ее диагональные элементы и вновь проверить 
выполнение условия (4). Такие изменения мож-
но проводить неоднократно, используя рекур-
рентную процедуру улучшения грубой оценки. 
Если улучшения не происходит, то это означает, 
что грубая оценка была выбрана неудачно.  

Дадим описание одного из возможных ме-
тодов решения задачи. 

Рекуррентный метод улучшения грубой 
оценки редуцированной корреляционной 
матрицы. Одним из возможных методов полу-
чения грубой оценки диагональных элементов 

iirh  редуцированной корреляционной матрицы 
Rh  является замена диагональных элементов iir  
в каждой строке i  корреляционной матрицы R  
на взятое с положительным знаком максималь-
ное значение ijr  в этой строке 

   .,,1,,max ijmjirrh ijjii   (7) 
Для полученной матрицы Rh  находим соб-

ственные значения  , определяем число l  об-
щих факторов P и получаем матрицу собствен-
ных векторов A . Находим скалярное произведе-
ние TAA  и проверяем, совпадает ли оно со зна-
чением .Rh  Если совпадения нет, то заменяем в 
матрице Rh  диагональные члены на диагональ-
ные члены матрицы TAA и повторяем всю про-
цедуру для измененного значения .Rh  Путем 
многократного повторения указанной процедуры 
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добиваемся выполнения соотношения (4). После 
этого можно, задавшись значением n  и сформи-
ровав случайные матрицы факторов P  и Y по 
уравнению (1), получить многомерную стати-
стическую выборку, корреляционные свойства 
которой будут близки к свойствам корреляцион-
ной матрицы ,R  что можно проверить, опреде-
лив корреляционную матрицу полученной вы-
борки. 

Если удовлетворительного решения не по-
лучилось, то следует вместо (7) поискать другой 
метод получения диагональных элементов реду-
цированной корреляционной матрицы. 

Иллюстративные примеры. По рассмот-
ренному алгоритму на кафедре АИТУ была раз-
работана в пакете Matlab программа md_msa1.m, 
реализующая данный метод и позволившая на 
примерах проверить эффективность получаемо-
го решения. 

В приводимых примерах опущены все про-
межуточные выкладки и даются только исходная 
корреляционная матрица R  и корреляционная 
матрица R̂ , полученная по многомерной стати-
стической выборке, реализованной по рассмот-
ренному алгоритму.  

Пример 1 
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1.0000    0.5437-   0.3315-
0.5437-   1.0000    0.7852 
0.3315-   0.7852    1.0000 

R̂   

Пример 2 

 




















1.0000     0.2379-  0.1022-  0.0825-
0.2379-   1.0000    0.3603    0.3227-
0.1022-   0.3603    1.0000     0.3397 
0.0825-   0.3227-  0.3397     1.0000 

R  

 




















1.0000      0.1991-  0.1215-   0.1784-
0.1991-   1.0000     0.3159    0.3740-
0.1215-   0.3159     1.0000    0.3512  
0.1784-   0.3740-   0.3512    1.0000  

R̂  

Сопоставление элементов матриц R  и R̂  в 
приведенных примерах показывает сходство 
этих матриц. Некоторое различие в элементах 
матриц вполне объяснимо случайным характе-
ром и ограниченным объемом полученной мно-
гомерной выборки. 
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