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ВЫБОР ВЕСОВЫХ МАТРИЦ ДЛЯ ЗСУР РЕГУЛЯТОРА 

С ПОМОЩЬЮ СТАЙНОГО АЛГОРИТМА ОПТИМИЗАЦИИ 

Одним из достоинств метода зависящего от состояния уравнения Рик-
кати (ЗСУР) является не только сходство с методом линейного квадратич-
ного регулятора (ЛКР), но и возможность добиться «компромисса» между 
управляющими воздействиями и ошибками относительно переменных со-
стояния с помощью настройки весовых матриц. В статье предлагается на-
страивать эти матрицы для ЗСУР регулятора с помощью алгоритма стай-
ной оптимизации [Particle Swarm Optimization(PSO)]. В заключение предла-
гаемый метод успешно применен для объекта в виде конического резервуара. 
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Введение. В работе [1] рассматривалась 
задача проектирования нелинейной системы 
управления уровнем жидкости в коническом ре-
зервуаре. Основным достоинством такого типа 
резервуаров является то, что конусное дно обес-
печивает наиболее полное опустошение емкости 
и более легкую очистку резервуара. Сами по се-
бе резервуары являются сложными нелинейны-
ми промышленными объектами, для которых 
невозможно применить традиционные подходы 
управления, например ПИД-регулирование [12], 
поэтому в [1] использовался сравнительно новый 
метод построения нелинейного регулятора, на-
зываемый методом зависящего от состояния 
уравнения Риккати (ЗСУР) [1,5,7,9,14]. Наиболее 
вескими преимуществами метода ЗСУР являют-
ся его простота и его очевидная эффективность, 
как показано в работах [7,9], так как в отличие от 
решения задачи динамической оптимизации, он 
не пытается решить уравнение Гамильтона – 
Якоби – Беллмана в частных производных. Ведь, 
чтобы производить вычисления в режиме реаль-
ного времени, нужно избежать решения любого 
уравнения в частных производных.  

Существует множество работ, посвященных 
настройке весовых матриц, входящих в инте-
гральный критерий качества, с помощью раз-
личных алгоритмов оптимизации для ЛКР регу-
лятора [3,6,10,11]. Стоит отметить сходство ме-
жду этим методом и методом ЗСУР. Однако 
вместо того, чтобы использовать линейную мо-
дель объекта, как это происходит в случае ЛКР, 
в методе ЗСУР для объекта применяется аффин-
ная по входу параметризованная псевдолинейная 
модель. Далее интегральный критерий качества, 

путем минимизации которого находят закон 
управления в методе ЗСУР, будем называть ос-
новным критерием качества. 

Как для метода ЛКР, так и для метода ЗСУР 
весовые матрицы являются параметрами проек-
тирования, определяющими решение уравнения 
Риккати (зависящего от состояния в случае 
ЗСУР) и тем самым влияющими на качество ра-
боты замкнутой системы. Обычно эти матрицы 
выбираются «вручную» проектировщиком сис-
темы в соответствии с рекомендациями [4]. 

В данной статье предлагается выбирать ве-
совые матрицы автоматически, путем миними-
зации дополнительных критериев качества в ви-
де интегральной квадратичной ошибки и инте-
грала по модулю ошибки. Интеграл по модулю 
обеспечивает хорошую сходимость, а возведение 
в квадрат ошибки позволяет устранить влияние 
отрицательных значений отклонения регулируе-
мой величины [2].  

В последнее время появилось много биоин-
спирированных (вдохновленных природой) ал-
горитмов оптимизации, например генетические 
алгоритмы, муравьиные алгоритмы, алгоритмы 
роя пчел и другие [13]. Для минимизации допол-
нительных критериев предлагается использовать 
алгоритм стайной оптимизации [3,4,10,16]. Этот 
алгоритм является методом численной оптими-
зации, для использования которого не требуется 
знать градиента оптимизируемой функции. По 
сравнению с генетическим алгоритмом, опера-
торы которого могут быть реализованы различ-
ными путями, стайный алгоритм имеет лишь 
один оператор для вычисления скорости частиц, 
что обеспечивает его более быструю сходи-
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мость, быструю настройку параметров, меньшие 
затраты вычислительных ресурсов и способ-
ность избежать локальных оптимумов. Поэтому 
в данной статье предлагается использовать 
именно этот метод. 

Цель работы – выбрать соответствующие 
весовые матрицы для проектируемого ЗСУР ре-
гулятора, используя алгоритм стайной оптими-
зации (PSO) как интеллектуальную процедуру.  

Далее кратко изложим основные идеи мето-
да ЗСУР [5,7,9,14]. 

Оптимальный ЗСУР регулятор.  Пусть 
нелинейный объект управления описывается 
следующим образом:                               

,)0(,)()( 0xxuxgxfx             (1) 

где x является 1n  вектором состояния, u явля-
ется 1m  вектором управления,  f(x), g(x) – мат-
ричные, непрерывно дифференцируемые функ-
ции, зависящие от вектора состояния.  Чтобы 
спроектировать в рамках ЛК управления опти-
мальную обратную связь по состоянию, мы, 
прежде всего, должны определить основной по-
казатель качества в виде функционала: 
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где nnRxQ )(  и ( ) m nR x R  – весовые мат-
ричные функции. С помощью настройки этих 
весовых матриц можно добиться компромисса 
между управляющими воздействиями и ошиб-
ками относительно переменных состояния – это 
возможность, которая не доступна в других ме-
тодах нелинейного управления. 

В соответствии с методом ЗСУР сначала 
нужно осуществить расширенную линеаризацию 
(параметризацию) [5] уравнения состояния не-
линейного объекта (2), то есть преобразовать это 
уравнение к виду: 
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где А(x), B(x) – нелинейные непрерывные мат-
ричные функции, зависящие от состояния.  

Для синтеза ЗСУР управления необходимо 
выполнение условий, рассмотренных ниже [7]. 
Условие 1. f(x) является непрерывно дифферен-
цируемым вектором-функцией, зависящим от x, 
B(x) ≠ 0 для  x. 
Условие 2. Полагаем, что x = 0 является состоя-
нием равновесия системы, таким, что при u = 0, 
f(0) = 0. 
Условие 3. Параметрами проектирования явля-
ются матричные функции, удовлетворяющие 
требованиям: 

0)()(  xQxQ T
 и 0)()(  xRxR T . 

Условие 4. Пара ))(),(( xBxA  является поточечно 
управляемой или стабилизируемой для  x. 

Чтобы найти управление, минимизирующее 
критерий (2), нужно решить зависящее от со-
стояния уравнение Риккати (ЗСУР): 
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              (4)  
Следуя технологии линейно квадратичного 

регулятора (ЛКР), находим управление с обрат-
ной связью по состоянию [1,7]: 

,)()( xxKxu                         (5) 

где )()()(1 xPxBxRK T – матрица обратной 
связи по состоянию. 

Заметим, что Условие 2 при решении неко-
торых задач управления не всегда выполняется. 
Тогда, чтобы применить метод ЗСУР [9,11], в 
работе [1] предлагается преобразовать уравнение 
(1) так, чтобы новая переменная состояния так 
же, как и новое управление, были равны нулю в 
состоянии равновесия. Новые переменную со-
стояния и управление можно записать так: 

      ., uuUxxX                      (6) 
Здесь x  и u  – установившиеся значения уровня 
жидкости в резервуаре и управления соответст-
венно. X и U  представляют собой отклонения 
уровня жидкости и управления от своих устано-
вившихся значений соответственно. Значения x  
и u  вычисляются путем решения уравнения 

              .0)()(  uxgxf                       (7) 

Заменяя в (1) x и u на отклонения X и U, 
приходим к преобразованному уравнению  

( ) ( )X F X G X U  ,                     (8) 
где 

).()(,)()()( xXgXGuxXgxXfXF                              
(9) 

Как видим, при U=0 состояние X=0 является 
нулевым состоянием равновесия для преобразо-
ванного объекта с уравнением (9). 

В общем случае выбор матрицы А(х) не яв-
ляется уникальным. В данной статье мы не бу-
дем его касаться, но следует отметить, что неод-
нозначность выбора этой матрицы влияет на 
значение основного критерия качества (2). Од-
нако не существует удобного систематического 
метода для выбора весовых матриц. Выбор весо-
вых матриц обычно производят, используя ме-
тод последовательных приближений, руково-
дствуясь при этом опытом проектирования. Да-
лее описываются алгоритм PSO и его примене-
ние для выбора весовых матриц и проектирова-
ния ЗСУР регулятора. 
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Стайный алгоритм оптимизации. При ре-
шении многих практических задач часто возни-
кает необходимость выбора наилучшего реше-
ния из всех возможных. Математически такой 
выбор формализуется в виде задач оптимизации. 
Широко известные методы математического 
программирования [2] представляют собой де-
терминированную итерационную процедуру 
пошагового улучшения одного текущего (наи-
лучшего) решения. Эффективность алгоритмов 
математического программирования основыва-
ется на полном использовании удобных с точки 
зрения оптимизации свойств (экстремальность, 
выпуклость, гладкость, и т.п.) целевой функции, 
которые полагаются известными заранее. Для 
многих практических задач такие свойства либо 
не выполняются, либо об этом нет информа-
ции [3].  

В последнее время для решения подобного 
рода задач появилось много биоинспирирован-
ных (вдохновленных природой) алгоритмов оп-
тимизации, например  генетические алгоритмы, 
муравьиные алгоритмы, рыночные алгоритмы, 
имперские алгоритмы, которые принципиально 
отличаются от алгоритмов математического про-
граммирования, являются недетерминирован-
ными (стохастическими) и работают одновре-
менно с большим количеством текущих решений 
(многоагентность), являются более эффектив-
ными и универсальными.  

Для минимизации дополнительных критери-
ев качества в данной статье предлагается ис-
пользовать алгоритм стайной оптимизации 
(Particle Swarm Optimization – PSO) [8,13,15,16]. 

Идея алгоритма была почерпнута из соци-
ального поведения некоторых живых особей – 
стаи птиц или косяка рыб. В результате развития 
метода его начали успешно применять к задачам 
нахождения экстремумов функции. Метод PSO 
является робастным стохастическим эволюци-
онным вычислительным методом и принципи-
ально отличается от генетического алгоритма 
(ГА) отсутствием базовых генетических опера-
торов (селекция, мутация, скрещивание). Отсюда 
в общем случае с точки зрения применения PSO 
проще, чем ГА.  

Еще одно различие между ГА и PSO: спо-
собность управлять скоростью сходимости час-
тиц. За счет модификации операторов скрещи-
вания и мутации можно повлиять на сходимость 
ГА, но ничто не может сравниться со степенью 
управления сходимостью, которая достигается за 
счет манипулирования весом инерции в PSO. 
Чем больше снижение веса инерции, тем больше 
увеличение скорости сходимости частиц. Этот 
тип управления позволяет определять желаемую 

скорость сходимости и достижения в конечном 
итоге режима "стагнации". Стагнация в ГА на-
блюдается, когда все индивиды имеют тот же 
генетический код. При этом режиме генофонд 
является однородным, скрещивание мало или 
вообще не влияет на популяцию, и каждое по-
следующее поколение, по существу, становится 
таким же, как первое. Однако в PSO этим эффек-
том можно управлять или его можно даже пре-
дотвратить [3,16]. 

Все возможные решения в PSO могут быть 
представлены как частицы в стае. Каждая части-
ца имеет положение и вектор скорости, и коор-
динаты каждого положения представляет собой 
значение параметра. Подобно большинству ме-
тодов оптимизации PSO требует введения функ-
ции пригодности для оценки положения части-
цы. Частицы изменяют свою скорость и положе-
ние согласно расчетным формулам  
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суть которых состоит в учете собственного опы-
та частицы. ipbest  – лучшие координаты с точ-
ки зрения расстояния до глобального оптимума, 
полученные самой частицей и благодаря опыту 
других частиц, gbest  – лучшие координаты с 
точки зрения расстояния до глобального опти-
мума, полученные всеми частицами в совокуп-
ности при исследовании пространства поиска. В 
формулах (10-11) iX  – координаты частицы,    

iV  – скорость частицы, w(k) – вес инерции, кото-
рый позволяет добиться компромисса между 
глобальными и локальными решениями.  

Рекомендуется снижать вес инерции в тече-
ние вычислений (т.е. от 0,9 до 0,4 через 1000 
итераций); с1, с2 – когнитивный и социальный 
постоянные ускорения соответственно. Обычно 
их устанавливают не более 2,  чтобы с1 + с2 ≤ 4; 
если с1 + с2 > 4, то скорости и положения частиц 
быстро стремятся к бесконечности;  rand1, rand2 
– случайные числа из диапазона [0,1]. 

Обновление вектора скорости осуществля-
ется с учетом наилучшего глобального решения, 
соответствующего наименьшему значению ми-
нимизируемой функции пригодности, когда-
либо найденному всей стаей, и с учетом наи-
лучшего локального решения, соответствующего 
наименьшему значению функции, когда-либо 
найденному данной частицей популяции. Если 
наилучшее локальное решение имеет значение 
функции, меньшее, чем значение функции в гло-
бальном наилучшем решении, то оно становится 
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лучшим когда-либо найденным решением для 
всей стаи.  

Настраиваемыми параметрами алгоритма 
являются [15,16]: число частиц в стае, когнитив-
ный и социальный параметры обучения, количе-
ство итераций метода, вес инерции, ограничение 
на максимальную скорость движения частиц, 
способ представления группы частиц (в виде 
звезды, кольца и другие [10]). Влияние перечис-
ленных настроек на эффективность работы алго-
ритма PSO неоднозначно и требует исследова-
ний при решении каждой конкретной задачи.   

Блок-схема алгоритма PSO показана на ри-
сунке 1. 

 
             Рисунок 1 

Структурная схема замкнутой системы 
управления для реализации предложенного ме-
тода с настройкой весовых матриц с помощью 
метода PSO представлена на рисунке 2. 

Характеристики каждой частицы определя-
ются с помощью функции пригодности [13]. В 
данной статье роль функций пригодности игра-
ют дополнительные критерии оптимальности в 
виде интегральной квадратичной ошибки I1 и 
интеграла по модулю ошибки I2: 
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Критерии (12) используются для настройки 
весовых матриц ЗСУР регулятора.  

 
Рисунок 2 

Математическая модель объекта управле-
ния. Объект управления (рисунок 3) представля-
ет собой конический резервуар с жидкостью.  

             
Рисунок 3 

Здесь Rб – радиус резервуара на самом вер-
ху, r – радиус резервуара на определенной высо-
те уровня жидкости, H – глубина резервуара, h – 
высота уровня жидкости в резервуаре. 

Математическая модель объекта управления 
описывается следующим образом [1]:  
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где х – уровень жидкости, ср – площадь попереч-
ного сечения выпускной трубы, g – гравитаци-
онная постоянная, а управление u(t) представля-
ет собой регулирование притока жидкости Qin(t) 
и осуществляется с помощью верхней трубы. 

(13) 
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Отток жидкости Qout(t) идет через нижнюю тру-
бу под действием силы тяжести. 

Числовые параметры объекта выбраны сле-
дующим образом: H = 2 м, R б = 1 м, cp = 0,05 м2, 
g = 9,81 м/с2. 

Построение ЗСУР регулятора коническо-
го резервуара. Задачей управления является 
обеспечение безошибочного слежения управ-
ляемой величиной, в качестве которой фигури-
рует уровень жидкости в резервуаре, как за по-
стоянным задающим воздействием, так и за сту-
пенчатой аппроксимацией медленно меняюще-
гося задающего воздействия. 

Найдем закон управления для объекта, кото-
рый представляет собой конический резервуар. 
В общем виде уравнение объекта (13)  можно 
записать в виде уравнения (1), где 
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представляют собой скалярные функции. 
Используя параметризацию [1], получаем:  
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Здесь a(x) и b(x) – скалярные функции, завися-
щие от состояния. 

Тогда уравнение (1) можно записать в сле-
дующем виде: 

             .u)x(b)x(ax                  (14) 

Для объекта первого порядка, представляю-
щего собой конический резервуар, при весовых 
коэффициентах Q(x) = R(x) = 1  решение P(x) 
уравнения Риккати (4) в аналитическом виде оп-
ределяется как [1]: 
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             (15) 

При этом закон управления можно записать 
следующим образом: 
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xu          (16)
 

Однако при решении задачи регулирования 
для конического резервуара мы сталкиваемся с 
трудностями, связанными с тем, что Условие 2 
применительно к уравнению (1) не выполняется, 
так как  f(0) ≠ 0 и, следовательно, не имеет место 
нулевое состояние равновесия. Следовательно, 
прибегнем к преобразованиям (6) и (8), получен-
ным выше для ЗСУР регулятора. Уравнение (1) 
можно записать в виде уравнения (8), где  
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(19) 

Причем X = 0 при U = 0 является установив-
шимся состоянием равновесия, так как 

(0) ( ) ( ) 0F f x b x u   . 

С учетом полученных выше выражений для 
a(x) и b(x) закон управления (16)  примет сле-
дующий вид: 
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Подставляя (17) в (8) и принимая во внимание 
формулы (9), (17-19), получаем уравнение замк-
нутой системы: 
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     (21) 

Для анализа устойчивости нелинейной сис-
темы используем второй метод Ляпунова [2]. С 
этой целью рассмотрим квадратичную функцию 
Ляпунова:  

2

2
1)( ХХV  .                      (22) 

Система асимптотически устойчива, если 
производная по времени от функции Ляпунова 
(19) отрицательна [2]. Если X имеет отрицатель-
ное значение, то производная от функции Ляпу-
нова V(X) получится положительной, что не 
удовлетворяет требованиям устойчивости.  Зна-
чит, при отрицательном X необходимо менять 
знак числителя производной XXXV  )( . По-
этому дополнительно в уравнение (17) вводим 
функцию ),( Xsign которая будет изменять знак 
второго слагаемого в (17) для отрицательных 
значений X. 

При этом закон управления (20) с отличны-
ми от единицы значениями весовых коэффици-
ентов Q и R будет выглядеть следующим обра-
зом:  
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Тогда уравнение замкнутой системы  (21) 

  (23) 

   (18) 
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принимает другой вид:  

.
)(

)()(2
)(

22

2222

xXR

X
R
xQxXxgcH

XsignX
б

p









   (24) 
Следует отметить, что закон управления от-

носительно состояния можно записать так: 

).(2)( xxUxgcxu p            (25) 

Пример симуляции системы. Результаты 
моделирования в пакете MATLAB 
R2013b\Simulink  для замкнутой системы управ-
ления при постоянном задающем воздействии  
h = x = 1 м, начальном значении h(0) = 0,1 м по-
казаны на рисунке 4. Значения весовых коэффи-
циентов, настроенных по методу PSO, получи-
лись такими: Q(x) = 2,015x, R = 0,03985.  

Параметры алгоритма PSO определялись 
методом проб и ошибок с учетом рекомендаций, 
описанных выше, следующим образом: 

 количество частиц  N = 30 – 50; 
 постоянные ускорения: c1 = c2 = 1,5; 
 максимальное число поколений: 80. 
Увеличение максимального числа поколе-

ний приводит к росту вычислительных затрат, 
но также позволяет добиться желаемых резуль-
татов. На рисунке 4 представлены графики зави-
симости x(t), полученные по методу ЗСУР и PSO 
в сочетании с ЗСУР. Видно, что с помощью ал-
горитма PSO длительность переходного процес-
са существенно уменьшилась, перерегулирова-
ние отсутствует.  

С помощью предлагаемого алгоритма уда-
лось минимизировать дополнительные критерии 
качества. В таблице для сравнения приведены 
значения дополнительных критериев качества, 
ошибки регулирования, величины управления и 
длительности переходного процесса. 

 
Рисунок 4 

Однако величина управляющего воздейст-
вия увеличилась (рисунок 5). Жирными точками 
отмечены максимальные значения величины 
управления. 

 
Рисунок 5 
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0.0864 0.01452 0.058 0.079 




0
)( dtte

 

0.3393 0.05182 0.1954 0.261 

tp 3.88 0.6 1.9 2.5 
umax 0.76 2.4 0.65 0.5 
Q 1 1.6797х 5.564х 3.21х 
R 1 0.03985 1.523 1.413 

Из приведенных данных видно, что при ко-
личестве частиц, равном 31, можно добиться 
наилучших результатов с точки зрения длитель-
ности переходного процесса, однако величина 
управления в данном случае намного увеличива-
ется. При количестве частиц, равном 40 и 50, 
получены достаточно приемлемые результаты, 
величина управления так же, как и длительность 
переходного процесса, уменьшилась. 

Далее с помощью метода планирования уси-
ления [9] на основе метода ЗСУР решается зада-
ча слежения. В качестве плановой переменной 
выбрано задающее воздействие v(t). Выражение 
для закона управления: 

)(2)( vxUgvcxu p              (26) 
оказывается таким же, как и выражение (23) 
при замене x на ( )v t .  

Результаты моделирования при «ступенча-
той» аппроксимации медленно меняющегося за-
дающего воздействия представлены на рисун-ке 6. 
Для данного случая весовые коэффициенты, на-
строенные с помощью алгоритма PSO, выбраны 
следующим образом:  Q(x) = 3,212x, R = 1,4133. 

Начальное значение уровня воды в кониче-
ском резервуаре равно 0,01 м. На вход системы 
через равные промежутки времени подаются 
ступенчатые воздействия. Первые четыре сту-
пенчатых воздействия имеют конечное значение 
0,4 м. Пятое ступенчатое воздействие из-за фи-
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зических ограничений имеет конечное значение, 
равное 0,399 м. Каждый последующий переход-
ный процесс длится дольше, чем предыдущий. 
Это обусловлено формой резервуара: для запол-
нения резервуара на ту же высоту, что и при 
предыдущем ступенчатом воздействии, понадо-
бится больший объем жидкости, так как радиус 
резервуара с увеличением уровня жидкости воз-
растает. 

 
Рисунок 6  

Нетрудно убедится в том, что с помощью 
предложенного метода PSO также удалось ре-
шить задачу слежения и минимизировать допол-
нительные интегральные критерии. При этом 
длительность переходных процессов уменьши-
лась, а величина управления увеличилась с 0,79 
(ЗСУР) до 1,04 (ЗСУР+PSO), что незначительно. 

Заключение. В статье рассмотрен новый 
метод оптимизации весовых матриц для ЗСУР 
регулятора. Нелинейный объект управления яв-
ляется сложным динамическим объектом перво-
го порядка. Результаты компьютерной симуля-
ции применительно к нелинейному объекту в 
виде конического резервуара показали, что 
предлагаемая методика может успешно приме-
няться к объекту, который представляет собой 
конический резервуар с жидкостью, для того, 
чтобы добиться небольшой длительности пере-
ходного процесса, отсутствия перерегулирова-
ния, минимальных значений дополнительных 
критериев качества (12), а также нулевой уста-
новившейся ошибки регулирования.  

Следует сказать, что значения весовых мат-
риц, найденных с помощью метода PSO, можно 
рассматривать как оптимальные с точки зрения 
дополнительных критериев качества. Однако эти 
критерии не дают полного представления о пря-
мых показателях качества, а именно: времени ре-
гулирования, перерегулировании и максимальной 
величине управления. Отсюда надо рассматри-
вать найденные оптимальные значения весовых 
матриц не как окончательное решение задачи по-
строения ЗСУР регулятора, а как возможность, 
оттолкнувшись от полученных оптимальных зна-

чений, добиться желаемых результатов в плане 
прямых показателей качества путем дальнейшей 
ручной настройки весовых матриц. 
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