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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ, УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА 
ИНФОРМАЦИИ 

УДК 517.9 

М.Т. Терёхин 
 ДВУХТОЧЕЧНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА УПРАВЛЯЕМОЙ  

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ СТАБИЛЬНОГО РАЗВИТИЯ  
ЭКОНОМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ В УСЛОВИЯХ  

ВНЕШНИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ  

Исследована управляемая математическая модель экономической си-
стемы с заранее заданными краевыми условиями. Определены условия, при 
которых будут выполнены (не выполнены) плановые задания в условиях 
внешних воздействий. Определен допустимый объем внешних возмущений, 
при котором возможно стабильное развитие экономической системы при 
заданном стабилизационном объеме. 

Ключевые слова: стабилизационный объем, объем внешних возмущений, 
ранг матрицы, минор, оператор, неподвижная точка. 

Введение. На развитие любой экономиче-
ской системы существенным образом влияют не 
только инвестиционные вложения, но и внешние 
возмущения, возникающие чаще всего неожи-
данно: внезапное изменение тарифных ставок на 
энергоносители, воду, повышение налоговых и 
арендных платежей, природные явления и мно-
гое другое. Поэтому возникает необходимость 
определить такой способ управления системой, 
который обеспечивал бы стабильное развитие 
экономической системы в условиях внешних 
воздействий, то есть такое развитие системы, 
при котором в условиях внешних воздействий, 
при заданном начальном объеме производствен-
ных фондов был бы получен запланированный 
результат.  

Цель работы – исследовать проблему раз-
вития экономической системы в условиях внеш-
них воздействий. 

Постановка задачи. В статье в качестве ма-
тематической модели развития экономической 
системы рассматривается система дифференци-
альных уравнений вида [1-3]. 

       x =A(t)x+B(t)u+S(t) ),,,()(  uttf       (1) 

в которой x – n -мерный вектор-объем производ-

ственных фондов, u – m -мерный вектор-управ-
ление,  – k -мерный вектор внешних воздей-
ствий, A(t), B(t), S(t) – матрицы, характеризую-
щие влияние текущего объема производствен-
ных фондов, управления, внешних воздействий 
на темп развития системы, вектор-функция 

),,(  ut  определяет нелинейное влияние векто-
ров управления и внешних воздействий на темп 
развития экономической системы, вектор-
функция )(tf  определяет инвестиционные вло-
жения в развитие системы в отсутствие внешних 
воздействий (плановые инвестиции в экономи-
ческую систему в соответствии с утвержденны-
ми тарифами на энергоносители, воду, налого-
выми и арендными платежами). 

Экономическая задача ставится так: для со-
хранения стабильного развития экономической 
системы определить объем инвестиционных 
вложений, компенсирующих возможные потери 
в результате внешних воздействий. 

Далее будем предполагать, что матрицы A(t), 
B(t), S(t) и вектор-функция )(tf  непрерывны на 
сегменте ],,0[ T  0T  – некоторое число, век-
тор-функция ),,(  ut  непрерывна на множестве 

,],0[ km EET   SE – s -мерное векторное про-
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странство, 0)0,0,( t  на сегменте ],,0[ T  
}.{max ii

yy   

Определение. Вектор-функция ),(tx  опре-
деленная на сегменте ],,0[ T  называется решени-
ем системы (1), соответствующим управлению u 
и внешним воздействиям ,  если )(tx  при лю-
бом ],0[ Tt  удовлетворяет равенству (1). 

Рассматривая nE  как начальный вектор-
объем производственных фондов ),0( t  nE – 
вектор-объем производственных фондов, кото-
рый планируется достичь к моменту ,T  сформу-
лированную выше экономическую задачу мате-
матически можно поставить так: найти соотно-
шение между координатами вектора управления 
и вектора внешних воздействий, при котором 
гарантируется стабильное развитие экономиче-
ской системы. 

Очевидно, что в отсутствие внешних воз-
действий ( ,0 следовательно и 0u ) матема-
тической моделью развития экономической си-
стемы является система уравнений вида 

                             ).()( tfxtAx                         (2) 

Пусть )(0 tx – решение системы (2), удовле-
творяющее краевым условиям ,)0( x  )(Tx  

.  Заменой переменных 0xxx  система (2) 
преобразуется в систему (сохранив прежние обо-
значения) 

x =A(t)x,                            (3) 

решение )(0 tx  системы (2) – в решение 0x  
системы (3), система (1) преобразуется в систему 

).,,()()()(  uttSutBxtAx        (4) 

Поставленная выше математическая задача 
теперь может быть сформулирована следующим 
образом: найти условия существования векторов 
u  и ,  0 u  и соответствующее им ре-
шение )(tx  системы (4), удовлетворяющее крае-
вым условиям .0)()0(  Txx  

Теоретические исследования. Для удоб-
ства рассуждений далее в системе (4) u  будем 
называть стабилизирующим вектор-объемом 
(или просто стабилизирующим объемом),  – 
вектор-объемом (или просто объемом) внешних 
воздействий. 

I. Исследуем сначала случай, когда 
0),,(  ut на множестве .],0[ km EET   Реше-

ние системы (4), удовлетворяющее условию 

,)0( x  запишем в виде 

,])()()[()()()(
0

1  dSuBXtXtXtx
t

   

где )(tX – фундаментальная матрица системы 
,)( xtAx   ,)0( EX   E – единичная матрица. 

Учитывая краевые условия 0)()0(  Txx  и 
то, что ,0)(det tX  получаем: 

                    
.0])()()[(

0

1   dttSutBtX
T

             (5) 

Тогда, полагая ,)()(
0

1 PdttBtX
T

    
T

tX
0

1 )(  

,)( QdttS   систему (5) можно записать так: 

.0 QPu                        (6) 

Следовательно, проблема поиска решения 
поставленной математической задачи свелась к 
проблеме разрешимости системы (6). Найдем 
условия разрешимости системы (6), то есть 
определим условия существования векторов u  и 

,  ,0 u удовлетворяющих равенству (6). 
Далее всюду будем предполагать, что 0

(внешние воздействия существуют). 
1. Пусть .nrangP   Для простоты рассужде-

ний положим, что минор порядка ,n отличный от 
нуля, расположен на первых n  столбцах матри-
цы .P Тогда, представив матрицу P  равенством 

),,( 21 PPP   ,0det 1 P  вектор u – равенством 
),,( 21 uuu   1u – n -мерный вектор, получим: 

.1
122

1
11 QPuPPu                  (7) 

Равенство (7) определяет часть 1u  стабили-
зационного объема, которая вместе с его частью 

2u  обеспечивает стабильное развитие экономи-
ческой системы. 

Отметим, что общий стабилизационный 
объем u  определяется равенством ).,( 21 uuu   
Из равенства (7) следует, что часть 1u стабилиза-
ционного объема зависит от части 2u . Поэтому 

2u  можно выбрать произвольно и даже равным 
нулю. 

2. Пусть .nQrang   Тогда, аналогично рас-
суждая, получаем, что 

.1
122

1
11 PuQQQ                 (8) 

(Здесь ),,( 21 QQQ   ,0det 1 Q  ),,( 21    1  –   
n -мерный вектор, для определённости предпо-
ложено, что минор порядка n , отличный от ну-
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ля, расположен на  первых  n   столбцах  матри-
цы Q ). 

С точки зрения экономической системы ра-
венство (8) определяет объем внешних воздей-
ствий, который система может преодолеть по-
средством заранее запланированного стабилиза-
ционного объема. 

3. Пусть ,nPrang   ,nQrang  .kmr   
Матрицу R  определим равенством ],,[ QPR   
вектор   – равенством ).,(  u  Система (6) 
запишется в виде 

                 .0R                              (9) 

3.1. Предположим, что nr   и .rRrang   
Единственным решением системы (9) является 

.0  Экономическая система не жизнеспособ-
на, отсутствует стабилизационный объем, любые 
внешние воздействия уничтожают экономиче-
скую систему. 

3.2. Предположим, что nr   и ,Rrang  
.r  Для простоты рассуждений будем пред-

полагать, что минор порядка ,  отличный от 
нуля, расположен в левом верхнем углу матрицы 

.R Тогда элементарными преобразованиями си-
стему (9) можно свести к системе 

02211   RR ,                     (10) 

в которой 1R  –  -матрица, ,0det 1 R  ,( 1   
),2  1 –  -мерный вектор. Следовательно,  

.22
1

11  RR                       (11) 

Рассмотрим следующие случаи: 
а) пусть ,1 u  .2    Тогда .2

1
1 RRu   Эко-

номическая система стабильно развивается, ста-
билизационный объем достаточен для нейтрали-
зации внешних воздействий; 
б) пусть ,1    .2 u  Тогда uRR 2

1
1
  и сле-

довательно, определён допустимый объем внеш-
них воздействий, при котором возможно ста-
бильное развитие экономической системы при 
заранее заданном стабилизационном объеме; 
в) предположим ),,( 111  u  ),,( 222  u  

.2
1

1 RRL  Тогда равенство (11) можно записать 
так: ,211 Lu  ,221  L  где ).,( 21 LLcolonL   
Это значит, что 

,2122111 LuLu   ,222221  LuL     (12) 

),,( 12111 LLL   ).,( 22212 LLL   Из равенства (12) 
следует, что экономическая система стабильно 

развивается тогда и только тогда, когда суще-
ствует часть 2u стабилизационного объема, удо-
влетворяющая равенству (12). 

3.3. Пусть nr   и .nRrang   Для простоты 
рассуждений предположим, что минор порядка 
v  матрицы ,R отличный от нуля, расположен на 
первых n  столбцах матрицы .R  Тогда элемен-
тарными преобразованиями систему (9) можно 
свести к системе, аналогичной системе (10) [со-
храним обозначения системы (10)]. Исследова-
ние этого случая и выводы аналогичны исследо-
ваниям и выводам случая 3.2. 

Таким образом, справедлива следующая 
теорема. 

Теорема 1. Экономическая система (мате-
матическая модель (4) при )0),,(  ut не жиз-
неспособна, если выполнено одно из следующих 
условий:  

i1). ,nr   ;rRrang   

i2). существует часть стабилизационного 
объема, не удовлетворяющая системе (12) 
и стабильно развивается во всех остальных слу-
чаях. 

II. Пусть ),,(  ut ≢ .0 Решение )(tx  
))0(( x  системы (4) примет вид 

  

.)],,()()([)()()()(
0

1  duSuBXtXtXtx
t

  

Используя ранее принятые обозначения, полагая 

,),,()(),(
0

1* dtuttXu
T

    учитывая краевые 

условия 0)()0(  Txx  и то, что ,0)(det TX
),,(  u получаем, что  

.0)(*  R                    (13) 

Из свойств вектор-функции ),,(  ut  следу-

ет, что .0)(lim *

0






 Далее будем предполагать, 

что .0/)(lim *

0






 

Найдем условия стабильного развития эко-
номической системы, математической моделью 
которой является система (4). 

i3). Пусть ,nr  .rRrang  Заменой пере-
менных ,l  ,0 ,1l система (13) сведется 
к системе ,0)(  ORl  в которой 




/)(lim)(lim *

00
lO


  равномерно относи-

тельно .l  
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При любом l  .0|| Rl  Поэтому по теореме 
Вейерштрасса существует число 0m  такое, 
что при любом l  )1|(| l  .|| mRl   Из того, что 

,0)(lim
0







O  следует существование числа 

,0*   при котором для любого ],0( *  вы-
полняется неравенство mO |)(|   и, следова-

тельно, неравенство .0)(|)(|   ORlORl
 

Это значит, что при любых l  ),1|(| l  ],0( *  
равенство (13) не выполняется, следовательно, 
экономическая система не жизнеспособна, от-
сутствует стабилизационный объем, внешние 
воздействия уничтожают систему. 

i4). Пусть nr   и .nRrang   Предположим 
для простоты рассуждения, что минор порядка 

,n отличный от нуля, расположен на первых n  
столбцах матрицы .R  Тогда систему (13) можно 
записать так: 

,0)(*
2211   RR   

где 1R – nn -матрица, ,0det 1 R  ).,( 21    

Следовательно, )].([ *
22

1
11    RR  

Убедимся, что оператор , определенный 
равенством )],([ *

22
1

11    RR  имеет 
ненулевую неподвижную точку. С этой целью 
заметим, что .0/)(lim *

0






 Следовательно, 

существует число 0  такое, что при любом   

)(    выполнено неравенство .
2
1|)(| *1

1  R  

Из того, что ,0lim 2202







R следует, что число 

],0(1    можно выбрать так, что при 2  

)( 12   выполнено неравенство .
2
1|| 22

1
1   RR  

Это значит, что при любом фиксированном 2  
),( 12   при любом 1  )( 1    выполнено не-

равенство ,|)]([||| *
22

1
11    RR  то есть 

оператор   при любом фиксированном 2  
)( 12    множество }:{ 11    отображает в 

себя и, следовательно, имеет на этом множестве 
неподвижную точку. Непрерывность оператора 
  на множестве }:{ 11    следует из его 
определения. 

Фиксируем *
2 ).||0( 1

*
2   Тогда существу-

ет точка *
1 ),|(| *

1   удовлетворяющая равенству 

 ).( **1
1

*
22

1
1

*
1    RRR           (14) 

Равенство (14) определяет соотношение 
между стабилизационным объемом и объемом 
внешних воздействий, при котором имеет место 
стабильное развитие экономической системы. 

Таким образом, доказана следующая теоре-
ма. 

Теорема 2. Согласно математической моде-
ли (4) экономическая система в условиях внеш-
них воздействий не жизнеспособна, если nr   и 

,nRrang   и может стабильно развиваться, ес-
ли nr   и nRrang  . 

i5).  Пусть ,nvRrang   ,nr   вектор-
функция )(*   представима равенством  

)|(|)()(* k
k   , в котором )(k  – век-

тор-форма порядка k относительно вектора  , 

0||/)|(|lim kk  . 
Для определённости положим, что минор 

порядка v , отличный от нуля, расположен в 
верхнем углу матрицы R. Тогда элементарными 
преобразованиями матриц системы (13) можно 
привести к системе  











,0)|(|)(

,0)|(|)(
*

*

k
k

kR




                   (15) 

в которой  R*– rv  -матрица,  ,* vRrang    

)(* k – вектор-форма порядка k относительно 
вектора  , ,0)|(|lim

0




k


 0)|(|lim
0




ko 


,  

/)|(|lim
0

ko 


.0|| k  

Полагая l  , 0 , систему (15) преоб-
разуем в систему 

                  .0),())(,( **  lOllRcolon k           (16) 

Как и в пункте i3), убеждаемся, что если при 
любом l  )1|(| l  ,0))(,( ** llRcolon k  то суще-

ствует число 0*   такое, что при любых 

),( * o и l )1|(| l  равенство (16) не выпол-
няется. 

Предположим, что существует вектор *l  
)1|(| * l , удовлетворяющий равенству 

0))(,( **** llRcolon k . 

Тогда в окрестности точки  l* систему (16) мож-
но записать так: 

,0),()( 1
**  lOllR   
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,0),()())(( 2
***  lOllOlllD

i
     (17) 

где )( *lD  – значение матрицы Якоби вектор-

функции )(* lk в точке l*, ,0)|(|lim *
*




i

ll
llO  при 

любом }2,1{j 0|)|,(lim
0




lO j 
равномерно от-

носительно l  )1,|(| l , 2i . 

Положив для простоты записей ,*  ll  
систему (17) сведем к системе 

,0),()(  lOOY i                  (18) 

в которой )),(,( ** lDRcolonY   ,0()( colonO i   

)),( iO  )).,(),,((),( 21 lOlOcolonlO    
Пусть .nYrang   Тогда систему (17) можно 

представить равенством 

,0),()(2211  lOOYY i            

где ,0det 1 Y  ),( 21    (принято для опреде-
ленности, что минор порядка ,n  отличный от 
нуля матрицы ,Y  расположен на первых n  
столбцах матрицы Y ). Следовательно, 

)].,()([ 22
1

11 lOOYY i     

Оператор 1  определим равенством  

)].,()([ 22
1

111 lOOYY i     

Докажем, что оператор 1  имеет неподвижную 

точку.  Действительно,  из  того,  что  



1
10

limY


 

,0/)(   iO  следует, что существует число 

0  такое, что при любом  )(    выполня-

ется неравенство .
3

|)(| 1
1

   iOY  

Из того, что ,0lim 22
1

10






YY  следует, что 

число ],0(1    можно выбрать так, что при 
любом 2 )|(| 12    справедливо неравенство 

.
3

|| 22
1

1
  YY  Это значит, что при любых фик-

сированных ),,0( 0  2 )|(| 12    и любом 1  
)|(| 1   [и, следовательно, при любом   

)|(|   ] выполнено неравенство  1
111 ||| Y  

22[ Y   )|(| iO  ,|),(  lO  то есть оператор 

1  имеет неподвижную точку. Непрерывность 
оператора следует из его определения. 

Фиксируем *
2  ),||0( 1

*
2    ).,0( 0  То-

гда существует точка *
1  такая, что *

1
*
11   и 

выполнено равенство  

                              ,0)(*  R                      (19) 

в котором ),( **   e  ).,( *
2

*
1

*    
Равенство (19) устанавливает связь между 

стабилизационным объемом и объемом внешних 
воздействий, при которой имеет место стабиль-
ное развитие экономической системы. 

Таким образом, доказана следующая теоре-
ма. 

Теорема 3. Согласно математической моде-
ли (4) экономическая система в условиях внеш-
них воздействий может оказаться не жизнеспо-
собной, если при любом l  )1|(| l   ,( *Rcolon  

,0))(* k   и может стабильно развиваться, если 
.nrangY  

Экспериментальные исследования. В ка-
честве экспериментальной экономической си-
стемы рассматривается её математическая мо-
дель вида 

),()()( tftSutBx                (20) 

в которой )],0,4,1(),1,0,4([)( tcolontcolontB   
)],2,1,0(),2,8,6(),0,1,1([)( tcolonttcoloncolontS   

).4,1,32()( 22  tttcolontf  
При отсутствии внешних воздействий 

,0(  следовательно, и )0u моделью развития 
экономической системы является система урав-
нений ),(tfx  решение которой – вектор-функ-

ция ),4
3

,
2

,3
3
2()(

32
3

0 ttttttcolontx   ,0)0(0 x  

).
3

13,
2
3,

3
11()1(0 colonx   Следовательно, 0 – 

нулевой начальный объем производственных 

фондов,  )
3

13,
2
3,

3
11(colon – объем производ-

ственных фондов, который система достигнет к 
моменту 1T  при отсутствии внешних воздей-
ствий. 

Выясним, способна ли экономическая си-
стема [согласно модели (20)] стабильно разви-
ваться в условиях внешних воздействий, то есть 
при 0  получит ли система к моменту 1T  
запланированный объем .  

Заменой переменных )(0 txxx   система 
(20) сведется к системе (сохраним прежние обо-
значения) ,)()( tSutBx  решением которой 
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является вектор-функция  

,)()()(
00

 dSudBtx
tt


 

где )],0,2,(),,0,2([)( 22

0
ttcolonttcolondB

t
   dS

t


0

)(
 

)].,,0(),2,4,3(),0,,([ 222 ttcolontttcolonttcolon  
Для определения векторов  u  и    согласно  

краевым условиям  0)1()0(  xx   можно полу-
чить  систему уравнений вида 

,0 QPu                          (21) 

в которой )],0,2,1(),1,0,2([ coloncolonP   Q  
)].1,0,0(),2,4,3(),0,1,1([ coloncoloncolon  Тогда, 

учитывая, что ,0det Q из системы (21) будем 

иметь .1PuQ  
Пусть ).2,1(0 u  Непосредственным вычис-

лением устанавливаем, что ).4,5,1(0   С точки 
зрения экономической системы [модель (20)] 
вектор )2,1(0 u  определяет стабилизационный 
объем. Следовательно, экономическая система 
стабильно развивается, если объем внешних воз-
действий определяется равенством ),4,5,1(0   
экономическая система не жизнеспособна, если 
объем внешних воздействий удовлетворяет не-
равенству .0   

Выводы. В результате исследований уста-
новлено, что для экономической системы (мо-
дель – система дифференциальных уравнений) в 

предположении, что нелинейная связь между 
вектором управления и вектором внешних воз-
действий отсутствует, определены (теорема 1) 
как условия, при которых экономическая систе-
ма стабильно развивается, так и условия, при 
которых экономическая система не жизнеспо-
собна. 

В условиях существования нелинейной свя-
зи между вектором управления и вектором 
внешних воздействий в системе дифференци-
альных уравнений по свойствам линейных и не-
линейных частей системы установлены случаи 
стабильного развития и случаи нежизнеспособ-
ности экономической системы. 

Предложена практическая реализация теоре-
тических исследований к изучению конкретной 
математической модели экономической систе-
мы. Численно определены условия стабильного 
развития (жизнеспособности) экономической 
системы. 
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