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ЗАДАЧИ НУЛЕВОГО ВАРИАНТА 

Задание 1. Вычислить определитель 3-го порядка 

210

312

321





: 1) по правилу треугольников; 

2) по правилу Саррюса; 

3) разложением по строке (столбцу). 

Задание 2. Вычислить определитель 

22034

12321

54203

31232

12421









. 

Задание 3. Даны две квадратные матрицы A  и B  3-го по-

рядка 

112

101

232

A



 , 

130

420

112

B



 . 

Найти: 1) BAC  ; 2) показать, что   111
ABBA 
 . 

Задание 4. Решить СЛАУ 















232

,5232

,44

31

321

321

xx

xxx

xxx

 

а) по правилу Крамера; 

б) с помощью обратной матрицы; 

в) методом Гаусса; 

г) методом Гаусса в матричной форме; 

д) модифицированным методом Жордана – Гаусса. 
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Задание 5. Решить СЛАУ 





















03

,72

,522

,12

4321

432

4321

421

xxxx

xxx

xxxx

xxx

 

а) методом Гаусса; 

б) методом Гаусса в матричной форме; 

в) модифицированным методом Жордана – Гаусса. 

Задание 1 

1.1. Краткие теоретические сведения 

Определение 1. Определителем 3-го порядка, соответству-

ющим квадратной матрице 3-го порядка 

333231

232221

131211

A

aaa

aaa

aaa

  

называется число, обозначаемое A  или   и равное 

 322113312312332211

333231

232221

131211

A aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

 

   322311332112312213 aaaaaaaaa  .         (1.1) 

Удобней пользоваться формулой (1.1), если применять пра-

вило треугольников или правило Саррюса. 

Правила треугольников. Определитель A  3-го порядка 

равен сумме произведений элементов, стоящих на главной диа-

гонали и в вершинах треугольников с основаниями, параллель-

ными главной диагонали, и минусу произведений элементов, 

стоящих на побочной диагонали и в вершинах треугольников с 

основаниями, параллельными побочной диагонали (рис. 1). 
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333231

232221

131211

A

aaa

aaa

aaa

 

Рис. 1

a a11 12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a a11 12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

= -

Главная диагональ Побочная диагональ

 
Правило Саррюса. Образуем матрицу размером 53 , у ко-

торой  первые  три  столбца составлены из матрицы A , а 4-й и 

5-й столбцы – это первые два столбца матрицы A  (рис.2). 
a

11

21

31

13

23 21 22

32 33 31 32

12

Рис. 2

11

12

a a a a

a a a a a

a a a a a

12

+ + +- - -
 

Затем перемножаем элементы этой матрицы в соответствии 

со схемой рис. 2 для получения слагаемых формулы (1.1). 

Определение 1.2. Минором ijM  элемента ija  определителя 

n-го порядка называется определитель  1n -го порядка, полу-

ченный из определителя n-го порядка вычёркиванием i-й строки 

и j-го столбца, на пересечении которых находится элемент ija . 

Определение 1.3. Алгебраическим дополнением ijA  эле-

мента ija  определителя n-го порядка называется число, равное 

минору ijM  этого элемента, если сумма индексов  ji   – чёт-

ное число, и минору со знаком минус, если  ji   – нечётное 

число. 
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Таким образом, для любого элемента ija  определителя 

имеет место соотношение  

  ij
ji

ijij MAa


 1~ .    (1.2) 

П р и м е р 1. Вычислить минор 12M  и 22M  и соответству-

ющие им алгебраические дополнения 12A  и 22A  определителя 

4-го порядка: 

2110

1213

0312

4321

A




 . 

Решение. Миноры 12M  и 22M  соответствуют элементам 

определителя 12a  и 22a : 









210

123

032

~2 1212 Ma |вычисляем по правилу треуголь-

ников|    233020013013222  

     282188112  ; 

по формуле (1.2) найдём алгебраическое дополнение этого эле-

мента:     28281 12
21

12 


MA . 

  



 024134013221

210

123

431

~1 2222 Ma

  25101204111233  ; 

  251 22
22

22 


MA . 

Ответ: 2812 M , 2812 A ; 2522 M , 2522 A . 

Определение 1.4. Определитель n-го порядка равен сумме 

произведений элементов 1-й строки определителя на соответ-

ствующие этим элементам алгебраические дополнения: 
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nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

A  




n

j
ijijnn AaAaAaAa

1
1112121111  .                             (1.3) 

Вычисление определителя по формуле (1.3) называется раз-

ложением определителя n-го порядка по 1-й строке. 

Определитель n-го порядка можно разложить по любой 

строке или любому столбцу. 

ininiiii AaAaAa  2211A   – разложение определителя по 

i-й строке, где ni ,,2,1   (кратко записывают ni ,1 ); 

njnjjjjj AaAaAa  2211A , nj ,1 , – разложение опре-

делителя по j-му столбцу. 

П р и м е р 2. Вычислить определитель. 

Решение. 





210

123

431

|разложим определитель по 1-й 

строке|  131211131211 431431 MMMAAA  








10

23
4

20

13
3

21

12
|определитель 2-го порядка 

вычисляется по формуле:  21122211
2221

1211
aaaa

aa

aa
 

       02134012331122  

25121814  . 

Вычислим тот же определитель разложением по 1-му 

столбцу: 

 312111312111 03031 MMMAAA  
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2510350
21

43
3

21

12






 . 

Ответ: 25 . 

Очевидно, что вычисление определителя по 1-му столбцу 

произвести быстрее, чем вычисление по 1-й строке, так как чис-

ло реальных слагаемых (т.е. слагаемых, отличных от нуля) 

меньше на единицу. 

Оказывается, что существует свойство определителя (см., 

например, [6]: свойство 8 п.2.3.2), позволяющее получать нули в 

некоторой строке (столбце), не изменяя определителя. 

Свойство. Если к элементам некоторой строки (некоторого 

столбца) определителя прибавить соответствующие элементы 

другой строки (другого столбца), умноженные на любое число 

 , то определитель не изменится. 

Решим предыдущий пример. 

 
 

|прменяя свойство, получаем ещё один 

нуль в 1-м столбце, кружочек означает 

умножение элементов 1-й строки на 

 3 , а затем стрелочка показывает, что к элементам 2-й строки 

нужно прибавить соответствующие новые чис-

ла| 





210

1170

431

|, разлагаем  определитель  по  элементам 

1-го столбца|   







21

117
11 11

11
11 MA  

         2511127  . 

1.2. Решение первого задания нулевого варианта 

Вычислить определитель 



210

312

321

: 


1      3 4

3   2    1

0 -1  2     

-3

= =

Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и 

РГ
РТ
У



 9 

1) по правилу треугольников: 

         113222312032211  

 19380602  ; 

2) по правилу Саррюса: 

 211  

     032  

 013123  

     222131

198362  ; 

 

3) разложением по столбцу (строке): 







210

312

321

|разложим определитель по элементам 3-й 

строки|  3332333231 21210 MMAAA  

     1910941263
12

21
2

32

31






 . 

Задание 2. Вычислить определитель 

22034

12321

54203

31232

12421









. 

Решение. Согласно определению 1.4, определитель можно 

разложить по 1-й строке. Получим пять определителей 4-го по-

рядка, которые сводятся к определителям 3-го порядка, и опре-

делители 3-го порядка, в свою очередь, вычисляются через 

определители 2-го порядка. Очевидно, что процесс вычисления 

определителей больших размеров получается трудоёмким. 

+ + +- - -

1

1

1

1

1

1-2 3 -2

2

2

2-3

00
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Следует заметить, что разложение того же определителя по 

5-й строке (или по 2-му столбцу) будет содержать четыре опре-

делителя 4-го порядка, так как один элемент 5-й строки (второго 

столбца) равен нулю. 

Применяя свойство, можно получить четыре нуля в какой-

то строке (или столбце) и вычислять только один определитель 

4-го порядка. Но и его, применяя свойство, можно свести к од-

ному определителю 3-го порядка, который, в свою очередь, 

можно  привести, используя свойство, к одному определителю 

2-го порядка: 

bcad
dc

ba
 . 

Решение примера задания 2 













22034

12321

54203

31232

12421

 

 |применяем свойство 8, все преобразования удобнее провести 

в целых числах. Если в определителе имеется элемент, равный 

1 , то его можно умножать на подходящие числа такие, чтобы 

в строке (столбце), содержащей элемент 1 , получить нули. 

Если в строках (столбцах) нет единиц, то, применяя свойство, 

можно выполнять преобразования в целых числах. В данном 

примере имеются единицы, например, 111 a . Рядом в 1-й стро-

ке (1-м столбце), применяя свойство, можно получить нули. 

Например, умножая элементы 1-й строки на подходящие числа, 

получаем нули в 1-м столбце|  
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4132

22034

12321

54203

31232

12421

 







6616110

24740

221060

13670

12421

 

=|разлагаем определитель по 1-му столбцу|  11111 MA  

622

661611

2474

22106

1367 





 =

 

  






1414
41

14 11

0245253

0101918

0428

1367

MMA  



245253

101918

428

|общий множитель во всех элементах строки 

(столбца) можно вынести за знак определителя (см. свойство 4 

п. 2.3.2 пособия [6]|= 
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800155

28058

214

2

5219

245253

101918

214

2

 

    





1631

1429
522

80155

2858
222 1212 MA  

  60043446420  . 

Ответ: 600 . 

Задание 3 

Даны две квадратные матрицы A  и B  3-го порядка 

112

101

232

A



 ,   

130

420

112

B



 . 

Найти: 1) ABC  , 2) показать, что   111
ABAB 

 . 

3.1. Краткие теоретические сведения 

Определение 3.1. Произведением матрицы A  размером 

sm  на матрицу B  размером ns  называется матрица C раз-

мером nm , элементы которой ijc  вычисляются по формулам: 




s

k
kjiksjisjijiij babababac

1
2211  . (3.1) 

Формула (3.1) показывает, что умножение двух матриц 

возможно тогда и только тогда, когда число столбцов в первом 

множителе (матрица A ) равно числу строк во втором множите-

ле (это матрица B ). Обозначение BAC  . 

Например, для получения 11c  матрицы C  находится сумма 

произведений элементов 1-й строки матрицы A  на соответ-

ствующие элементы 1-го столбца матрицы B : 

111212111111 ssbababac   . 

Аналогично 212212121112 ssbababac   , …, 
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snmsnmnmmn bababac  2211 . 

Если же число столбцов матрицы A  не равно числу строк 

матрицы B , то BA   не существует. 

П р и м е р 1. Найти BA  , если  

210

321
A


    и   

13

20

11

B



 . 

Решение. Число столбцов матрицы A  равно трём , число 

строк матрицы B  тоже равно трём, следовательно, произведе-

ние BA   существует: 

ijc









 C

13

20

11

210

321BA  размером 22 . 

  833021111 c ,           813221112 c , 

    632011021 c ,        012211022 c . 

Таким образом, 
06

88
BAC  . 

Ответ: 
06

88
. 

Найдите AB  , если это возможно. 

Определение 3.2. Квадратная матрица A  называется невы-

рожденной (неособенной), если её определитель 0A  . 

Определение 3.3. Квадратная матрица 
-1A  называется об-

ратной к матрице A , если EAAAA 11  
, где E  – единич-

ная квадратная матрица. 

Теорема. Если квадратная матрица A  – невырожденная, 

то обратная матрица 
-1A  существует и вычисляется по фор-

муле  
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kiik Aa
A

1
A 11  

,    (3.2) 

где kiA  – алгебраическое дополнение элемента kia  матрицы A . 

П р и м е р 2. Найти обратную матрицу 
-1A  для матрицы  

111

223

715

A







 . 

Решение. 1. Найдём определитель A . 

1

1

1

001

113

1265

111

223

715

A 11















 A

 

06
11

126
11 




 M . 

Следовательно, матрица A  невырожденная и имеет обратную 

матрицу. 

2. Построим матрицу ikA  алгебраических дополнений 

элементов ika  матрицы A . 

0
11

22
~5 1111 




 MA , 1

11

23
~1 1212 




 MA , 

1
11

23
~7 1313  MA , 6

11

71
~3 2121 


 MA , 

12
11

75
~2 2222 


 MA ,  
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6
11

15
~2 2323 


 MA , 

12
22

71
~1 3131 




 MA , 

31
23

75
~1 3232 


 MA , 

13
23

15
~1 3333 


 MA . 

133112

6126

110

Aik



 . 

3. Транспонируем матрицу ikA . Получим матрицу 

1361

31121

1260

A
~

A







ki , которая называется присоеди-

нённой матрицей. 

4. Обратная матрица  

6

13
1

6

1
6

31
2

6

1
210

1361

31121

1260

6

1
A
~

6

1
A 1
















. 

5. Проверка 



















111

223

715

1361

31121

1260

6

1
AA 1
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E

100

010

001

600

060

006

6

1
 . 

Самостоятельно проверьте, что EAA 1  
. 

Ответ: 

6

13
1

6

1
6

31
2

6

1
210

A 1








. 

3.2. Решение задания 3 нулевого варианта 

1. 












130

420

112

112

101

232

6

1
BA  

 

        

         










114112313112010122

114011312011010021

124312322312020322

114

222

12144





 . 

2. Показать, что   111
ABBA 
 . 

Решение: 1. Найдём   1
BA


 . 

BA C

114

222

12144





 . 
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Определитель 













114

111

672

22

114

222

12144

C  








55

89
444

554

001

892

4 2121 MA  

  02040454  . 

Матрица алгебраических дополнений  

333231

232221

131211

CCC

CCC

CCC

Cik  , 

0
11

22
~4 1111  MC , 10~14 1212  MC ,  

10~12 1313  MC , 2~2 2121  MC , 44~2 2222 MC , 

52~2 2323  MC , 4
22

1214
~4 3131  MC ,  

32
22

124
~1 3232 


 MC , 36~1 3333  MC . 

Присоединённая матрица 

365210

324410

420

CC
~

ki







 ,  

 

365210

324410

420

20

1
ABC

11










. 
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2. Найдём 
11AB 
. 

Решение. 
1B

 и 
1A

 – обратные к матрицам 

130

420

112

B



   и  

112

101

232

A



 . 

Определители B  и A : 

20
13

42
222

130

420

112

B 1111 



 MA , 

.1
11

43
1

112

001

432

112

101

232

A 2121 



 MA

Следовательно, матрицы A  и B  невырожденные, их обратные 

матрицы существуют. 

B
~

B

1
B 1 

, kiBB
~
  – присоединённая матрица. 

10~2 1111  MB , 0~1 1212  MB , 0~1 1313  MB , 

4~0 2121  MB , 2~2 2222  MB , 6~4 2323  MB , 

6~0 3131  MB , 8~3 3232  MB , 4~1 3333  MB . 

460

820

6410

B
~

332313

322212

312111









BBB

BBB

BBB

. 

460

820

6410

20

1
B
~

20

1
B 1








 

Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и 

РГ
РТ
У



 19 

A
~

A

1
A 1 

, kiAA
~
  – присоединённая матрица. 

Найдём 

333231

232221

131211

A

AAA

AAA

AAA

ik   для 

112

101

232

A



 . 

1~2 1111  MA , 1~3 1212  MA , 1~2 1313  MA , 

5~1 2121  MA , 6~0 2222  MA , 4~1 2323  MA , 

3~2 3131  MA ,      4~1 3232  MA , 3~1 3333  MA . 

341

461

351

A
~







 , 

341

461

351

1

1
A 1











. 

Вычислим произведение 
11 AB   : 

  

















 

341

461

351
1

460

820

6410

20

1
AB 11

 

  1
AB

365210

324410

420

20

1 








 . 

Таким образом,   111
ABBA 
 . 

Задание 4 

Решите СЛАУ 















232

,5232

,44

31

321

321

xx

xxx

xxx

 

а) по правилу Крамера; б) с помощью обратной матрицы; 

в) методом Гаусса; г) методом Гаусса в матричной форме; 

д) модифицированным методом Жордана – Гаусса. 
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Краткие теоретические сведения 

Пусть дана система трёх линейных алгебраических уравне-

ний с тремя неизвестными 















.

,

,

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

   (4.1) 

Определитель  , составленный из коэффициентов при не-

известных 321 ,, xxx , 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

  

называется основным определителем системы. 

Найти решение системы. 

а) Решим СЛАУ по правилу Крамера 

Правило Крамера. Если 0 , то система (4.1) имеет 

единственное решение, которое находится по формулам: 




 1

1x ,  



 2

2x ,  



 3

3x ,    (4.2) 

где  

33323

23222

13121

1

aab

aab

aab

 ,  

33331

23221

13111

2

aba

aba

aba

 ,  

33231

22221

11211

3

baa

baa

baa

 , 

формулы (4.2) называются формулами Крамера. 

Решим пример задания 4 нулевого варианта. 

Решение. 

371

530

450

141

1111 





MA , 

1   -4   -1

2   -3    2

-2    0   3 
+

-2

= =
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13131

31210

2113

100

MA  

 

         7411036
1210

113





 , 









31311

3101

234

100

MA  

 

  37340  , 





3333 22

200

537

443

MA  

 

  742892  . 

Найдём решение по формулам (4.2): 

2
37

741
1 




x ,  1

37

372
2 




x ,  2

37

743
3 




x . 

Проверка. Подставляем найденные решения 1x , 2x  и 3x  в 

данную систему уравнений: 















22322

,5221322

,42142

 

– верно. 

Ответ: 
T

212 . 



-4   -4   -1

5   -3    2

2    0   3 

-4

= =
1



1   -4   -1

2   5    2

- 2  2       3
-4

= =
2



1   -4   -4

2   -3    5

- 0  22       

= =
3

+

Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и 

РГ
РТ
У



 22 

б) Решим СЛАУ с помощью обратной матрицы. 

Краткие теоретические сведения 

Введём матрицы  

333231

232221

131211

A

aaa

aaa

aaa

 ,   

3

2

1

X

x

x

x

 ,   

3

2

1

H

b

b

b

 , 

тогда система (4.1) примет вид: 

HXA  .     (4.3) 

Если A  – невырожденная матрица, то её определитель 

0A   и имеет обратную матрицу 
1A

. 

Уравнение (4.3) называется матричным уравнением, соот-

ветствующим СЛАУ (4.1). Из матричного уравнения (4.3) 

найдём столбцевую матрицу неизвестных X . Умножим слева 

уравнение (4.3) на обратную матрицу 
1A

: 

HAXHAXAA 111   , так как EAA 1 
 и 

XEX  . 

Можно ли (4.3) умножить справа, т.е. 
11 AHAXA   ? 

Следовательно, 

HAX 1 .     (4.4) 

Решим систему задания 4 матричным способом. Для матри-

цы 

302

232

141







A  найдём обратную матрицу 
1A

. 

Определитель 037A  . 

586

4110

11129

37

11
A

333231

232221

131211

1









AAA

AAA

AAA

A
. 

Ка
фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и 

РГ
РТ
У



 23 

По формуле (4.4) 

2

1

2

74

37

74

37

1

2

5

4

586

4110

11129

37

1
HAX 1 













 
. 

Ответ: 212X T
. 

в) Решим систему методом Гаусса. 

Краткие теоретические сведения 

Матрицу A  размером nm  с помощью элементарных 

преобразований (см. [6], п.4) можно привести к ступенчатому 

виду.  

Определение. Рангом матрицы A  называется наибольший 

порядок не равного нулю минора матрицы A . 

Если матрицу A  приведём к ступенчатому виду, то число 

ненулевых строк ступенчатой матрицы S  будет равно рангу 

матрицы A :    SA rgrg  . 

Рассмотрим систему m  линейных уравнений с n  неизвест-

ными: 

HAX
,

,

2211

22222121

11212111





















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa









. (4.5) 

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

A   – основная матрица системы, Ка
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mmnmm

n

n

b

b

b

aaa

aaa

aaa

|

|

|

HA,B
2

1

21

22221

11211











  – расширенная мат-

рица, которая получается из матрицы A  приписыванием столб-

ца H  свободных членов. 

Теорема Кроникера – Капелли. Система (4.5) совместна 

(имеет хотя бы одно решение) тогда и только тогда, когда 

ранг расширенной матрицы B  равен рангу основной матрицы 

A : 

   AB rgrg  . 

Выводы: если     nrgrg  AB  – числу неизвестных, то 

система (4.5) имеет единственное решение; 

если     nrrgrg  AB , то система (4.5) имеет бесконечно 

много решений; 

если    AB rgrg  , то система (4.5) несовместна (не имеет 

решений). 

П р и м е р. Найти ранг матрицы 

92633

42312

01352

54321

A



 . 

Решение. С помощью элементарных преобразований мат-

рицу A  приведём к ступенчатому виду: 

1    2   3    4   5   

3    3   6    2   9   
2    1   3   -2   4   

-2   -5   3    1   0   
1   2   3     4    5   

0  -3  -3  -10  -6   
0  -3  -3  -10  -6   
0  -1   9     9  10   

2 -2 -3
-3
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1    2    3     4     5   

0   0  -30  -37  -36   
0   0  -30  -37  -36   
0  -1     9     9   10   

1   2    3      4    5   

0    0    0      0    0   
0    0 -30  -37 -36   
0  -1    9      9  10   

-1 =S

 

ступенчатая матрица, её ранг равен 3 – числу ненулевых строк. 

Следовательно,     3SA  rgrg . 

Решим систему задания 4 методом Гаусса, в основе кото-

рого лежит преобразование расширенной матрицы B  к ступен-

чатому виду 

B=

1 -4   -1  | -4

2  -3   2  |  5
-2   0   3  |  2

-2 2 1 -4   -1 | -4
0  5 4 13      | 
0 -8 1 -6      | 

3

2
+

 
1 -4  -1 | -4  
0 -1 14 27    | 
0 -8 1  -6      | 

-8

1 -4  -1 | -4       
0 -1   14     27    | 

0  0 -111 -222    | -111:
 

2100

271410

4141





 . 

Элементарные преобразования привели расширенную мат-

рицу B  к ступенчатому виду. 

    3AB  rgrg  – числу неизвестных. 

Данная система имеет единственное решение, которое 

можно найти из равносильной системы 















2

,2714

,44

3

32

321

x

xx

xxx

 

обратным ходом метода Гаусса. Из второго уравнения 

12714 32  xx , из первого уравнения  

224444 322  xxx . 

Ответ: 
T212 . 
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г) Решим СЛАУ методом Гаусса в матричной форме 

Краткие сведения из теории 

В работе [3] разработана методика преобразования метода 

Гаусса в матричной форме. 

Для любой матрицы A  размером nm  существует тре-

угольная матрица L , которая приводит матрицу A  к ступенча-

тому виду: 

SAL  , 

где S  – ступенчатая матрица. 

Построение матрицы L  для случая nm  : 

mmmmm 









321

333231

2221

0

00

0001

L  , 

где элементы 









,,0

,,

если

если

ki

kiAki
ik  

kiA  – алгебраические дополнения последнего столбца угловых 

миноров i-го порядка матрицы A . 

Угловыми минорами матрицы A  называются миноры, рас-

положенные вдоль главной диагонали mmaaa ,,, 1211   матри-

цы A . 

Например, для нахождения элементов 21  и 22  найдём ал-

гебраические дополнения 2-го столбца углового минора 2-го 

порядка 
2221

1211
2

aa

aa
M  : 

21121221 aMA  , 11222222 aMA  ,  023  . 

Для элементов 3-й строки матрицы L  

1331 A , 2332 A , 3333 A ,  034   
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используем 3-й столбец углового минора 

333231

232221

131211

3

aaa

aaa

aaa

M   

и т.д. 

Решим систему задания 4 методом Гаусса в матричной 

форме. 

Для расширенной матрицы 

2|302

5|232

4|141

B







  

найдём матрицу L  (используется матрица A ). 

Построим 2-ю строку 21 , 22  и 23 , используя 2-й столбец 

углового минора 
32

41
2




M . 

211212 2~4  MA , 221222 1~3  MA , 023  . 

Построим 3-ю строку, используя угловой минор  

6
02

32

302

232

141

1313313 











 MAM  ,  

8
02

41
232332 




 MA , 5

32

41
3333 




 A . 

Матрица 

586

012

001

L



 . 

2|302

5|232

4|141

586

012

001

BL













1 -4  -1 | -4 
0 5   4  13    | 

0 0 37  74    | :37

=
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2|100

13|450

4|141 

 , где 

100

450

141

S



 . 

В результате получаем СЛАУ 















,2

,1345

,44

3

32

321

x

xx

xxx

 

равносильную начальной системе. 

Из второго уравнения 154135 232  xxx ; 

из первого уравнения 244 321  xxx . 

Ответ: 
T

212 . 

д) Решим данную систему модифицированным методом 

Жордана – Гаусса 

В предыдущем случае «г» получена ступенчатая матрица  

100

450

141

S



 . 

Найдём матрицу G  такую, что DSG   – диагональная 

матрица. Матрица 

100

0 2322

131211

gg

ggg

G  .  

Для построения строк матрицы G  используем первые 

столбцы угловых миноров матрицы S , причём размеры угловых 

миноров уменьшаются сверху вниз. 

Выпишем наибольший угловой минор матрицы S  – это 

определитель S  матрицы: 
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100

450

141

S



 , 

и найдём алгебраические дополнения 1-го столбца 11S , 21S , 

31S , которые соответственно образуют элементы 1-й строки 

матрицы G : 5
10

45
111111  MSg ,  

4
10

14
212112 


 MSg , 

11
45

14
313113 


 MSg . 

Алгебраические дополнения 1-го столбца углового минора 

10

45
 матрицы S  являются элементами 22g  и 23g  матрицы 

G : 1222222  MSg , 4323223  MSg . Таким обра-

зом, 

100

410

1145





G . 

100

050

005

100

450

141

100

410

1145

SGD 







 . 

Треугольные матрицы L  и G  преобразуют матрицу A  в 

диагональную D .  

Расширенная матрица HA,B   преобразуется в матрицу 
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2|100

13|450

4|141

100

410

145

BLG  

 

2|100

5|050

10|005

 . 

СЛАУ задания 4 примет простейший вид: 

2,1,2

2

,55

,105

321

3

2

1
















xxx

x

x

x

. 

Ответ: 
T

212 . 

Задание 5 

Решите СЛАУ 





















:03

,72

,522

,12

4321

432

4321

421

xxxx

xxx

xxxx

xxx

 

а) методом Гаусса; б) методом Гаусса в матричной форме;  

в) модифицированным методом Жордана – Гаусса. 

а) Решение системы методом Гаусса 

Расширенную матрицу B  приведём к ступенчатому виду: 

B=

1  -2  0  1  |  1

-1  3  1  -1  |  0

2  1  -1  2  |  -5

0  1  -1  2  |  -7

-2 1 1  -2  0  1  |  1

 0  1   1  0  |  1

0  5  -1  0  |  -7

0  1  -1  2  |  -7
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1  -2  0  1  |  1

0 1 0 1    1    |  

0 7  1  -1  2  |  -

0    -1    |  -75 0

-5-1
:2

:2

1  -2  0  1  |  1    

 0         |  1 2   -2 8

0    -1     |  -71    2

0       |  0 4  -10 28

 

1  -2  0  1  |  1 

0 0 -2 5 -14        |

0 7  1  -1  2  |  -

0    1    |  0 -1  4 +2

1 -2  0  1  |  1   

 0         | 0 0  3 -6

0    -1     | -71  2

0       |  0  1 -1  4

 

1  -2  0  1  |  1 

0 0 -2 5 -14        |

0 7  1  -1  2  |  -

0    1    |  0 -1  4 +2

1 -2  0  1  |  1   

 0         | 0 0  3 -6

0    -1     | -71  2

0       |  0  2 -1  4

 

Получаем систему 





















,63

,4

,72

,12

4

43

432

421

x

xx

xxx

xxx

 равносильную ис-

ходной. Методом обратного хода решим эту систему. 

Из 4-го уравнения 24 x ; из 3-го уравнения 24 43  xx ;  

из 2-го уравнения 127 432  xxx ; 

из 1-го уравнения 121 421  xxx . 

Проверка: 

   
   

 
   




















022131

,72221

,5222112

,12121

 – верно. 

Ответ: 
T

2211  . 
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б) Решение системы методом Гаусса в матричной форме 

Для основной матрицы 

1131

2110

2112

1021









A  найдём 

матрицу L . 1-я строка матрицы L  известна. Для нахождения 2-

й строки используем угловой минор 2-го порядка 2M  матрицы 

A , в котором найдём алгебраические дополнения элементов 2-

го (последнего) столбца 





12

21
2M  2121221  MA ,  

 1222222  MA , 023  , 024  . 

Для нахождения 3-й строки матрицы L  используем угло-

вой минор 3M  матрицы A , в котором найдём алгебраические 

дополнения последнего столбца: 









110

112

021

 2
10

12
131331  MA ,  

1
10

21
232332 


 MA ,  

5
12

21
333333 


 MA , 034  . 

Для нахождения 4-й строки матрицы L  используем угло-

вой минор 4-го порядка  матрицы A , в котором найдём алгеб-

раические дополнения последнего столбца: 













1131

2110

2112

1021

4M  
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8

131

110

112

141441 







 MA , 

2

131

110

021

242442 







 MA , 

6

131

112

021

343443 







 MA , 

2

110

112

021

444444









 MA =

 

        .4
11

15

110

150

021













  

Таким образом, матрица 

4628

0512

0012

0001

L






 , 




















1|1131

2|2110

5|2112

1|1021

4628

0512

0012

0001
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:2

:2

1  -2  0  1  |  1      

 0         |   0 0 -12 24

0    -1     |  - 7 5    0  

0       |   0 -4  10 -28=

 
Решаем более простую систему, равносильную исходной: 











































.1

,1

,2

,2

2

,1452

,75

,12

1

2

3

4

4

43

32

421

x

x

x

x

x

xx

xx

xxx

 

Ответ: 
T

2211  . 

в) Решение задания 5 модифицированным матодом Жор-

дана – Гаусса 

В предыдущем пункте «б» найдена матрица 

2

14

5

1

1000

5200

0150

1021

BL













 , где 

1000

5200

0150

1021

S






  – сту-

пенчатая матрица для матрицы A . 

Найдём матрицу G , которая преобразует матрицу S  в диа-

гональную D , а исходное уравнение в уравнение cx D . 

Матрица 

1000

00

0
G

3433

242322

14131211

gg

ggg

gggg

 , где элементы 1-й 

строки соответственно равны алгебраическим дополнениям 

элементов 1-го столбца углового минора матрицы S  
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1000

5200

0150

1021

4M 10

100

520

015

111111 



 MSg , 

4

100

520

102

212112 



 MSg ,  

2

100

015

102

313113 



 MSg ,  

0

520

015

102

414114 





 MSg . 

Для построения 2-й строки матрицы G  используем алгеб-

раические дополнения 1-го столбца углового минора: 

100

520

015

3 



M  – в матрице S  вычёркиваем 1-ю строку и 1-й 

столбец. 

2
10

52
2222 


 Sg ,  1

10

01
3223 


 Sg ,  

5
52

01
4224 




 Sg . 

Аналогично построим 3-ю строку матрицы G , используя 

угловой минор 2M : 

1
10

52
33332 


 SgM , 54334  Sg . 
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Таким образом, 

1000

5100

5120

02410

G






 . 

Найдём  

  






















2

14

7

1

1000

5200

0150

1021

1000

5100

5120

02410

BLG  

                 

2

4

10

10

1000

0200

00100

00010













 . 

Итак,  











































.2

,2

,1

,1

2

,42

,1010

,1010

4

3

2

1

4

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

 

Ответ:
T

2211  . 

ТИПОВОЙ РАСЧЁТ 

Задание 1. Вычислите определитель 3-го порядка:  

1) по правилу треугольников; 

2) по правилу Саррюса; 

3) разложением по строке (столбцу). 

1.1.   

315

302

142





. 1.2.   

423

112

521







. 1.3. 

161

321

523







. 
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1.4.   

124

024

142 

. 1.5.   

320

316

543





. 1.6. 

1694

432

114 

.  

1.7.   

233

150

132



 . 1.8.   

115

413

210





. 1.9. 

233

105

132







.  

1.10. 

321

432

134





. 1.11. 

344

213

025







. 1.12. 

335

231

124







.  

1.13. 

222

304

216





. 1.14. 

666

554

321





.  1.15. 

111

222

333

.  

1.16. 

011

202

077





. 1.17. 

021

111

324





. 1.18. 

101

312

145





.  

1.19. 

183

182

018



. 1.20. 

021

111

324





. 1.21. 

101

312

145





.  

1.22. 

720

573

217

 . 1.23. 

987

654

321

. 1.24. 

222

321

555

. 

1.25. 

534

123

124 

. 1.26. 

127

054

302 

. 1.27. 

340

312

123







. 
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1.28. 

1062

135

531

 . 1.29. 

763

321

444

 . 1.30. 

135

310

021

. 

Задание 2. Применяя свойство п. 1.2.6, вычислите 

определитель: 

2.1. 

51324

04115

23421

22015

32123









. 2.2. 

65124

54321

04123

65432

42321







.  

2.3. 

51324

04115

23421

22015

32123









. 2.4. 

24152

517480

03124

48527

16243







.  

2.5. 

12234

50231

11213

02132

31210











. 2.6. 

1625681161

8642781

416941

11111

24321





.  

2.7. 

42304

54235

11014

31132

21321











. 2.8. 

12245

14234

34123

14232

51023
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2.9. 

21321

70125

31524

13021

21264











. 2.10. 

32031

16783

41243

01424

15360







.  

2.11. 

98765

45678

94027

108642

54321



. 2.12. 

69712

17424

74123

52312

40132



.  

2.13. 

20124

13014

33122

04231

14532











. 2.14. 

11111

22122

33323

65432

54321





.  

2.15. 

51448

01248

22226

54231

23324





. 2.16. 

41325

42221

41567

51234

21123









.  

2.17. 

74235

32321

27531

34201

42321







. 2.18. 

018226

54234

12431

32212

04321
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2.19. 

11111

11234

12123

02312

54321







. 2.20. 

43210

012310

31245

54320

53210





.  

2.21. 

42321

02327

44235

04132

04321









. 2.22. 

07031

24318

14325

54321

55555



 .  

2.23. 

04312

17432

65432

11111

23123





. 2.24. 

24234

43017

35214

23012

42211







.  

2.25. 

54321

24130

27310

42321

43210



. 2.26. 

42013

04321

25432

22341

03211







.  

2.27. 

12423

40354

50243

20312

01411







. 2.28. 

12422

04231

65230

32010

41212





.  
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2.29. 

04122

16543

54321

54321

33333







. 2.30. 

256161161

648181

164141

42121

11111





. 

Задание 3. Даны две квадратные матрицы A  и B  3-го 

порядка. Найдите: 1) BAC  ;  

2) показать, что   111
ABBA 
 . 

3.1. 

153

311

132

A 



 ,  

123

012

001

B  . 

3.2. 

231

121

111

A  ,  

232

120

111

B



 . 

3.3. 

221

101

111

A



 ,  

231

021

111

B



 . 

3.4. 

121

113

132

A







 , 

521

413

332

B







 . 

3.5. 

310

310

131

A





 , 

113

052

031
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фе
др
а В
ыс
ше
й м
ат
ем
ат
ик
и 

РГ
РТ
У



 42 

3.6. 

420

215

142

A 



 , 

103

301

532

B



 . 

3.7. 

112

101

232

A



 ,  

130

420

112

B



 . 

3.8. 

421

312

114

A  ,  

421

313

111

B



 . 

3.9. 

421

312

114

A  ,  

121

312

114

B 



 . 

3.10. 

111

223

715

A







 , 

211

523

215

B



 . 

3.11. 

102

120

112

A



 ,  

102

120

112

B



 . 

3.12. 

102

120

111

A







 , 

112

110

111

B







 . 

3.13. 

111

512

421

A







 , 

411

110

321

B



 . 
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3.14. 

211

151

120

A 



 , 

131

211

020

B  . 

3.15. 

122

133

123

A



 , 

142

132

021

B  . 

3.16. 

150

122

211

A







 , 

550

022

111

B 



 . 

3.17. 

016

121

593

A







 , 

321

010

823

B





 . 

3.18. 

203

023

112

A





 , 

205

113

222

B



 . 

3.19. 

201

110

311

A





 , 

200

110

311

B



 . 

3.20. 

210

121

321

A  ,  

340

101

320

B  . 

3.21. 

614

132

021

A 



 , 

120

132

312

B 



 . 
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3.22. 

012

321

223

A







 , 

260

121

223

B







 . 

3.23. 

113

142

328

A







 , 

222

210

312

B



 . 

3.24. 

121

112

011

A





 , 

311

203

102

B



 . 

3.25. 

120

121

321

A







 , 

110

124

132

B







 . 

3.26. 

013

111

132

A







 , 

100

210

123

B





 . 

3.27. 

613

421

120

A







 , 

311

401

202

B 



 . 

3.28. 

122

151

234

A



 , 

200

310

213

B



 . 

3.29. 

171

313

111

A





 , 

152

013

011

B



 . 
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3.30. 

111

111

111

A







 , 

122

021

003

B



 . 

Задание 4. Решить систему линейных уравнений: 

а) методом Крамера;  б) с помощью обратной матрицы;  

в) методом Гаусса;  г) методом Гаусса в матричной форме;  

д) модифицированным методом Жордана – Гаусса. 

4.1. 















.122

,733

,623

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 4.2. 















.42

,45

,1

321

321

32

xxx

xxx

xx

 

4.3. 















.1

,452

,542

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 4.4. 















.02

,22

,5

31

32

321

xx

xx

xxx

 

4.5. 















.32

,12

,32

31

32

321

xx

xx

xxx

 4.6. 















.3

,17223

,175

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

4.7. 















.842

,1032

,44

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 4.8. 















.1042

,1532

,14

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

4.9. 















.82

,3

,6232

321

31

321

xxx

xx

xxx

 4.10. 















.112

,3125

,742

32

321

321

xx

xxx

xxx

 

4.11. 















.43

,23

,13

32

32

321

xx

xx

xxx

 4.12. 















.112

,163

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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4.13. 















.1352

,1943

,2332

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 4.14. 















.123

,342

,4

321

21

321

xxx

xx

xxx

 

4.15. 















.153

,33

,332

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 4.16. 















.47

,033

,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

4.17. 















.022

,75

,1234

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 4.18. 















.163

,042

,52

321

321

32

xxx

xxx

xx

 

4.19. 















.103

,7

,132

21

321

321

xx

xxx

xxx

 4.20. 















.62

,132

,132

32

321

321

xx

xxx

xxx

 

4.21. 















.62

,32

,3

321

321

21

xxx

xxx

xx

 4.22. 















.822

,2

,432

321

32

321

xxx

xx

xxx

 

4.23. 















.13

,542

,3328

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 4.24. 















.564

,432

,22

321

321

21

xxx

xxx

xx

 

4.25. 















.025

,43

,122

31

321

321

xx

xxx

xxx

 4.26. 















.125

,322

,02

32

321

321

xx

xxx

xxx

 

4.27. 















.242

,232

,22

321

321

21

xxx

xxx

xx

 4.28. 















.75

,522

,32

32

321

321

xx

xxx

xxx
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4.29. 















.66

,22

,2593

21

321

321

xx

xxx

xxx

 4.30. 















.342

,432

,02

321

321

21

xxx

xxx

xx

 

Задание 5. Решить СЛАУ: а) методом Гаусса; б) методом 

Гаусса в матричной форме; в) модифицированным методом 

Жордана – Гаусса.  

5.1. 





















.2043

,423

,332

,102

4321

321

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 5.2. 





















.1343

,123

,332

,42

421

321

4321

4321

xxx

xxx

xxxx

xxxx

 

5.3. 





















.577

,442

,543

,523

321

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

 5.4. 





















.7968

,56964

,1432

,32324

321

4321

432

4321

xxx

xxxx

xxx

xxxx

 

5.5. 





















.2

,1323

,11423

,1222

4321

431

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 5.6. 





















.62323

,1

,12

,32

4321

321

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 

5.7. 





















.63243

,32310

,033

,322

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  

5.8. 





















.33243

,133

,0325

,122

4321

4321

432

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxx
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5.9. 





















.0

,8222

,622

,4

4321

4321

431

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

  

5.10. 





















.33

,33

,14272

,022

4321

4321

4321

431

xxxx

xxxx

xxxx

xxx

 

5.11. 





















.1233

,32423

,3233

,4322

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

5.12. 





















.12244

,02

,22

,232

54321

54321

54321

4321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxx

 

5.13. 





















.3322

,134

,532

,0

4321

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

  

5.14. 





















.3322

,1434

,0

,1462

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx
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5.15. 





















.03332

,1232

,125

,3323

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  

5.16. 





















.233

,532

,1223

,3324

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

5.17. 





















.125

,3323

,03332

,7743

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

5.18. 





















.532

,3324

,1223

,4

31

4321

4321

4321

xx

xxxx

xxxx

xxxx

  

5.19. 





















.4

,1223

,3324

,632

4321

4321

4321

31

xxxx

xxxx

xxxx

xx

 

5.20. 





















.354

,1543

,0

,4432

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx
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5.21. 





















.2322

,4432

,89375

,0

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

5.22. 





















.89375

,254

,4432

,0322

4321

432

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 

5.23. 





















.3333

,72

,13

,362

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

5.24. 





















.362

,13

,72

,35442

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  

5.25. 





















.362

,13

,72

,305442

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx
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5.26. 





















.223

,105

,163

,522

4321

32

431

421

xxxx

xx

xxx

xxx

 5.27. 





















.0233

,0232

,02

,022

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

5.28. 





















.0232

,02

,022

,02

4321

4321

4321

31

xxxx

xxxx

xxxx

xx

 5.29. 





















.0232

,02

,022

,0325

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

5.30. 





















.02

,02

,022

,0335

4321

31

4321

4321

xxxx

xx

xxxx

xxxx
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