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ТЕОРЕТИКО – ИГРОВОЙ ПОДХОД В ОПРЕДЕЛЕНИИ 

ОПТИМАЛЬНЫХ СТРАТЕГИЙ ПОВЕДЕНИЯ ДВУХ 
ПРОТИВОБОРСТВУЮЩИХ ВОЗДУШНЫХ ОБЪЕКТОВ 

Синтезированы на основе теории дифференциальных игр оптимальные 
стратегии поведения объекта управления (ОУ) и летательного аппарата 
(ЛА), обеспечивающие минимаксный конечный промах. Сформулированы 
рекомендации по возможным вариантам управления ОУ и ЛА. Доказано, что 
при наведении на маневрирующие ЛА значения конечного промаха для ОУ на 
10…20 % меньше, по сравнению с традиционным методом пропорцио-
нального самонаведения. 
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Введение. Снижение вероятности пораже-
ния ЛА является одним из основных направ-
лений совершенствования авиационной техники 
[1]. В рамках этого направления используется 
совокупность различных приемов и технических 
решений, к наиболее употребляемым из которых 
относятся: использование средств радио-
электронного подавления, применение различ-
ных ловушек, огневого уничтожения, угрожаю-
щих средств поражения и специальных маневров 
уклонения, выполняемых с различной степенью 
участия летчика [2]. Следует отметить, что из 
всех направлений одним из самых универ-
сальных является использование маневров 
уклонения. Универсальность этого способа 
обусловлена тем, что он одинаково эффективен 
против ОУ с любыми типами систем наведения. 

Цель работы – синтез и анализ оптимальных 
стратегий поведения ОУ и ЛА, обеспечивающих 
минимаксный конечный промах, то есть опре-
деление седлового решения дифференциальной 
игры поведения ОУ и ЛА. 

Постановка задачи синтеза. В процессе 
решения рассматриваемой задачи ОУ строит 
свою стратегию поведения на основе априорной 
информации об ЛА. Современные ЛА способны 
выдерживать значительные перегрузки (до 12 
единиц – беспилотные и до 8 единиц – 
пилотируемые). Это позволяет выполнять 

маневр с радиусом поворота до 400 м [2]. Такие 
ЛА способны резко изменять курс, что ведет к 
изменению отраженного сигнала. По инфор-
мации, принятой бортовой радиолокационной 
станцией, можно определить, к какому классу 
относится данный ЛА, и оценить параметры его 
движения. Кроме того, можно спрогнозировать 
области возможных маневров ЛА, так как 
маневр может совершаться только в определен-
ных областях воздушного пространства, а не на 
всем маршруте полета. Дифференциальную 
игру, то есть динамическую игру, динамика 
которой описывается дифференциальным урав-
нением, можно считать решенной, если для нее 
получен результат синтеза равновесных стра-
тегий участников, то есть зависимость управ-
ляющих переменных от фазовых координат и 
времени. Из теории радиоуправления [1] извест-
но, что в игре с управлением полета преследова-
теля основной характеристикой является его 
трансверсальное ускорение ( )рJ t , нормальное к 
направлению линии визирования (ЛВ) на пре-
следуемый ЛА. В то же время при управлении 
преследуемого ЛА основной характеристикой 
также является его трансверсальное ускоре-
ние ( )цJ t , нормальное к направлению ЛВ. Задачу 
будем решать при условии, что ОУ является 
самонаводящимся. 
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Как было отмечено ранее, преследователь 
стремится минимизировать конечный промах 

( )кh t , тогда как преследуемый хочет его 
максимизировать. Таким образом, за критерий 
качества можно взять: 

 21 ( )
2 кI h t .   (1) 

Обобщая всё вышесказанное, представим 
задачу синтеза оптимальных управлений ОУ и 
ЛА применительно к теории дифференциальных 
игр [4] следующим образом. Дана динамическая 
система, характеризующая перемещение ОУ и 
ЛА. Требуется определить такие оптимальные 
стратегии управления ОУ и ЛА, чтобы 
выполнялись следующие неравенства [4]: 

     0 0 0 0( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( )р ц р ц р цI J t J t I J t J t I J t J t  ,   (2) 

где 0 0( ),  ( )р цJ t J t – оптимальные стратегии (управ-
ления) ОУ и ЛА, обеспечивающие седловое 
решение дифференциальной игры. 

Синтез будет выполняться при условии, что 
будут выполняться следующие допущения. 

1. ОУ и ЛА рассматриваются как мате-
риальные точки с единичными массами. 

2. Объект управляется так, что модуль 
скорости сближения остается постоянным.  

Теоретические исследования. При само-
наведении [3] положение ОУ относительно ЛА 
однозначно определяется расстоянием между 
ОУ и ЛА и направлением в пространстве ЛВ ОУ 
– ЛА. Введем понятие текущего промаха, 
который определим как длину перпендикуляра, 
опущенного из точки расположения ЛА на 
направление вектора 0V


в текущий момент 

времени, где 0V


– это вектор скорости ОУ 
относительно ЛА (рисунок 1).  

 
Рисунок 1 

Для того чтобы описать состояние системы 
ОУ – ЛА фазовыми координатами, которые 
будут определять значение текущего промаха 

отнh , необходимо перейти к системе уравнений, 
которые будут определять линейную скорость 
вращательного движения ОУ (скорость 
изменения текущего промаха), а также 
ускорение изменения текущего промаха. Здесь 
текущий промах отнh определен как перпен-
дикуляр к ЛВ.  

Относительная скорость изменения теку-
щего промаха отн отнV h   перпендикулярна к той 
же ЛВ (линейная скорость вращательного 
движения ОУ). Согласно [3] отнV будет опреде-
ляться как производная от произведения 
дальности между ОУ и ЛА ( D ) и углом наклона 

ЛВ ( ):  отнV D D    . Однако в нашем 
случае D  является переменной величиной, 
поэтому линейная скорость вращательного 
движения ОУ будет определяться следующим 
выражением: 

 отнV D D D      .   (3) 

Подставляя в выражение (3) уравнение [3]  

   sin sinц ц р рD V V        ,   (4) 
получаем: 

   sinотн ц ц р рV V V D          .     (5) 

Тогда относительное ускорение сближения 
ОУ и ЛА можно записать в следующем виде: 

 отнV D D D       .    (6) 

Дифференцируя уравнение (5), получаем 

   cos cosц ц ц р р рD D V V D                   

и с учетом того, что [3] 

   cos cosц ц р рV V D          , 

представим результат в следующем виде: 
   cos cos 2ц ц р рD J J D           .  (7) 

Используя уравнение (7), преобразуем 
выражение (6): 

   cos cosотн ц ц р рV J J D          .    (8) 
Таким образом, система уравнений, харак-

теризующая относительное перемещение ОУ и 
ЛА, примет следующий вид: 

   
   

cos cos ,

sin sin .

отн ц ц р р

отн отн ц ц р р

V J J D

h V V V D

    

    

     


     

 


 (9) 

Сделаем следующие обозначения: 

   
   

cos cos ,

sin sin .

ц ц р р

ц ц р р

G J J

W V V

   

   

   

   
 (10) 
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С учетом теории дифференциальных игр [4] 
общая процедура решения данного класса задач 
состоит из двух этапов. 

1. Определение 0 0( ), ( )р цJ t J t  путем решения 
двухточечной краевой задачи или с помощью 
метода динамического программирования [1, 4]. 

2. Раздельная проверка неравенств (2) путем 
решения двух обычных задач управления с 
использованием 0 0( ),  ( )р цJ t J t  в разомкнутой или 
замкнутой форме. 

Проверка 2-го этапа необходима при 
установлении max  min ( )кОУЛА

h t  решения диффе-

ренциальной игры поведения ОУ и ЛА. 
Проверочный этап 2 приводит к необходимым 
условиям второго порядка [4], согласно которым 
для того, чтобы выполнялся минимум промаха 

( )кh t  по управлению 0 ( )рJ t , необходимо, чтобы 
выполнялось неравенство: 

2 2 0рH J   ,  (11)  

а для выполнения максимума промаха ( )кh t  по 
управлению 0 ( )цJ t  необходимо выполнение 
другого неравенства: 

2 2 0цH J   .  (12) 

Как было сказано ранее, решение 
двухточечной краевой задачи начинается с 
построения вспомогательной функции 
(гамильтониана), которая объединяет критерий 
качества (1) с ограничениями (10), используя 
систему неопределенных множителей ,   : 

( ) ( ))H G D W D         . (13) 

Здесь неопределенные множители ,    
неизвестны на момент постановки задачи. Как 
известно из [4], функция Гамильтона по 
определению есть полная энергия перемещения 
ОУ и ЛА. Следовательно, размерность функции 
Гамильтона (13) будет определяться 2 2м с   . 

Таким образом, множитель  выражается в 

 м и характеризует обобщенное расстояние 
между ОУ и ЛА (обобщенная координата систе-
мы), а размерность множителя  составляет 

 м с и он характеризует обобщенный импульс 
системы ОУ – ЛА. Для определения изменения 
множителей ,   составим сопряженную сис-
тему уравнений: 

 
 

,

.

H D

H D




 

 

   


  



   (14) 

Так как дифференцирование в уравнениях 
(14) ведется по переменным   и  , то значение 
D  в обоих уравнениях можно вынести за знак 
дифференциала. Дифференцируя гамильтониан 
(13) по  , получаем 

 D D     

и, перенося функцию   в левую часть, предс-
тавляем дифференциальное уравнение с разде-
ляющимися переменными   и D  [5] в виде: 

D D     .  (15) 

Для того чтобы получить выражение для  , 
необходимо проинтегрировать левую и правую 
части уравнения (15) 

1ln ln lnD C   , 

где 1C – постоянная интегрирования. С учетом 
( )к кt D  , значение постоянной интегрирова-

ния равно единице. Следовательно, выражение 
для функции  примет вид: 

D  .  (16) 

Для определения функции   продифферен-
цируем гамильтониан (13) по переменной  : 

    cos cosц ц р рG V V D D                 
  , (17) 

но с учетом того, что  

   cos cosц ц р рV V D          , 

выражение (17) запишем как: 

G     ,  (18) 

где    sin sinр р ц цG J J        . 
Интегрируя (18), с учетом (16) получаем 

следующее выражение: 

     2
0

sin sin
t

р р ц цJ J dt C         , (19) 

где 2C  – постоянный коэффициент интегрирова-
ния дифференциального уравнения (19). 

Используя начальное условие ( ) 0кt   и 
подставляя его в уравнение (19), получаем 
следующий результат: 

    sin sin
кt

р р ц ц
t

J J dt         . 
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После составления гамильтониана и расчета 
множителей ,    необходимо определить 

оптимальные управления 0 0( ), ( )р цJ t J t , которые 
будут доставлять экстремумы функции 
Гамильтона (13). С этой целью необходимо 
решить следующую систему дифференциальных 
уравнений: 

0,
0.

ц

р

H J
H J
  
  

   (20) 

Дифференцируя функцию Гамильтона (13) 
по переменной рJ , с учетом того, что 

р р рV J   ; ц ц цV J   , получаем следующее 
уравнение: 

 0 0
1 1 1 2 1 2 0ц рDY X Z J X J X D Z          ,   (21) 

где сделаны следующие обозначения: 
1 sin( )р рX      , 2 sin( )ц цX      , 

1 cos( )рY    , 2 cos( )цY    , 

 0 0
1 sin( ) sin( )  

кt

р р ц ц
t

Z J J dt        , 

2 sin( ) 
кt

р
t

Z dt    . 

Аналогичным образом дифференцируем 
функцию Гамильтона (16) по переменной öJ . 
После преобразований получим следующее 
уравнение: 

 0 0
2 2 1 2 1 3 0ц рDY X Z J X J X D Z         , (22) 

где 3 sin( ) 
кt

ц
t

Z dt    .  

Таким образом, систему дифференциальных 
уравнений (20) с учетом (21,22) перепишем в 
виде: 

4 2 1 1 1

2 1 4 3 2

,
,

Z Z X Z DY
X Z Z Z DY
   

    
  (23) 

где 0 0
4 2 1ц рZ J X J X D      . 

Окончательно выражения оптимальных 
управлений примут вид: 

    10
4sin р ц р

р р
р ц р ц

Z
J D Z

  
  

   
   

 

   


    .    (24) 

    10
4sin р ц ц

ц ц
р ц р ц

Z
J D Z

  
  

   
   

 

   


    .     (25) 

Таким образом, оптимальные стратегии 

0 0,р цJ J  будут определяться следующими величи-
нами: направлениями полета ОУ и ЛА, текущим 
значением D , угловыми скоростями вращения 

,р ц   , а также углом ЛВ . 
Существование решений (24), (25) не 

означает, что седловая точка достижима. Как 
известно из [4], в теории оптимального 
управления различают теоретико – игровую 
седловую точку и седловую точку в дифферен-
циальном исчислении, при этом два типа 
седловых точек могут не совпадать.  

Для того чтобы стратегии 0 0,р цJ J  (24). (25) 
являлись теоретико–игровой точкой, нужно, 
чтобы они удовлетворяли необходимым усло-
виям (11), (12). С этой целью продиффе-
ренцируем еще раз выражения (24), (25). После 
выполнения данной математической операции 
для выполнения условия max  min ( )кЛАОУ

h t  нера-

венства (11), (12) можно переписать в 
следующем виде: 

1 2

2 3

2 0,
2 0.

X Z
X Z

  
  

   (26) 

Для того чтобы выполнялось первое 
неравенство (26), необходимо выполнение 
следующих условий: ,р ц  0,р   но sin( ) 0р   , 

2 0Z   или sin( ) 0р   , 3 0Z  , но при этом 

также ,р ц  0,р   Математически данные варианты 
можно представить в виде условия для ОУ: 

,р ц  0,р  0,   ( ) ]0;  2 [р р      .  (27) 

Проводя аналогичные рассуждения со 
вторым неравенством системы (26), приходим к 
аналогичному условию для ЛА: 

,р ц   0,   ( ) ]0;  2 [ц ц      .  (28) 

Для понимания полученного условия (27) 
интерпретируем его в графическом виде. На 
рисунке 2 изображено взаимное перемещение 
ОУ и ЛА, при котором со стороны ОУ 
выполняется условие (27).  

Разобьем условно все пространство вокруг 
ОУ и ЛА на четыре сектора I…IV. Анализируя 
вид полученных траекторий, можно сделать ряд 
выводов. 

1. Если ЛА совершает маневр в секторе I, то 
для обеспечения условия (27) ОУ должен 
совершать наведение по кривой погони. Это 
приводит [6] к увеличению требуемых пере-
грузок в районе точки встречи. 

2. При полете ЛА в секторе II для 
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обеспечения условия (27) ОУ, с одной стороны, 
стремится совершать наведение по траектории, 
близкой к кривой погони, с другой – он может 
заходить ЛА в хвост с любой из сторон (на 
рисунке 2 ОУ заходит справа), так как другие 
требования к траектории наведения кроме 
выполнения условия (27) отсутствуют. В 
результате увеличиваются значения требуемых 
поперечных ускорений в районе точки встречи, а 
также время наведения ОУ.  

 
Рисунок 2 

3. В случае когда ЛА пытается уйти от 
преследования ОУ в направлении сектора III, так 
же как и в ранее рассмотренных случаях, 
необходимое условие (27) диктует ОУ совер-
шать полет по кривой погони, что в свою 
очередь приводит к резкому увеличению 
требуемых перегрузок в районе точки встречи.  

4. При уходе ЛА в сектор IV траектория 
наведения ОУ также близка к кривой погони, 
что ведет к увеличению требуемых перегрузок в 
районе точки встречи. При этом для того, чтобы 
отодвинуть по времени момент схода ОУ с 
траектории, то есть уменьшить величину 
промаха, необходимо уменьшать произведение 
скоростей ОУ и ЛА [6]. 

5. Следует обратить внимание, что при 
маневре ЛА в секторах II, IV (при стрельбе 
вдогон), чтобы обеспечить выполнение необхо-
димого условия (27), а также для гаран-
тированной встречи двух игроков, ОУ требуется 
выполнение условия 2р цV V  . 

Далее рассмотрим, какие должны быть 
оптимальные стратегии поведения ЛА, которые 
будут обеспечивать выполнение необходимого 
условия (28). На рисунке 3 представлено 
противоборство двух игроков, при котором со 
стороны ЛА выполняется условие (28).  

Из анализа рисунка следует, что для 
обеспечения максимального конечного промаха, 
ЛА может уходить от преследования ОУ в 

любом из направлений 1цV


, 2цV


3цV


4цV


, но при 
этом на всем протяжении уклонения от пресле-
дования скорость изменения угла визирования 

ц должна иметь отрицательное значение.  

 
Рисунок 3 

Далее рассмотрим, в каких случаях полу-
ченные оптимальные стратегии 0 0,р цJ J  (24), (25) 
будут являться седловой точкой в дифферен-
циальном исчислении. Из [4] известно, что 

0 0,р цJ J  будут являться седловой точкой в 
дифференциальном исчислении, если будет 
выполняться неравенство: 

    22 2 2 2 2 0ц р ц рН J Н J Н J J         . (29) 

Дифференцируя функцию Гамильтона (13) 
первоначально по переменной рJ , затем по 

цJ получаем:  
2

2 2 1 3ц рН J J X Z X Z     .   (30) 

Подставляя выражения вторых производных 
функции Гамильтона по переменной рJ , цJ , а 
также (30) в неравенство (29), получаем 
следующий результат: 

 2
1 2 2 3 2 2 1 34 0.X X Z Z X Z X Z    (31) 

Ряд преобразований выражения (31) приво-
дит к виду: 

 2
2 2 1 3 0.X Z X Z     (32) 

Анализ неравенства (32) показывает, что оно 
справедливо при любых значениях , , ,ц ц р р     . 

Таким образом, стратегии 0 0,р цJ J  [выражения 
(24), (25)] являются седловой точкой в 
дифференциальном исчислении. 

Из [4] известно, что два типа седловых 
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точек будут совпадать, если:  
2 0ц рН J J    . 

Приравнивая выражение (30) к нулю, 
получаем 

2 2 1 3X Z X Z  ,  (33) 

и, проводя ряд преобразований, приходим к 
следующему результату: 

1р ц     ,  (34) 

где 
   

   

2

1

3

sin sin

sin sin

н

н

t

ц р
t
t

р ц
t

Z dt

Z dt

   

   

  
  

  




. 

Таким образом, стратегии 0 0,р цJ J  (24), (25) с 
учетом уравнения (34) будут являться как 
теоретико – игровой седловой точкой, так и 
седловой точкой в дифференциальном исчис-
лении дифференциальной игры преследования 
ОУ и ухода от погони ЛА.  

Докажем, что для данной дифферен-
циальной игры преследования ОУ и ухода от 
преследования ЛА справедливо равенство:  

 max min ( )= min max ( )к кОУ ОУЛА ЛА
h t h t .  (35) 

Для этого рассмотрим ситуацию, когда 
max min ( )кОУЛА

h t . При этом ЛА в процессе укло-

нения строит свою стратегию на основе 
априорной информации, получаемой от станции 
предупреждения о пуске ОУ [7]. По данным 
этой станции, ЛА способен фиксировать момент 
пуска по нему ОУ, определять тип, а также 
оценивать параметры движения ОУ. 

Дифференцируя функцию Гамильтона (13) 
первоначально по переменной цJ , затем по рJ , 
получаем:  
 2

2 2 1 3р цН J J X Z X Z     .  (36) 

Таким образом, анализируя выражения (30), 
(33), (36), а также траектории ОУ и ЛА, изоб-
раженные на рисунках 2 и 3, можно 
сформулировать ряд выводов. 

1. В дифференциальной игре поведения ОУ 
и ЛА оптимальные стратегии 0 0,р цJ J  (24), (25) 
являются седловой точкой, при этом выполня-
ется равенство max min ( ) max min ( )к кЛА ОУОУ ЛА

h t h t . 

Выигрыш (цена игры) равен 2 2 1 3X Z X Z .  
2. Седловое решение достижимо, если:  

 верно равенство в выражении (33), 
которое означает, что ОУ и ЛА должны 

совершать полет с углами упреждения: 
   sin sinр ц       ; 

 траектории полета ОУ и ЛА должны 
быть такими, чтобы выполнялось равенство 

р ц   . Если учесть, что располагаемые уско-
рения ОУ в несколько раз превышают 
предельно допустимые боковые ускорения 
ЛА, то задача обеспечения максимального 
конечного промаха со стороны ЛА является 
трудно разрешаемой. 

Экспериментальная часть. Проверка эф-
фективности полученного алгоритма само-
наведения (26) и сравнение его с методом 
пропорционального наведения осуществлялись с 
помощью имитационного моделирования, кото-
рое было направлено на выявление особенностей 
функционирования полученного метода в 
различных ситуациях. 

В качестве показателей эффективности 
самонаведения использовались текущие значе-
ния промахов. Текущий промах наведения в 
каждой плоскости управления определялся 
выражением [6]: 

сбр VDh /2  .  (37) 

На рисунке 4 приведены зависимости 
относительных текущих промахов ht/h0 от 
времени для двух объектов управления, один из 
которых (обозначен цифрой 1) использует 
традиционное пропорциональное самонаведе-
ние, а второй– синтезированный алгоритм (24) 
(обозначенный цифрой 2), где h0-максимальное 
значение текущего промаха.  

 
Рисунок 4 

При этом ЛА – неманеврирующий. Там же 
представлены аналогичные зависимости относи-
тельных текущих промахов ht/h0 от времени для 
двух объектов управления, когда маневрирую-
щий ЛА движется с ускорением при использо-
вании метода традиционного пропорциональ-
ного самонаведения (обозначен цифрой 3),        
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4-синтезированный алгоритм (24) (обозначен 
цифрой 4).  

Из анализа рисунка 4 следует, что при 
наведении ОУ на маневрирующие ЛА получен-
ным алгоритмом (24) значения конечного 
промаха на 10…20 % меньше по сравнению с 
традиционным методом пропорционального 
самонаведения. 

Выводы. Таким образом, была рассмотрена 
дифференциальная игра преследования ОУ и 
ухода от погони ЛА, где в качестве критерия 
учитывался только минимаксный конечный 
промах и не учитывались энергетические 
затраты на управление. Основной недостаток 
предложенного подхода в том, что характер 
поведения ОУ и ЛА определяется только 
значениями и знаком таких величин, как р  , 

ц  , р , ц . Результаты исследования пока-
зали, что при наведении на неманеврирующие 
ЛА полученный алгоритм имеет те же показа-
тели эффективности, что и традиционный метод 

пропорционального самонаведения, однако 
полученный алгоритм более эффективен при 
наведении на маневрирующие ЛА. 
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УДК 629.783 

С.Н. Бузыканов 
АЛГОРИТМ ОБРАБОТКИ РЕЗУЛЬТАТОВ ТРАЕКТОРНЫХ 
ИЗМЕРЕНИЙ В ВЕСОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ СОБОЛЕВА 

Рассмотрена задача определения траектории движения космического 
аппарата с применением обработки измерений в весовом пространстве 
Соболева 1

2W . Предложена структурная схема системы обработки, и 
обоснован алгоритм определения оптимального с точки зрения минимума 
среднеквадратической ошибки определения параметров движения весового 
коэффициента  , что позволяет снизить влияние ошибок в каналах 
измерений  по сравнению с аналогичными системами в пространстве 2L . 
Показано, что для моделируемых систем выигрыш может составлять 30 %.. 

Ключевые слова: весовое пространство Соболева 1
2W , определение 

траектории движения космического объекта. 

Введение. В практике космических полетов 
наибольшее распространение получило опреде-
ление орбит и параметров движения космичес-
ких аппаратов (КА) с использованием 
внешнетраекторных измерений (ВТИ). Появле-
ние понятия ВТИ объясняется тем, что 
получаемая в результате измерительная инфор-
мация прямо или косвенно связана с траекторией 
движения или параметрами орбит КА.  

В общем случае для определения вектора 
состояния КА в каждый момент времени 
необходимы шесть независимых соотношений, 

связывающих составляющие вектора скорости и 
координаты в этот момент с результатами 
измерений [1]. Это справедливо, если все 
измерения абсолютно достоверны, а формулы 
связи точны, однако на практике эти условия 
соблюсти очень сложно. На полученные 
результаты накладываются различные случай-
ные ошибки измерений, которые в процессе 
математической обработки должны быть 
нивелированы, а грубые – по возможности 
выявлены и исключены. Другой особенностью 
служит наличие избыточности получаемых 
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данных, что связано с особенностями реальной 
работы технических средств. Наличие указанных 
особенностей делает задачу определения орбиты 
КА недетерминированной, и для ее решения 
используют различные статистические методы 
[2…5]. 

При математической обработке результатов 
измерений наибольшее распространение полу-
чил метод наименьших квадратов. Сущность 
данного метода заключается в аналитическом 
представлении искомой функциональной зави-
симости, т.е. в отыскании такого соотношения, 
которое бы наилучшим образом описывало 
полученные результаты измерений. Особен-
ностью задачи является то, что наличие 
случайных ошибок измерений делает нецелесо-
образным определение «строгой» зависимости, 
которая включала бы все опытные значения. 
Другими словами, график искомой функции не 
должен обязательно проходить через все 
имеющиеся измеренные точки. В основе метода 
лежит принцип наименьших квадратов [1]: 
«наивероятнейшим» значением, которое можно 
получить из ряда измерений одинаковой 
точности, является такое значение, для которого 
сумма квадратов разностей этого значения и 
результатов измерений является наименьшей. 
Для повышения точности используемых методов 
целесообразно ввести предварительную обра-
ботку, обеспечивающую снижение дисперсии 
измерений. 

Цель работы: разработка и анализ 
алгоритма предварительной обработки траек-
торных измерений в весовом пространстве 
Соболева 1

2W . 
Теоретические исследования. При разра-

ботке алгоритмов обработки ВТИ обычно по 
умолчанию предполагается, что вся работа 
ведется в пространстве 2L . Однако данное 
пространство не учитывает наличия дополни-
тельной информации, которая зачастую присут-
ствует при измерениях: информации об измене-
нии измеряемой величины. Рассмотрим 
особенности задачи обработки ВТИ в более 
соответствующем данному случаю пространстве 
- весовом пространстве Соболева 1

2W  [6,7]. 
Весовое пространство Соболева определяется 
скалярным произведением функций в виде: 

   

,)()(

)()(1)(),(













dx
dx

xdg
dx

xdf

dxxgxfxgxf W




   (1) 

где 10   - коэффициент весового прост-
ранства Соболева [6]. 

Определим возможность применения дан-
ного пространства для ослабления действия 
аддитивных шумов, определяемых неточностью 
систем измерений. Пусть в системе измерения 
присутствуют два независимых канала: канал 
непосредственно измеряемой величины (напри-
мер, угла визирования) и канал измерения ее 
производной (рисунок 1, где, 1( )n t , 2 ( )n t ,  

)(tnвых – реализации аддитивных шумов, дейст-
вующих в каналах непосредственного измерения 
и производной, а также на выходе системы 
соответственно; )(1 tfвых  - сигнал на выходе 
системы, 1K  и 2K - фильтры обработки).  

 
Рисунок 1 - Двухканальная система обработки 

результатов измерений 
Данная система отражает реальную ситуа-

цию, когда, например, мы измеряем угол визи-
рования КА и скорость его изменения при опти-
ческих и инфракрасных измерениях. При этом 
для получения некоррелированных ошибок 
целесообразно производить измерения в каждом 
канале в разных диапазонах, например, саму 
величину измерять в оптическом диапазоне, а ее 
производную в инфракрасном или наоборот. 

На вход системы подаются результаты 
измерений – отсчеты функций nf  и nf  , взятые 
через равные промежутки времени. Таким обра-
зом, работа системы сводится к решению клас-
сической задачи восстановления сигнала на 
основе его отсчетов (теорема Котельникова). Как 
показано в [7], решение данной задачи в весовом 
пространстве Соболева 1

2W  имеет вид: 
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или в спектральной области 
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 (3) 

Из (2) следует, что предложенный алгоритм 
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восстановления функции ( )f t  позволяет про-
вести распараллеливание операций обработки в 
каналах сигнала и производной. 

Рассмотрим применение данного алгоритма 
для систем обработки ВТИ. Пусть нам известны 
отсчеты измеряемой величины и ее производной 
в определенные моменты времени. В частности, 
такой величиной может являться скорость КА и 
ее изменение, местоположение КА и его 
скорость, угловое значение линии визирования 
КА и ее изменение и т.д. Точное восстановление 
любой из перечисленных величин позволит 
определить орбиту КА, т. е. выбор исследуемой 
величины следует проводить исходя из 
имеющихся в наличии средств измерений. 
Рассмотрим прохождение сигналов аддитивных 
ошибок, возникающих в процессе измерения 
величины ( )f t  через систему обработки в 

весовом пространстве Соболева 1
2W . В этом 

случае измеряемые отсчеты можно представить 
в виде: 

1k k kf f n  , 2k k kf f n   , 

где kf  и kf   - точные значения измеряемой 
величины и скорости ее изменения, 1kn  и 2kn  - 
аддитивные шумы в канале измерения величины 
и канале измерения производной (скорости 
изменения) соответственно. 

В результате на выходе системы имеем: 
( ) ( )

1 11 exp( )

1( ) 2 exp( ),

вых

k Д
k

Д k Д
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(4) 

т.е. аддитивная смесь точной угловой 
траектории и помеховой составляющей, 
определяемой неточностями измерений. Следо-
вательно, исходя из выражения (4), критерий 
минимума среднеквадратической ошибки 
определения параметров движения при нулевом 
математическом ожидании шумов сводится к 
минимуму дисперсии ошибки на выходе 
системы обработки. В спектральной области 
выражение (4) принимает вид: 
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или 
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     (6) 

где 1( )N w  и 2 ( )N w  - спектр реализаций шума 

1( )n t  и 2 ( )n t  соответственно. Если считать 
шумы 1( )n t  и 2 ( )n t  стационарными нормаль-
ными случайными процессами, некоррелирован-
ными между собой, то дисперсия шумов на 
выходе системы обработки результатов измере-
ний будет иметь вид: 
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где  1G w ,  2G w  - СПМ шумов 1( )n t  и 2 ( )n t  
соответственно. Тогда на выходе системы 
обработки получим: 
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   (8) 

где  max max,F F  - полоса пропускания системы 
обработки. Раскрыв в (8) модуль, преобразуем 
данное выражение к виду: 
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222max

1 ( ) ( )1
4 1

F

ш
F

G w w G w
dw

F w





 


  

 
 

 
. 

(9) 

Для определения оптимального значения  , 
минимизирующего среднеквадратическую оши-
бку (СКО) отклонения измеренной траектории 
от реальной, возьмем производную подынтег-
рального выражения и приравняем ее к нулю: 
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 (10) 

В результате для грубой оценки, при 
условии 2 1 1w   , получим: 
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, (11) 

а выражение (9) преобразуется к виду: 
max
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Если шумы обладают равномерной СПМ 
(белый шум)    1 2G w G w G  , тогда выра-
жение (7) можно записать в виде: 
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где  
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 - функционал, 

зависящий только от значения  . Норми-
рованная к значению (0)A  зависимость данного 
функционала от коэффициента   приведена на 
рисунке 2. 

 
Рисунок 2- Зависимость значения 

коэффициента ( )A   от   

Из анализа рисунка 2 видно, что в этом 
случае обработка результатов измерений в 
весовом пространстве Соболева позволит 
снизить дисперсию шума до 10 раз. 

При идентичности шумов в каналах 
обработки    1 2G w G w  получим 0.5opt  . В 
этом случае выражения (12) и (13) преоб-
разуются к виду: 

max

max
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2 max
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(14) 

На рисунке 3 приведены зависимости дис-
персии шумов на выходе системы 2

ш  от 

ширины полосы пропускания maxF . Из анализа 
рисунка следует, что с ростом ширины пропус-
кания системы обработки дисперсия шумов на 
выходе падает по экспоненциальному закону. 

Экспериментальные исследования. Для 
проведения практического эксперимента были 
промоделированы результаты наблюдений за КА 
с помощью телескопа. На рисунке 4 приведена 
фотография звездного неба с выделяющимся КА.  

 
Рисунок 3 - Зависимость значения дисперсии 

шумов на выходе системы 2
ш  от ширины полосы 

пропускания maxF  

 
Рисунок 4 – Фотография звездного неба, 

снятого с помощью телескопа (полет спутника 
Iridium) 

В результате последовательности наблюде-
ний получаем несколько кадров со смещаю-
щейся отметкой КА. Результат моделирования 
таких наблюдений с учетом неточности изме-
рений представлен на рисунке 5. 

Для приведенной реализации наблюдений 
были проведены исследования по оценке опти-
мального значения  . Результаты исследований 
приведены на рисунке 6, где 1 - нормированная 
СКО измеренной величины, 2 - нормированная 
СКО после фильтрации в весовом пространстве 
Соболева 1

2W . 
Из анализа рисунка 6 видно, что 

уменьшение СКО определения траектории 
движения КА может достигать 60 %. 
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Статистические исследования предложен-
ного алгоритма были проведены при следующих 
условиях: с помощью разработанной независимо 
модели наблюдения полета КА были получены 
отдельные реализации, имитирующие резуль-
таты на выходе телескопа. 

 
Рисунок 5 – Результат моделирования наблюдений 

 
Рисунок 6 – Зависимости СКО измеренной 

величины от коэффициента   

На рисунке 7 приведены зависимости 
средней нормированной СКО определения 
траектории КА от значения коэффициента   
при обработке 100 реализаций наблюдения.  

 
Рисунок 7 – Результат статистических 

исследований предлагаемого алгоритма 

Кривая 1 соответствует обработке сигналов в 
пространстве 2L , кривая 2 - обработке сигналов 

в пространстве 1
2W  при СКО исходных измере-

ний 10  , кривая 3 - обработке сигналов в 
пространстве 1

2W  при СКО исходных измерений 
15  . Из анализа рисунка следует, что приме-

нение предложенного алгоритма позволяет 
снизить СКО на 25-30 %. 

Выводы. Таким образом, в результате 
проведенных исследований показано, что приме-
нение обработки результатов ВТИ в весовом 
пространстве Соболева позволит снизить 
среднеквадратическую ошибку на 25-30 % по 
сравнению с алгоритмами, основанными на 
обработке сигналов в пространстве 2L . Отли-
чительной особенностью предложенного алго-
ритма является то, что значение оптимального 
весового коэффициента   определяется только 
отношением СПМ шумов в каналах измерения, 
т.е. такая система обработки обладает робаст-
ными свойствами по отношению к априорной 
информации о СПМ измеряемой величины. 
Применение данного алгоритма возможно для 
различных схем проведения ВТИ: например, 
измерение угла места визирования в оптическом 
диапазоне, а скорости изменения данного угла  - 
в инфракрасном; или определение координат КА 
в оптическом диапазоне, а скорости КА - в 
радиодиапазоне; или определение скорости КА в 
радиодиапазоне, а значений ускорений - с 
бортовых навигационных систем и т.д.  

Работа выполнена при поддержке гранта Пре-
зидента Российской Федерации для государст-
венной поддержки молодых российских ученых 
МК-1581.2009.8 (договор №02.120.11.1581-МК). 
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УДК 621.396 

В.Г. Андреев 
ВЕКТОРНЫЙ РЕГРЕССИОННЫЙ СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ  

ОТРАЖЕНИЙ ОТ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ОБЪЕКТА 

Рассмотрена задача спектрального анализа отражений от 
вращающегося объекта при его одновременных наблюдениях в различных 
диапазонах длин электромагнитных волн. Предложено использовать 
переопределенную векторную авторегрессионную модель. Показано, что её 
применение даёт возможность по короткой (два-три оборота объекта) 
экспериментальной выборке наблюдений выявить факт вращения и 
измерить его частоту. В задаче слежения за искусственным спутником 
Земли в трёх видимых диапазонах длин волн предложенный метод позволяет 
в 1,5…4 раза уменьшить относительную ошибку оценки частоты вращения 
объекта по сравнению с обычной векторной регрессией того же порядка 
p=2…5. Выигрыш достигается за счет учета ошибок линейного 
предсказания, выходящих за длину p лага. 

Ключевые слова: векторная линейная авторегрессия, спектр, спект-
ральное параметрическое оценивание, векторное моделирование временных 
рядов, переопределённая система уравнений Юла-Уолкера, квазиобратная 
матрица, минимизация среднего квадрата ошибки. 

Введение. В ряде практических приложений 
результаты наблюдений за объектом, поступаю-
щие по M различным информационным каналам, 
могут быть представлены в виде реализации X 
дискретного марковского векторного M-мерного 
случайного процесса конечной связанности: 

X=[x0; x1; …; xt; …; xT−1], (1) 

где xt=[x0,t; x1,t; …; xm,t; …; xM−1,t]T — М-мерный 
векторный t-й временной отсчёт процесса наб-
людения; xm,t — значение t-го наблюдения в m-м 
канале; T — количество векторных отсчётов xt в 
реализации X; m=0, 1, …, M−1; t=0, 1, …, T−1; 
T — знак транспонирования. 

Примерами реализаций X таких процессов 
могут служить данные многочастотной локации, 
диагностическая или навигационная инфор-
мация, поступающая от серии из M≥2 датчиков, 
и т.п. Ниже в качестве примера рассмотрены 
результаты одновременного слежения за 
искусственным спутником Земли в M=3 диа-
пазонах длин видимых электромагнитных волн: 
красном (R), зелёном (G) и синем (B). Подобное 
разложение на цвета осуществляется при 
цифровой записи оптических наблюдений за 
астрономическими объектами. 

Для выявления периодических изменений в 

реализации X анализируемого процесса, связан-
ных, в частности, с вращением объекта наблюде-
ния, эффективно применение авторегрессионных 
моделей [1]. При наличии нескольких каналов 
наблюдения обычно используют два подхода. 
Первый из них предполагает объединение всех 
M каналов путём их аддитивного взвешенного 
суммирования для последующего скалярного 
спектрального анализа. Второй подход состоит в 
выявлении одного канала, в котором зафикси-
рованы наибольшие изменения интенсивности, 
для дальнейшей обработки. Оба этих подхода 
неполно используют информацию о межканаль-
ной корреляции, неявно полагая либо синхрон-
ное изменение объединяемых компонент вектор-
ного процесса, либо, при исключении M−1 
каналов из рассмотрения, отсутствие статисти-
ческой связи между каналами наблюдения. 
Фактически оба подхода сводят векторную 
задачу к скалярному спектральному анализу 
временного ряда x: 

x=[x0; x1; …; xt; …; xT−1], (2) 

где xt=wTxt, t=0, 1, …, T−1; 
wT=[w0; w1; …; wm; …; wM−1] — весовой вектор 
аддитивной суммы M каналов наблюдения; 
0≤wm≤1, m=0, 1, …, M−1. При выделении только 
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одного канала достаточно положить не соот-
ветствующие ему компоненты wm весового 
вектора w нулевыми, а при объединении всех 
каналов полагается 1≥wm>0. В частности, 
предположение о равном вкладе всех M 
компонент приводит к их простому сложению с 
единичными весами wm=1. 

Преимущества подобного перехода от 
векторной задачи анализа M-компонентной 
реализации X к скалярной обработке одномер-
ного процесса x состоят в существенном 
упрощении аналитических средств и сокраще-
нии вычислительных затрат, необходимых для 
выявления информационных признаков из 
массивов наблюдений. Однако платой за подоб-
ное упрощение служит резкое снижение эффек-
тивности цифрового спектрального анализа, 
приводящее, в ряде случаев, к невозможности 
решения поставленной задачи по выявлению 
факта вращения объекта и измерению частоты 
этого вращения. 

Цель работы — построение и оптимизация 
векторных регрессионных моделей (VAR) для 
задач спектрального анализа отражений от 
вращающихся объектов при их одновременном 
наблюдении в различных диапазонах длин 
электромагнитных волн. 

Постановка задачи. Математическое описа-
ние векторного процесса X линейной регресси-
онной моделью предполагает, что текущий 
M-компонентный отсчёт xt может быть выражен 
через аддитивную взвешенную сумму p преды-
дущих отсчётов этого процесса [2, 3]: 

xt=




p

k
ktk

1

xA +εt, (3) 

где εt — M-мерный вектор-столбец t-го вектор-
ного отсчёта εt=[ε0,t; ε1,t; …; εm,t; …; εM−1,t]T реали-
зации ε=[ε0; ε1; …; εt; …; εT−p−1] векторного про-
цесса ошибки линейного предсказания; Аk — 
(M×M)-мерная матрица k-го коэффициента 
линейного предсказания. Предполагается, что 
векторный процесс ε ошибки представляет собой 
некоррелированный шум. 

Для нахождения неизвестных p (M×M)-мер-
ных коэффициентов Аk удобно представить их 
как единую (M×pM)-мерную матрицу 
А=[А1; А2; …; Аk; …; Аp], которая является ана-
логом вектора коэффициентов скалярной линей-
ной регрессии при описании однокомпонентного 
процесса вида (2) [4]. Тогда уравнение (3) можно 
представить в следующем виде: 

xt=A 1
~

tx +εt, (4) 

где 1
~

tx  — pM-мерный вектор-столбец преды-

дущих t−p значений реализации X, которые 
сгруппированы последовательно. Структура век-
тора 1

~
tx  показана ниже: 

T
1

~
tx =[ T

1tx ; T
2tx ; …; T

ktx ; …; T
ptx ]. 

Для нахождения всей группы из p 
матричных коэффициентов A векторной регрес-
сии помножим обе части уравнения (4) справа на 
вектор T*

1
~

tx : 

xt
T*

1
~

tx =A T*
11

~~
 tt xx +εt

T*
1

~
tx , (5) 

где * — знак комплексного сопряжения. Усред-
няя (5) по t, получаем аналог скалярного 
уравнения Юла-Уолкера для авторегрессионного 
процесса в векторном виде: 

k=AK+0 <=> A=kK−1, (6) 

где k — (M×pM)-мерная автоковариационная 
матрица описываемого векторного процесса; 
0 — (M×pM)-мерная нулевая матрица, отражаю-
щая полагаемое отсутствие ковариации между 
процессом ε ошибки и отсчётами исходного 
процесса; K — (pM×pM)-мерная ковариационная 
матрица процесса X, имеющая структуру 
теплицевой и эрмитовой блочной ленточной 
матрицы: 

K=
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, (7) 

где подматрицы Kk, k=0, 1, …, p−1, имеют смысл 
обобщённых матричных коэффициентов ковари-
ации k-го порядка векторного процесса. 
Коэффициент Kk может быть представлен как 
(M×M)-мерная матрица следующего вида: 

Kk=
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, 

где 
kmjK , — коэффициент ковариации k-го 

порядка между j-м и m-м процессами, входя-
щими в качестве компонент в рассматриваемый 
векторный процесс, j, m=0, 1, …, M−1. При j=m 
величина kmmK ,  представляет собой автокова-
риационный коэффициент k-го порядка m-го 
процесса. Аналогично структуре K в (7) 
(M×pM)-мерная автоковариационная матрица k 
имеет вид: 
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k= ][ 21 pKKK  . (8) 

Матрицу P мощностей возбуждающего 
шума [1] с мерностью (M×M) можно получить, 
решая линейную систему уравнений вида: 

[P; 0]=[I; −A]
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1
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1

10
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p

p

, (9)

где I — (M×M)-мерная единичная матрица. 
Отметим, что система (9) представляет собой 
обобщённое уравнение Юла-Уолкера для авто-
регрессионного процесса при его векторном 
представлении и получена из (7), (8) путём 
дополнения матрицы K левым верхним окайм-
лением в виде матрицы k: 

[I; −A] 







Kk
kK

T*
0 =[P; 0]. (10) 

Тогда искомая матрица P дисперсий M-мер-
ного возбуждающего шума находится из 
упрощенной системы линейных уравнений: 

P=[I; −A] 







T*

0

k
K

. (11) 

Общим недостатком изложенного подхода 
является отсутствие возможности учёта при 
нахождении параметров A старших матричных 
коэффициентов Kk ковариации при k>p. Вместе 
с тем наращивание лага p, т.е. порядка век-
торной модели, не только придаёт ей излишнюю 
громоздкость, но и в практических приложе-
ниях, связанных с необходимостью спектраль-
ного анализа коротких выборок эксперименталь-
ных процессов, вызывает появление ложных 
спектральных пиков, затрудняющих определе-
ние доминирующей частоты изменения рассмат-
риваемого параметра. Ложные спектральные 
пики возникают из-за неточных оценок коэффи-
циентов ковариации старших порядков k, что 
обусловлено ограниченностью длины T выборки 
X исследуемого процесса. Однако низкие 
порядки p модели часто не дают возможность 
получить удовлетворительные спектральные 
оценки из-за неадекватности модели. Это 
обусловлено тем, что реальная связность 
исследуемого марковского процесса может 
оказаться выше, чем p, а ещё значительные по 
величине векторные коэффициенты обратной к 
K в (9) матрицы K−1 не участвуют в определении 
параметров A модели. 

Предлагается компромиссное решение, 
которое состоит в построении переопределённой 
векторной модели небольшого порядка p=1…10, 
учитывающей дополнительные старшие коэф-
фициенты ковариации Kk при (p+P)≥k>p, где 
P — глубина переопределённости модели. 

Аналитическое решение. При одновремен-
ном учёте серии из P ошибок εt, εt+1, …, εt+P 
векторного линейного предсказания выражение 
(4) модифицируется: 

[xt; xt+1;…; xt+P]= 
=AP[ 11

~...;;~;~
 Pttt xxx ]+[εt; εt+1; …; εt+P], (12)

где AP — матрица коэффициентов пере-
определённой векторной регрессионной модели. 

Для решения переопределенной системы 
(12) из (P+1) матричных линейных уравнений с 
глубиной переопределённости P помножим обе 
части (12) на матрицу [ 11

~...;;~;~
 Pttt xxx ]T*, обоб-

щив полученное ранее выражение (5): 
[xt; xt+1…; xt+P][ 11

~...;;~;~
 Pttt xxx ]T*= 

=AP[ 11
~...;;~;~

 Pttt xxx ][ 11
~...;;~;~

 Pttt xxx ]T*+

+[εt; εt+1; …; εt+P][ 11
~...;;~;~

 Pttt xxx ]T*. 

(13)

После усреднения по t и учёта обстоя-
тельства некоррелированности процесса ε 
ошибки линейного предсказания выражение (13) 
приобретает вид, аналогичный (6): 

kP=APKP+0P <=> AP=kPKP
−1, (14) 

где kP, KP — (M×pM)-мерная и квадратная 
(pM×pM) матрицы обобщённой ковариации 
(соответственно). Матрицу мощностей PP воз-
буждающего шума для переопределённой 
модели можно получить по выражению, 
аналогичному (11), заменив в нём матрицу A на 
найденные по (14) значения AP: 

PP=[I; −AP] 







T*

0

k
K

. (15) 

Как показали эксперименты, для решения 
рассмотренной ниже практической задачи 
можно считать P≈PP и пользоваться для 
переопределённой регрессионной модели рас-
считанной ранее величиной P мощности возбуж-
дающего векторного шума. 

Экспериментальные исследования. Про-
анализируем предлагаемую методику спектраль-
ного анализа на примере описания эксперимен-
тальной последовательности X, представленной 
тремя (M=3) компонентами R, G, B видимого 
диапазона. Последовательность представляет 
собой реализацию модельного процесса отра-
жений от вращающегося космического аппарата 
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Cassini. Изображения сформированы при 
помощи компьютерной графики по 3D модели 
конфигурации космического аппарата с учётом 
цветов его отдельных элементов. Методика 
построения изображения соответствует приня-
тым в OpenGL принципам [5], т.е. получению 
наборов векторных графических примитивов в 
виде точек, линий и многоугольников с 
последующей математической обработкой полу-
ченных данных и построением растрового 
изображения. 

Серии изображений аппарата Cassini при 
различных ракурсах были получены на основе 
его подробного изображения, пример которого 
приведён на рисунке 1. 

 
Рисунок 1 

Из-за сложности и слабой предсказуемости 
влияния атмосферы на изображение космичес-
кого объекта, а также наличия оптических 
аберраций самой системы наблюдения в модели 
предусмотрен комплексный учёт мешающих 
факторов в виде размытия контуров исходного 
подробного изображения (см. рисунок 1), регу-
лирования общей интенсивности фиксируемого 
светового потока и коррекции его цветовой 
гаммы. 

Для выявления зависимости характеристик 
наблюдаемого изображения космического 
объекта от ракурса предполагалось, что аппарат 
Cassini вращается, совершая относительно 
наблюдателя полный оборот. С шагом 10° при 
фиксированном положении солнца снимались 
модельные кадры с изображением космического 
аппарата. По каждому кадру, подверженному 
модификациям для учёта мешающих факторов, 
фиксировались интенсивности I для трёх цветов: 
IR для красного (R), IG для зелёного (G) и IB для 
синего (B) в относительных единицах. 

Зависимости центрированных относи-
тельных интенсивностей IR, IG, IB от угла ζ 
поворота космического аппарата в поперечной 
плоскости изображены на рисунке 2. При этом 
подразумевается наблюдение двух полных 
оборотов космического объекта, т.е. 
ζ=0°, 10°, 20°, …, 710°. 

 
Рисунок 2 

На рисунке 2 красная R компонента интен-
сивности IR изображена точечной линией, 
зелёная G компонента IG интенсивности — 
пунктирной, синяя B компонента IB — штрих-
пунктирной линиями. 

В рассматриваемом примере анализа спект-
рального состава изменения интенсивности I 
световых отражений от космического объекта 
обычно актуально выделение одной-двух 
доминантных гармонических компонент. Поэто-
му целесообразно ограничиться спектральным 
анализом, основанным на векторной параметри-
ческой авторегрессионной модели второго 
порядка p=2. При этом в качестве трехкомпо-
нентной реализации X векторного процесса 
рассматривается матрица 

X=
















710,B10,B0,B

710,G10,G0,G

710,R10,R0,R

III
III
III





, 

имеющая смысл модели наблюдаемых с Земли 
изменений интенсивности световых отражений 
от космического объекта в трёх видимых диапа-
зонах длин волн при его вращении с шагом 10°. 

Результаты векторного спектрального ана-
лиза реализации X показаны на рисунке  3, где 
представлены оценки нормированных спект-
ральных плотностей мощности S(F). Через F 
обозначена относительная частота вращения, 
выраженная в оборотах космического аппарата. 
Присутствие спектральных компонент на час-
тотах F>1, кратных одному обороту (F=2, 4), 
обусловлено наличием на теле исследуемого 
объекта нескольких цветовых пятен. Жирными 
линями на рисунке 3 показаны оценки спектров 
методом векторной регрессии, а тонкими 
линиями — контрольные спектры. Они постро-
ены с помощью регрессионной модели 
тридцатого порядка по не зашумлённой 
модельной выборке и приняты в качестве 
истинного спектра. Как и на рисунке 2 оценка 
S(F) спектральной плотности мощности при 
точечном начертании отображает оценку SR 
спектра красной R компоненты, при пунктирном 

Продольная ось 

Вращение 
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начертании — спектральную оценку SG зелёной 
G компоненты, а оценка SB синей B компоненты 
изображена штрихпунктирной линией. 

 
Рисунок 3 

Из рисунка 3 видно, что векторная модель 
низкого (p=2) порядка не даёт возможности 
вскрыть истинный спектральный состав иссле-
дуемого процесса по его короткой выборке X 
длиной T=71. В приведённом примере не удаётся 
даже выявить действительную частоту F=1 
вращения объекта. 

Попытка увеличить порядок p векторной 
модели при сохранении того же объёма статис-
тического материала приводит к большому 
числу ложных пиков, затрудняющих выде-
ление доминантных гармонических компонент 
в S(F). 

Так, например, при p=10 появляются 
ложные выбросы на частотах F=2, 4, 6 оборотов 
синего B и красного R цветов. Вместе с тем 
спектральные оценки, полученные с помощью 
переопределённой векторной модели низкого 
порядка p=2, носят адекватный характер. 

На рисунке 4 представлены нормированные 
спектральные плотности мощности S(F), полу-
ченные с помощью векторной авторегрессион-
ной модели второго порядка (p=2) при глубине 
переопределённости P=8. Сопоставление рисун-
ков 3 и 4 даёт возможность качественно оценить 
эффективность предлагаемого метода, а для 
количественной оценки необходимо ввести фор-
мальный критерий. Рассмотрим в его качестве 
для каждого из R, G, B цветов относительные 
отклонения оцененных доминантных частот F̂  
от истинных F, выраженные в процентах. 

Анализ эффективности. Проведём оценку 
результативности предложенной методики 
спектрального анализа по критерию: 

ΔF=
F

FF ˆ
100 %. (16) 

 
Рисунок 4 

Зависимости ΔF от глубины P пере-
определённости для рассмотренного выше 
примера приведены на рисунке 5, на котором 
относительные отклонения ΔFR, ΔFG, ΔFG для 
красного R, зелёного G и синего B цветов 
изображены точечной, пунктирной и штрих-
пунктирной линиями (соответственно), анало-
гично рисункам 2-4. 
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Рисунок 5 

Из рисунка 5 видно, что относительные 
отклонения ΔF существенно (до 3…3,5 раза) 
уменьшаются при наращивании глубины P 
переопределённости векторной модели анали-
зируемого порядка p=2. Тенденция по улуч-
шению адекватности рассматриваемого пара-
метричекого метода векторного спектрального 
анализа сохраняется при увеличении порядка p. 
Так, для приведённого примера при p=3 
усреднённое относительное отклонение 

F =(ΔFR+ΔFG+ΔFB)/3 составляет 200 %, а при 
введении в модель того же порядка p=3 
переопределённости глубиной P=6 величина 

F  падает до 19 %. 
Выводы. Таким образом, имеется возмож-

ность повышения точности параметрических 
векторных спектральных оценок по критерию 
(16) процесса отражений от вращающегося 
объекта путём введения в векторную авторег-
рессионную (VAR) модель заданного порядка p 
переопределённости оптимизируемой глубины 
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P. Выигрыши составляют несколько (1,5…4) раз 
и достигаются за счёт учёта (P−p) старших 
матричных коэффициентов Kk ковариации при 
нахождении матрицы AP параметров векторной 
регрессионной модели. 
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УДК 621.01.512 

С.С. Мамонов 
ДИНАМИКА АСТАТИЧЕСКОЙ ПОИСКОВОЙ СИСТЕМЫ 
ЧАСТОТНО-ФАЗОВОЙ АВТОПОДСТРОЙКИ ЧАСТОТЫ 

Рассматривается астатическая поисковая система  частотно-фазовой 
автоподстройки частоты. Получены оценки областей притяжения для 
состояния равновесия и условия существования вращательных режимов. 
Показано, что добавление частотного кольца может привести к  увели-
чению проекционной части области притяжения для состояний равновесия 
(более чем на 70 %).  

Ключевые слова: режимы синхронизации, предельные циклы, частотная  
автоподстройка.

Введение. В работе рассматривается поис-
ковая система частотно-фазовой автоподстройки 
частоты (ЧФАПЧ). Динамика системы  ЧФАПЧ 
описывается дифференциальным  уравнением  
вида [1-5] 
                     ))(()()( 111 tFpKtp  
             tftpFpK н  ))(()( 222 ,           (1)         

где dt
dp  - оператор дифференцирования, 

)(t - разность фаз эталонного и подстраиваемо-
го генераторов, 1 - полоса удержания кольца 
фазовой автоподстройки, 2 - полоса удержания 
кольца частотной автоподстройки, )(1 pK  и 

)(2 pK -коэффициенты передачи фильтров ниж-
них частот в фазовой и частотных цепях управ-
ления, )(1 F и )(2 F  - характеристики фазового 
и частотного детекторов, )(1F - периодичес-
кая непрерывно дифференцируемая функция, 

constн  - начальная расстройка,  tf функ-
ция, характеризующая закон поиска кольца фа-
зовой автоподстройки [1]. Уравнение (1) также 
описывает динамику системы ЧФАПЧ с изме-

няющейся частотой входного сигнала,  tf  
функция, характеризующая закон изменения 
частоты входного сигнала [2]. В случае дробно-
рациональных интегрирующих фильтров 

     pQpBpK 1
1

 ,      pQpDpK 1
2

 , где 
 pB ,  pQ ,  pD  - многочлены относительно 

оператора дифференцирования, для устранения 
зависимости фазовой ошибки от времени рас-
сматриваются интегрирующие фильтры, для 
которых выполняется соотношение    tfpQ  

const , в этом случае уравнение (1) описывает 
динамику астатической поисковой системы 
ЧФАПЧ  [1]. В случае нелинейной характерис-

тики частотного детектора  
 22 1

2




p
ppF , 

где   расстройка по частоте, при которой на-
пряжение на выходе частотного детектора мак-
симально уравнение (1) приводится к системе 
дифференциальных уравнений [4] 

                   221
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xcdbAxx

T

T



 , 



ISSN 1995-4565. Вестник РГРТУ. № 2 (выпуск 32). Рязань, 2010 49 

                            xcT ,                                    (2) 

где nRcbx ,, . Система (2) рассматривается в 
случае, когда    является непрерывно диф-
ференцируемой и  - периодической функцией. 
Особенностью системы (2), соответствующей 
астатической поисковой системе  ЧФАПЧ, яв-
ляется равенство определителя матрицы A  ну-
лю   0det A . 

Рабочими режимами для системы ЧФАПЧ 
являются режимы синхронизации. Нахождение 
синхронных режимов связано с условиями гло-
бальной устойчивости и определением областей 
притяжения состояний равновесия системы (2). 
Система вида (2) изучалась в работах [5-13], где 
качественно-численными методами получены 
условия устойчивости, соответствующие режи-
мам синхронизации фазовой автоподстройки, ус-
ловия существования и числа предельных цик-
лов второго рода. В случае отсутствия частотно-
го кольца система (2) изучалась в работе [10]. 
Известно, что добавление частотного кольца в 
систему фазовой автоподстройки частоты приво-
дит к увеличению области параметров системы 
для режимов синхронизации [5, 6, 9].  

Цель работы: определить области притяже-
ния состояний равновесия, найти условия су-
ществования седловых предельных циклов вто-
рого рода, рассмотреть влияние частотного коль-
ца на режимы синхронизации поисковой систе-
мы ЧФАПЧ. 

В статье на основе метода нелокального све-
дения [7, 8] предложена методика нахождения 
областей притяжения состояний равновесия, по-
казано, что структура области притяжения опре-
деляется седловым [11] предельным циклом 
второго рода. На примере системы ЧФАПЧ с 
фильтрами второго порядка  исследуется влия-
ние частотного кольца на область притяжения 
состояний равновесия. 

Теоретические исследования 
Теорема 1. Пусть для системы (2) справед-

ливы утверждения: 
1) матричные уравнения  

        TTTT qccqccHAHA 21
2
1 22  

                    1
2
22 Lqq  T ,                                 (3) 

       TTTT ccdcAHHdcA 2
1222  

        201
2
32 2 LHqqqccq  TTT ,        (4) 

                            cHb  ,                                   (5) 

               0
1 HqqccH   TT h .                       (6) 

где 01 L , 02 L , 00 H , 0bcT , 0h , 

nRq , имеют решение 0 THH ;     

2) 02 2
2

2
32  ,   001

1
2   Hh ; 

3)   012 1
2

2
1

2
2  h ,              

                12
22

224  hs ; 

4)   02  ,   0
2

 



d ,   0

0
 


d , 

  02     при   ;2 ; 
      5) система уравнений 

       
 20

0

1
2

y
ysyy


 ,    y              (7)  

при 0 , 0 , имеет предельный цикл 
второго рода   00 F  для любого   
  ; ; 

6) система уравнений (7) имеет решение 
    tty , , определяющее функцию  F , для 

которой      0lim 0 


FF ,   02 F , 

  0F   при  2; ; 
тогда система (2) имеет область притяжения 
состояний равновесия       21:, xcxz T  

    2
00

2
Fh TT xHxxq . 

Доказательство. Рассмотрим функцию 
 z1V   2FT Hxx ,  где  F  удовлетворяет 

условию 6) теоремы 1. Пусть  
  ,: 2

1  FT Hxxz  Nkk  ,2 , тогда 
из соотношения (6) получим, что если 1z , то 
выполняется неравенство: 
                     2221 Fh TT xqxc .                  (8)         

Используя условия 1, 2, 3 теоремы 1 и соотно-
шения (3), (4), (5), (6), (8), находим производную 
функции  z1V  в силу системы (2) на множестве   

  NkkFT  ,,: 2
2

1 Hxxz :                                                

           





d
dFV TTT 221 xcxHAHAxz  

            xdcHHdcxxc TTTTTF 22  

      
 



 2222 1

4
1

1
F
FsTT

T
xHAHAx

xc
 

              

 


 Hdcx

xc
xc

TTT
T

T 2
1

1
22

 

            

 




22
22

2
1

12 xc
xc

xdcH T
T

T  

            xxqcxcxqxc TTTTT
2

22
1

2
21 22  
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 xcxHxxq TTT Fs42 01

22
3  

               

 




2
2

22
122

21
1

1 xqxc
xc

TT
T

 

           


 2201
1

14
xc

xcxHx
T

TT Fs  

             

 





   1

2
2

2
22 2 hsF  

                 02
21

22 

  FsT xc .           (9) 

Из соотношения  (9)  получим, что множество 
1  является положительно инвариантным.  

Пусть     ,0: 2
0   FW T Hxxzz  

0 , где  0F  удовлетворяет условию 5 тео-
ремы 1. В силу соотношения (9) производная 
функции  zW  в силу системы (2) на множестве 

   
2

0: FT Hxxz  удовлетворяет нера-
венству: 

         

 


 


22

2
1

2221
1 xcHxx

xc
z TT

T
hW  

           


 1
2220

1
14 hFs

T
T

xc
xc  

                






   1

2
2

2
22

0 2 hsF .          (10) 

Из соотношения (10) следует, что при   

    0
2

02
2

2
2

2
min2 




















Fs

h
h  множество 

  является положительно инвариантным. 

Рассмотрим функцию      



dW

2

2z  

HxxT .  Используя условие 4 теоремы 1 и со-
отношения (3), (4), (5), (6), (9), находим произ-
водную функции  zW  в силу системы (2): 

               



 221

2

xc
xHAHAxz

T
TTW  

               


 221
1

xc
xHdcHcdx

T
TTT  

                       01
2   HxxTh .                       (11)     

Из соотношения (11) и того, что 0H , следует, 
что множество   0:  zz WQ   не содержит 
целых траекторий.  

Рассмотрим множество   Hxxz T:2  

 




 



2,2

2

d . В силу соотношения (11) 

множество 2  является положительно инва-
риантным. Из условий   02  ,   02  , 

  01
0

 



d  получим, что    




d

2

2lim   

 . Следовательно, существует   ;23  
такое, что выполняется соотношение  3

2
0F  

   



d

3

2

2 . Из условия 6) теоремы 1 следует 

существование функции  F , для которой вы-
полняются соотношения      0lim 0 


FF , 

  02 F . Следовательно, существует 4  
 2; , для которого      404 FF , где 

00  . Пусть Nk  такое, что 34  k , 
 kF  - функция, определяемая решением систе-

мы (7), для которой      0lim 0 
 kFF , 

  02  kFk , тогда в силу цилиндричности 
фазового пространства системы (7) получим, что 

     kFkFk 404 . Рассмотрим мно-
жество    kFk

T
23 ,: Hxxz . Из со-

отношения (9) следует, что множество 3  поло-
жительно инвариантно. Множество 3   

2   положительно инвариантно при 
 0;0   и ограничено. Множество Q  

  0:  zz W   не   содержит целых траекторий 
системы (2). Из леммы 2.3.1 [8] будет следовать 
дихотомичность системы (2). Следовательно, 
множество        xHxxqxcz 0

221: TTT h  
  2

0F  является областью притяжения состоя-
ний равновесия системы (2). 

Определение [7]. Решение 












),(
),(

),(
0

0
0 t

t
t

xx
zz  системы (2) называется пре-

дельным циклом второго рода, если существует 
0 , целое число 0j , такие, что 

    jtt  00 ,, , ),(),( 00 xxxx  tt . 
Теорема 2.  Пусть для системы (2) при 2n  

выполнены условия: 
1) 0bcT , TT lAc  , 0blT , AlT  

Tal , 0dlT , 1dcT , 2, lcrang , M    
  0max 


,   0min 


m  ; 

2) система уравнений (7) при 1 , 
0 , 1

1
s  имеет  предельный цикл 
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второго рода   0F  для любого    ; ;  
3) система уравнений (7)  при 0 , 

0 , 1
11

 ss  имеет  предельный 
цикл второго рода     F ,  20 m  

 
 


 22
0

0

1
2  для любого    ; ;  

4) система уравнений  (7)  при 1 , 0  
 , 1

1
s  имеет решение     tty , , 

определяющее функцию   01 F ,    1F  
для любого   00; , 

 
 

 1; 00

min F  

01  m ;  
5) 11

1 mma   ; 
6)  

112
1 smM ; 

тогда система (2) имеет предельный цикл вто-
рого рода. 

Доказательство. Рассмотрим функции 
 z1W   FT xc ,     xcz TW ,  
 z1V  xlT , 0 ,   rV T  xlz2 , 0r . Пусть  

      0,0,0,0: 211  VVWW zzzz , тогда 
граница  множества   имеет вид:   

4321   ,где    
                 0,0,0: 2111  zzzz VVW ,    
               0,0,0: 112  zzzz WWV ,   
                 0,0,0: 213  zzzz VVW ,    
                  0,0,0: 124  zzzz WWV . 
В силу условия 2, lcrang  теоремы 2, для 
множества   выполняется неравенство:  Ø. 
Для множества   возьмем значение  , удов-
летворяющее неравенству: 

                           11
1 mma   .                   (12) 

В силу условия 5 теоремы 2 существует значе-
ние  , для которого выполняется неравенство 
(12). Если  1z , то справедливы соотноше-
ния: 
                               FT xc ,                       (13)         

                                xlT .                              (14)            

Используя условия 1, 2 теоремы 2 и соотно-
шения (12), (13), (14), находим производную 
функции  z1W  в силу системы (2) на множестве 

1 : 

             
  


 22
1

1 1
2

F
FW T xlz  

              011 

 m

d
dFF .             (15)              

Рассмотрим границу 2 . Если 2z , то 
выполняется соотношение:  

                           xlT .                                  (16)  

Используя условие 1 теоремы 2 и соотношения 
(12), (16), находим производную функции  z1V  
в силу системы (2) на множестве 2 : 

           01  maaV T xlz .            (17) 

Для множества   возьмем значение r , 
удовлетворяющее неравенству: 

                  
112

1 smrM .               (18)  

В силу условия 6 теоремы 2 существует значе-
ние r , для которого выполняются неравенства 
(18). Пусть 3z , тогда выполняются соот-
ношения: 
                           xcT ,                          (19) 

                               rT xl .                                 (20) 
Используя условия 1, 3 теоремы 2 и соотно-
шения (18), (19), (20), находим производную 
функции  zW  в силу системы (2) на множестве 

3 : 

     
 








d

dW T
T

T
T xc

xc
xcxlz 22

1

1
2                                      

                 
   



 11221
2 sr  

                       0112  smr .                (21) 
Рассмотрим границу 4 . Если 4z , то 

выполняется соотношение:  

                                rT xl .                                (22)  
Используя условие 1 теоремы 2 и соотношения 
(18), (22), находим производную функции  z2V  
в силу системы (2) на множестве 4 : 

         02  MaraV T xlz .          (23) 

Рассмотрим функцию    
1FM T xcz , 

где  1F  удовлетворяет условию 4 теоремы 2. 
Пусть       0,0,0: 211  zzzz VVWQ , D  

         
021 ,0,0,0,0: zzzzz VVWM  

 0 , тогда в силу соотношений (15), 
(17), (21), (23)  множества D , Q  являются поло-
жительно инвариантными по переменным 21, xx . 

Из условия nrang  2, lc  теоремы 2, сле-
дует, что для матрицы clB ,  существует об-
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ратная матрица 1B . В системе (2) сделаем за-

мену переменных    qxBx 
 ~1T , 










2

1

q
q

q , 

01 q ,     002 2
1  Fq , 0q   

    002
1  F , qxBx  T~ , получим: 

1
~xT xl , 22

~ qxT xc . После сделанной замены 
переменные x~  переобозначим через переменные 
x . Множество   будет иметь вид:   
  110202 ,,,: xrxqxqxx . 

Рассмотрим множества 0PG  , 0P  
 0:  z ,   0:zP ,  PG  
 DQ   . В силу неравенства   01 F  для 
  00;   получим, что любая траектория 

    tt ,x , начинающаяся при 0t  на множест-
ве G , попадает через конечное время xt  на мно-
жество G . Введем отображение G  в G  соотно-
шением:      00 ,, xxx tT . Пусть S  ото-
бражение сдвига фазового пространства [7], 
определенное равенством:     ,, xxS . 
Отображение ST непрерывное,   0PGST  . Ес-
ли   G0,x , то    00 ,,  xxST . Для мно-
жества   G 0,: xx  определим отобра-
жение U :   xxx  U . Отображение U  
определяет векторное поле   xxx US 0  на гра-
нице   ограниченной области  . Для вектор-
ного поля 0S  рассмотрим линейное векторное 

поле    xxx 12 SS  ,   xx 1S , 
2
1

1
xx  , 2x  

2
3 2x . В силу свойств множеств Q ,  , D  по-

лучим, что для любого x  справедливо не-

равенство:    
 

 
  0

2

2

0

0
3 

x
x

x
xx

S
S

S
SS , следова-

тельно, вращения векторных полей 0S  и 2S  на 
  одинаковы [14]. Вращение  ,2S  линей-

ного векторного поля 2S  на   определяется 
соотношением:   01,2 S  [14]. В силу 
теоремы 5.15 [14] оператор U  на   имеет по 
крайней мере одну неподвижную точку *x , 

** xx U . Точка  0
*, x  является неподвижной 

для оператора ST ,    0
*

0
* ,,  xxST . Из опре-

деления отображений T  и S  для решения с на-
чальным условием  0

*, x  вытекают равенства: 
  *

* xx x t ,    0*xt . Система (2) имеет сед-

ловой предельный цикл второго рода [11], содер-
жащийся во множестве  . 

Результаты моделирования. Рассмотрим 
астатическую поисковую систему фазовой авто-
подстройки с добавлением частотного кольца 
(ЧФАП) [1,2], динамика которой описывается 
дифференциальным уравнением                    

               ))(()()( 111 tFpKtp  

         tftpFpK н  ))(()( 222 .                             

Перейдем в уравнении (1) к новому времени   
t1 . Переменную   переобозначим через пе-

ременную t . В случае  дробно-рациональных 

фильтров  
pp

appK



 21
1 ,  

pp
ppK



 2
11

2 , не-

линейной характеристики частотного детектора 

 
 22 1

2




p
ppF  и функции   10 atatf   [2] 

заменой переменных 2x ,  12 xx  
    1 ,      1F , 1

10
 a ,  

 
 221

2





 , 

1

2




 , 1 a  уравнение 

(1) приводится к системе дифференциальных 
уравнений  

     221

2

xc
xcdbAxx

T

T



 ,  xcT        (24) 

для которой 2Rx , 











01
01

A , 










b , 

1 a ,  11   , 









1
0

c , 










1

0
d . 

Система (24) в случае отсутствия частотного 
кольца изучалась в работе [10]. Пусть H  


















1221

1

hh
hh , 00 H , 01  h ,  

 1,1  colonq , 22
1

 , 12
2

 ,  22
1  

02 1
1   ,   

1
1

2 2 , 012
3   , 

01 L , 02 L , тогда выполняется  условие 1 
теоремы 1.  

Рассмотрим систему (24), для которой 

 k , k5.01 , 

  2

1
1a , 

ka 5.01   ,    sin . Пусть для системы 
(24) выполнены соотношения: 4.11

1   , 
1 , 01.0k , 35.0 . Для теоремы 1 

найдем 
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                    803.221
1

2
1 







k ,                   

                      597.0
2

12 1
2 













 ,  

                         255.9912
3 




k
,  

                    175.1982 2
2

2
32  ,            

                  623.0212 21
2
2  k , 

             624.02
44

2
2

2
221

2

2
222

0 







  khs . 

Для системы (24) выполняются условия 2, 3, 4 
теоремы 1. Система уравнений (7) при     

 sin , 35.0 , 1 ,  0789.0 ss  
79.0 имеет предельный цикл второго рода 

 0F  и решение     tty , , определяющее 
функцию  F .  

На рисунке 1 верхняя линия определяется 
функцией  0F , нижняя функцией  F . Чис-
ленными методами показывается, что 0  

    


FF0lim . В силу теоремы 1 система 

(24) имеет область притяжения состояний равно-
весия      2

0
2

21
2
2 2: Fxxxz . 

 
Рисунок 1 

Условия 5, 6 теоремы 2 примут вид: 

       112 mkm  ,   1
1

122 smkM   .     (25) 

Система (7) при 01.01  , 10  , 4.1s  
имеет предельный цикл второго рода  F . Сис-
тема уравнений (7) при 0 , 10  , 3.11  ss  
имеет предельный цикл второго рода   . Если 

01.01  , 10  , 4.1s , то система (7) 

имеет  решение     tty , , определяющее функ-
цию  1F .  

На рисунке 2,а верхняя линия определяется 
предельным циклом  F , нижняя линия 
определяется функцией  1F . На рисунке 2,б 
изображены предельный цикл второго рода 
   и траектории из окрестности предельного 

цикла   . Численными методами показы-
вается, что выполняются соотношения 

 
  


 25.0
1

2
22

0

0
2m ,

 
  6.6min 112;0




mF , 

  M


65.0max ,     35.1min 


m  из 

которых следует справедливость неравенств 
(25). В силу теоремы 2 система (24) имеет 
предельный цикл второго рода. 

 
а 

                            
б 

Рисунок 2 

На рисунке 3,а изображены траектории с на-
чальными значениями из множества   для сис-
темы (24) без частотного кольца  0 .  

На рисунке 3,б изображены траектории с на-
чальными значениями из множества   для сис-
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темы (24) с учетом влияния частотного кольца. 
Численными методами показывается, что умень-
шение параметра   приводит к увеличению 
множества  . Таким образом, добавление час-
тотного кольца в поисковую систему фазовой 
автоподстройки частоты привело к расширению 
области притяжения состояний равновесия. 

 
а 

  
б 

Рисунок 3 

Заключение. В работе предложена мето-
дика нахождения областей притяжения для 
состояний равновесия и получены условия 
существования седловых предельных циклов 
второго рода астатической системы ЧФАПЧ. 
Наличие предельного цикла второго рода 
обеспечивает отсутствие глобальной устойчи-
вости поисковой системы, но приводит к 
появлению области притяжения состояний 
равновесия, определяющей начальные условия 
режимов синхронизации. Определение области 
притяжения связано с нахождением решения 
системы матричных уравнений. Показано, что  
исследование многомерных систем ЧФАПЧ 

основано на результатах, полученных для систем 
дифференциальных уравнений второго порядка. 
Прикладное значение полученных результатов 
заключается в том, что рабочими режимами 
системы ЧФАПЧ являются режимы синхрони-
зации, когда разность фаз  t  стремится к 
постоянному значению; частота управляемого 
генератора в этом случае равна частоте эталон-
ного генератора. Нахождение области притяже-
ния состояний равновесия позволяет определить 
начальные условия решений, для которых 

  constt
t




lim . Таким образом, полученные 

результаты позволяют определить область пара-
метров системы ЧФАПЧ для режимов синхро-
низации. В силу наличия бесконечного множест-
ва состояний равновесия область притяжения 
является неограниченным множеством. Установ-
лено, что добавление частотного кольца приво-
дит к расширению области притяжения. Пока-
зано также, что добавление частотного кольца 
может привести к  увеличению проекции для 
области притяжения состояний равновесия на 
две положительные фазовые переменные  , 2x  
на периоде более чем на 70 %.   
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УДК 004.383 

М.Л. Гришин, Ф.А. Данилкин 
ПРОЕКТИРОВАНИЕ УСТРОЙСТВ ДЛЯ СБОРА ДАННЫХ О ПОЗИЦИИ 

И ДРУГОЙ ТЕЛЕМЕТРИИ ПОДВИЖНОГО ОБЪЕКТА В РЕАЛЬНОМ 
ВРЕМЕНИ 

Предложена система обработки и организации данных в устройствах 
для сбора телеметрии подвижных объектов с возможностью передачи 
данных в реальном времени, а также методика проектирования подобных 
устройств, опробованная на практике.   

Ключевые слова: мониторинг, регистратор, телеметрия, обработка 
данных.

Введение. Устройства сбора данных о 
позиции и дополнительной телеметрии подвиж-
ного объекта (далее регистраторы или просто 
устройства) применяются в самых разных 
областях человеческой деятельности – от систем 
мониторинга различной подвижной техники до 
присмотра за домашними питомцами. Учитывая 
широту применения подобных устройств и 
непрерывное развитие микроэлектроники, важно 
выработать удобный подход к их проектиро-
ванию, исключающий грубые и неявные 
ошибки, а также предложить набор готовых 
решений для ключевых моментов разработки, 
уделив особое внимание таким параметрам, как 
надежность и универсальность. 

Теоретическая часть. Регистраторы неза-
висимо от сферы их применения можно свести к 
единой структуре (рисунок 1), в которую входят 
пять основных элементов:  

1) микроконтроллер с набором необходимых 
для периферии интерфейсов; 

2) модуль определения глобальной позиции 
– это приемник сигналов систем ГЛОНАСС, 
GPS или какой-либо другой системы. Как пра-
вило, подобные модули поддерживают протокол 
вещания NMEA; 

3) беспроводной модем используется для 
доступа к серверу телеметрии. Доступ может 
осуществляться средствами: спутниковой связи 
– главным образом морской транспорт и везде, 

где важен глобальный и непрерывный мони-
торинг объекта; сотовой связи – хорошо 
подходит для гражданского применения в 
пределах зоны покрытия; децентрализованных 
сетей – сеть динамически формируется самими 
модемами (например, модулями стандарта IEEE 
802.15.4), такой подход позволяет сократить 
расходы пользователя на услугах связи, в ряде 
случаев снизить энергопотребление конечного 
устройства, но эффективен лишь при доста-
точной плотности устройств; 

4) энергонезависимая память служит для 
хранения настроек и записи телеметрии при 
отсутствии связи с сервером. Самым оптималь-
ным на данный момент является использование 
флешь-памяти; 

5) порт отладки предназначен для отладки, 
диагностики и расширения функциональности 
устройства, наличие данного порта необяза-
тельно, но настоятельно рекомендуется. Боль-
шинство микроконтроллеров имеют отладочный 
интерфейс, совмещенный с последовательным 
интерфейсом, который можно задействовать в 
данной роли, когда контроллер работает в 
штатном режиме, для сокращения числа выводов 
на разъеме проектируемого регистратора. Под 
датчиками подразумевается набор интерфейсов 
(линии прерываний, аналоговые входы и более 
сложные соединения) с разного рода допол-
нительными устройствами, необходимыми для 
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формирования телеметрии согласно специфике 
проектируемого регистратора. Например, датчик 
топлива в транспортных средствах, счетчик 
Гейгера для мониторинга радиационной обста-
новки, различные биометрические датчики для 
живых объектов и другие источники телеметрии. 

 
Рисунок 1 – Структурная схема  регистратора 

Систему обработки данных (рисунок 2), 
реализуемую регистратором, удобно разбить на 
пять основных подсистем, каждая из которых 
налагает свои требования на компоненты проек-
тируемого устройства. 

 
Рисунок 2 – Система обработки данных 

Подсистема обработки данных о позиции 
обеспечивает преобразование потока данных о 
позиции во внутреннее представление. В качес-
тве протокола входных данных рекомендуется 
использовать NMEA, так как данный протокол 
является общепринятым и в случае замены мо-
дуля на аналог другого производителя измене-
ния данной подсистемы не потребуются или 

будут минимальны. В ходе идентификации 
NMEA-сообщений выполняется проверка их 
контрольной суммы и типа, на основании чего 
принимается решение об их пригодности для 
дальнейшей обработки. Поскольку протокол 
NMEA поддерживает различные типы сооб-
щений, то, как правило, требуется агрегировать 
выборку нескольких разных сообщений в одно 
внутреннее, соответствующее входному фор-
мату фильтра, пример агрегирования приведен в 
таблице. 

NMEA-выборка: 

$GPGGA,180254.000,5406.4783,N,03734.2094,E,1,10,0.7,198.2,M,94.4,M,, 
0000*5B 
$GPGSA,A,3,09,14,17,29,05,12,11,28,04,26,,,1.4,0.7,1.2*3E 
$GPRMC,180254.000,A,5406.4783,N,03734.2094,E,0.14,24.79,130607,,*34 
Внутреннее сообщение: 

Время 
13.06.07 
18:02:54.000 

Широта 54°06".4783 с.ш. 
Долгота 37°34".2094 в.д. 
Высота 198.2 м. 
Режим определения позиции Трехмерный 
Горизонтальный фактор потери 
точности 0.7 
Вертикальный фактор потери 
точности 1.2 

Фильтрация данных о позиции [1] позволяет 
существенно уменьшить поток телеметрии за 
счет отсева данных, которые не дают принци-
пиально новой информации о местоположении 
наблюдаемого объекта. На выходе фильтра 
можно формировать не только данные о текущей 
позиции, но и некоторые события, например 
начало движения, потеря и обнаружение сиг-
налов со спутников. 

Подсистема отладки и расширений обеспе-
чивает набор отладочных функций, прием 
дополнительной внешней телеметрии для после-
дующей передачи серверу и вещание данных, 
формируемых регистратором, внешнему устрой-
ству, например данных о позиции бортовому 
компьютеру в транспортном средстве. Протокол 
отладки рекомендуется строить по принципу 
запрос-ответ, где мастером будет внешнее 
устройства, такой подход позволит ограничить 
размер FIFO-буфера для интерфейса отладки в 
регистраторе одним запросом и избежать 
жестких требований по частоте опроса буфера. 
Когда регистратор будет готов к серийному 
производству, большинство функций отладки 
можно заблокировать, оставив только те, кото-
рые необходимы для сервисной диагностики 
неисправностей, обновления программного кода 
и настройки параметров функционирования. 

Подсистема сбора и буферизации телемет-
рии отвечает за формирование записей телемет-
рии согласно принятому разработчиком формату 
с последующим помещением их в кольцевой 
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буфер, а также осуществляет контроль перепол-
нения буфера, решая, куда направить накопив-
шуюся телеметрию – в подсистему долго-
временного хранения или приема-передачи 
данных. Кольцевой буфер необходим для ком-
пенсации нарушений связи с сервером и обес-
печения блочной записи данных в хранилище.  

Подсистема долговременного хранения пре-
доставляет набор функций для работы с флешь-
памятью и осуществляет контроль корректности 
данных. Поскольку флешь-память имеет 
ограниченное число циклов перезаписи 

1000000...10000C  (в зависимости от типа), 
хранилище телеметрии (рисунок 3) реализуется 
в форме кольца, чтобы обеспечить равномерное 
использование секторов и тем самым макси-
мально продлить срок службы устройства. 
Хранилище не должно иметь отдельных 
областей для хранения указателей на вершину и 
основание кольца, вместо этого в каждом 
секторе содержатся индекс I  (беззнаковое 
целое) и указатель на основание кольца.  

Индекс служит для двух целей, первая – 
определение вершины кольца при включении 
устройства, вершина определяется по одному из 
условий: 

1) сектор iS  содержит данные, а 1iS  чистый 
(заполнен единицами), 

2) nII iki  ,  
где i  - номер сектора, а n  обычно равно 1, за 
исключением случаев, когда приходится 
пропускать неисправные сектора. Вторая – 
определение отправленных секторов, для этого 
при передаче данных из хранилища серверу 
вместе с телеметрией необходимо передавать 
индекс, чтобы затем в случае перезапуска 
регистратора иметь возможность запросить 
последний переданный серверу индекс, тем 
самым сократив трафик и упростив работу с 
хранилищем. Максимальный индекс maxI  дол-
жен быть больше числа секторов sN , выделен-
ных под хранилище телеметрии sNI max .  

 
Рисунок 3 – Хранилище телеметрии 

Контроль целостности данных осуществля-

ется за счет кодов коррекции ошибок, в качестве 
которых можно использовать коды Рида-Соло-
мона [2], и с помощью установки признака 
неисправности сектора в случае неудачной 
верификации записанных данных. Признак 
неисправности может находиться либо в самом 
секторе, либо в отдельной таблице, отражающей 
исправность секторов хранилища, и представ-
ляет собой один байт, если его значение 0xff 
(соответствует состоянию памяти после опе-
рации стирания) – сектор исправен, если 0 – 
неисправен. В случае промежуточного значения 
(ошибка в самом признаке) предпочтительно 
предположить, что сектор содержит данные, и 
проверить их с помощью кодов коррекции оши-
бок. В случае переполнения хранилища самая 
старая телеметрия будет заменяться новой. 

Подсистема приема-передачи данных контр-
лирует диалог с сервером согласно протоколу 
разработчика, который помимо доставки теле-
метрии и информирования о текущем статусе 
устройства может включать функции поддержки 
администрирования устройства со стороны 
сервера, сжатие информации для уменьшения 
трафика и шифрование для защиты от несанк-
ционированного доступа, подделки и перехвата 
данных.  

Алгоритм работы регистратора (рисунок 4) 
можно разделить на две основных части, 
границей меж которыми служит кольцевой 
буфер телеметрии. Первая включает подсистемы 
обработки данных о позиции и отладки, а также 
подсистему сбора и буферизации телеметрии за 
исключением той части, которая контролирует 
переполнение кольцевого буфера. Вторая вклю-
чает все оставшиеся части системы и является 
основным циклом программы. Первая часть на 
схеме алгоритма обозначена как процедура 
задержки, она вызывается каждый раз, когда в 
основном цикле возникает необходимость в 
ожидании какого-либо события. В основном 
процедура задержки требуется при взаимо-
действии с модемом и флешь-памятью, блоки, в 
которых используется данная процедура, 
выделены толстым контуром. 

Методическая часть. Первым этапом 
проектирования регистратора являются выбор 
средств определения глобальной позиции и 
передачи данных, а также определение требо-
ваний, предъявляемых к устройству: 

1) время работы без доступа к серверу или 
время хранения телеметрии maxt ; 

2) минимальная ufmin  и максимальная ufmax  
частоты обновления данных на сервере; 

3) максимальная скорость потока теле-
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метрии max  (байт в секунду), которая скла-
дывается из потока данных о позиции, 
внутренней и внешней телеметрии, а также 
небольшого запаса на случай непредвиденных 
изменений. Данный параметр никогда не должен 
превышать возможности канала передачи 
данных; 

4) минимальная частота сбора телеметрии 
(вызова процедуры задержки) wf . 

 
Рисунок 4 – Обобщенная блок-схема алгоритма 

работы устройства 

Второй этап требует определиться с тем, 
какого рода алгоритмы будут применяться, и 
реализовать симулятор будущего устройства на 
компьютере, симулируя, эмулируя или подк-
лючая всю необходимую периферию. В 
дальнейшем симулятор регистратора послужит 
прототипом программы управления и окажет 
неоценимую помощь при тестировании сервер-
ной части на предмет максимальной нагрузки и 
выявления разного рода ошибок.  

Третий этап заключается в подборе основ-
ных компонентов регистратора с последующим 
созданием макета. При выборе флешь-памяти 
необходимо рассчитать ее минимально необхо-
димый объем: 

)1(maxmax sysflash ptV   , 

где sysp  – издержки на хранение системной 
информации (кодов коррекции, индексов и пр.). 
Время наработки на отказ составит Ctto max , 
оно может быть увеличено за счет выбора более 
надежной памяти с большим числом циклов 
перезаписи C  или путем увеличения ее объема.  

Методика выбора микроконтроллера вклю-
чает в себя определение производительности, 
объема ОЗУ, объема памяти программ и 
необходимого набора интерфейсов для подклю-
чения периферии. 

Для определения необходимой производи-
тельности микроконтроллера нужно оценить 
вычислительную нагрузку в пронумерованных 
блоках (рисунок 4), процедуре задержки и 
прерываниях с разумным запасом. В качестве 
оценки можно взять примерное число простых 
операций (условных инструкций), затрачи-
ваемых на вычисления. Чтобы не проводить 
подсчеты вручную, можно проанализировать 
код симулятора какой-либо системой расчета 
метрик программного кода. Например, метрики 
Холстеда [3] могут быть использованы для 
примерной оценки размера программы O  в 
простых операциях. Число возможных операций, 
выполняемых в блоке jO (где j  - номер блока, 
рис.4), можно легко подсчитать, определив 
число условных инструкций и максимальное 
число итераций в циклах, если они есть. 
Аналогично определяется число операций в 
процедуре задержки wO  и в прерываниях через 

lO , где l  - номер прерывания. Произво-
дительность, необходимая для работы основного 
цикла mP   без учета вызовов функции задержки, 
вероятнее всего будет соответствовать последо-
вательности передачи данных серверу с 
извлечением телеметрии из хранилища и 
последующей коррекцией данных: 




14

6
max

j
j

u
m OfP . 

Для процедуры задержки необходимое коли-
чество операций в секунду составит: 

www OfP  . 

Далее нужно определить, сколько операций в 
секунду требуется прерываниям: 

 ll fOPint , 

где lf  - частота прерывания. Прерывания могут 
использоваться при приеме данных от пери-
ферии, поэтому, во избежание потери данных, 
необходимо соблюсти условие, чтобы произ-
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водительность микроконтроллера mcuP  была 
строго больше произведения наибольшей из 
частот прерываний на сумму операций во всех 
прерываниях. Таким образом, имеется два 
требования к производительности микро-
контроллера:  

 llmcu OfP )max( , 

intPPPP wmmcu  . 

После определения минимальной произ-
водительности необходимо проверить наличие 
интервалов вызова процедуры задержки, 

превышающих допустимый предел 
wf

1 , наибо-

лее вероятно возникновение подобных задержек 
на следующих последовательностях блоков: (1),  
(6, 7, 11, 12), (9, 10, 11, 12) и (14). Таким 
образом, необходимо проверить четыре условия: 

1O
Pf mcu

w  , 

121176 OOOO
Pf mcu

w 
 , 

1211109 OOOO
Pf mcu

w 
 , 

14O
Pf mcu

w  , 

если какие-либо условия не выполняются, 
необходимо вставить дополнительные вызовы 
процедуры задержки. 

Размер ОЗУ можно оценить  по формуле: 

 kringram VVVV var , 
где varV  - место, необходимое под различные 
переменные и стек, можно приблизительно 
оценить по коду симулятора устройства. Размер 
кольцевого буфера ringV  приблизительно можно 
рассчитать по неравенству: 

uring f
V

min

max
 . 

Аналогичным образом можно рассчитать 
размеры FIFO-буферов для входных и выходных 
потоков данных:  

k

k
k f

V 
 , 

где k  - скорость потока в байтах в секунду, kf  -
 минимальная частота обращений к буферу, k  -
 номер потока. 

На четвертом этапе проектирования вы-
полняется портирование кода симулятора на 
микроконтроллер. В случае если код не 
вмещается, что маловероятно, если код симу-
лятора был разработан полностью и вычисления 
проведены корректно, лучше выбрать более 
емкий контроллер или оптимизировать про-
грамму. Для последующей отладки регистратора 
в стационарном режиме удобно эмулировать 
поток данных о позиции через порт отладки, 
используя вместо реального потока заранее 
подготовленные NMEA-треки. 

Заключительным этапом разработки 
является оптимизация системы путем профи-
лирования кода микроконтроллера. Получив 
данные профилирования по каждому блоку 
программы (на этот раз реальные значения jO , 

wO  и lO ), необходимо повторно проверить все 
требования к производительности микро-
контроллера и размеру буферов для потоков 
данных. В случае нехватки производительности 
или объема памяти можно компенсировать одно 
за счет другого, например если памяти под 
буферы не хватает – необходимо увеличить 
частоту их опроса. Если не хватает произ-
водительности, но достаточно памяти, можно 
увеличить размер буферов и снизить частоту их 
опроса, тем самым, высвободив часть вычис-
лительных ресурсов микроконтроллера. В 
ситуации, когда не хватает ни того, ни другого, 
лучше подумать о замене микроконтроллера на 
более мощный или попытаться оптимизировать 
код, возможно даже отказаться от некоторых 
функций устройства. В случае значительных 
избытков памяти или производительности 
можно заменить микроконтроллер менее мощ-
ным аналогом по экономическим соображениям 
или для снижения энергопотребления, что может 
быть немаловажно для портативного приме-
нения. 

Заключение. Предложенный подход был 
успешно опробован при разработке прототипа 
регистратора для мониторинга транспортных 
средств «Око-4», в качестве основных компонен-
тов которого использованы GPS-приемник 
(LEA-5A), GSM/GPRS-модем (SIM300D), микро-
контроллер (ATmega644p) и NAND-флешь 
память на 2Гбит для хранения телеметрии 
минимум полгода без доступа к серверу. Бла-
годаря использованию предложенной методики 
прототип был разработан в значительно более 
сжатые сроки по сравнению с предыдущими 
моделями и полностью соответствовал техни-
ческому заданию без дополнительных доработок 
и изменений состава основных компонентов. 
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