
7628 
 

МИНИСТЕРСТВО НАУКИ И ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 
 

РЯЗАНСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ РАДИОТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ 
им. В.Ф.УТКИНА 

 
 
 
 
 

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ СЛУЧАЙНЫХ 
ПРОЦЕССОВ 

 
Методические указания 

 

 
 
 
 
 
 

Рязань  2023 

Каф
едр

а в
ыс
ше
й м
ате
ма
тик
и 

РГ
РТ
У



УДК 519.21  
 Элементы теории случайных процессов: методические указа-
ния/ Рязан.  гос.  радиотехн.  ун-т; сост.: Н.Н. Маслова, Л.С. Ревкова. 
Рязань, 2023. 36 c. 

Содержат определение случайного процесса (СП), понятия 
реализации и сечения СП, одномерной и многомерных функций рас-
пределения СП, даны основы корреляционной теории СП, базирую-
щейся на изучении моментов первого и второго порядков, а также рас-
смотрены такие понятия, как стационарность и эргодичность СП. При-
ведено большое количество примеров. 

Предназначены для студентов направлений 11.03.01 и 11.03.02 и 
специальности 11.05.01. 

Табл.5. Ил.9. Библиогр.: 5 назв. 

 
Случайные процессы, реализация, сечение, математическое 

ожидание, дисперсия, корреляционная функция, стационарные и эрго-
дические процессы 
 

Печатается по решению редакционно-издательского совета Ря-
занского государственного радиотехнического университета. 

 
Рецензент: кафедра высшей математики Рязанского государст-

венного радиотехнического университета (зав. кафедрой кандидат  
физ.-мат. наук К.В. Бухенский) 

 

Каф
едр

а в
ыс
ше
й м
ате
ма
тик
и 

РГ
РТ
У



1 
 

Введение 

 Широк и разнообразен круг задач, которые могут быть 
решены методами классической теории вероятностей. Однако 
все эти задачи носят статический характер в том смысле, что в 
их постановке и методах решения либо отсутствует, либо может 
быть исключено понятие времени. Для описания сигналов, ко-
торые отображают изменяющиеся со временем случайные явле-
ния, методов классической теории вероятностей недостаточно. 
Такие задачи изучает теория случайных процессов. 

1. Понятие о случайной функции (процессе).  
Реализация и сечение случайного процесса 

 
 Случайная величина – одно из базовых понятий теории 
вероятностей. 
 Для сопоставления понятий случайной величины с поня-
тием случайной функции для начала рассмотрим конкретные 
примеры случайных величин. 
 Пример 1. Уровень радиотехнического сигнала в данный 
момент времени есть величина случайная Х=ξ(ω), ω∈Ω, где ω – 
один из возможных результатов (исходов) измерения уровня 
сигнала. 
 Пример 2. Ошибка радиодальномера в данный момент 
времени ∆=∆(ω); ω∈Ω, при условии, что цель и радиодальномер 
неподвижны, здесь ω – один из возможных исходов измерения 
ошибки ∆. 
 Пример 3. Атмосферное давление в данной точке про-
странства и в данный момент времени p=p(ω), ω∈Ω, здесь ω – 
один из возможных исходов регистрации атмосферного давле-
ния. 
 Пример 4. Число вызовов на телефонной станции за 
фиксированный промежуток времени [0;t], µ=µ(ω), ω∈Ω. 
 Ограничиваясь только случайными величинами, мы изу-
чаем случайные явления в каких-то фиксированных постоянных 
условиях отдельного эксперимента. На практике же часто при-
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ходится иметь дело с такими случайными величинами, которые 
изменяются в процессе опыта, зависят не только от исхода ω 
эксперимента, но и от других аргументов или параметров. 
 Так, например: 
 – уровень сигнала в течение всего времени t передачи 
Х=ξ(ω,t) зависит от исхода ω измерения сигнала и времени t; 
 – ошибка радиодальномера при непрерывно изменяю-
щейся дальности до цели зависит от исхода ω измерения даль-
ности и расстояния l до цели, ∆=∆(ω,l); 
 – атмосферное давление p , регистрируемое в точке 
(x,y,z) пространства R3, зависит от результата (исхода) ω изме-
рения, времени t и координат (x, y, z) точки p= p(ω,t, x, y, z). 
 Рассмотренные примеры дают основание для введения 
следующего определения. 
 Определение. Случайной функцией называется случай-
ная величина, зависящая от элементарного события ω∈Ω и дей-
ствительных аргументов t, x, y, z: 

X=ξ(ω, t, x, y, z ). 
 Теория случайных функций сформировалась на базе 
теории вероятностей в связи с потребностями точного естество-
знания: физики, квантовой механики, биологии, теории связи, 
статистической радиотехники в начале ХХ века. 
 Может случиться, что случайная величина Х будет зави-
сеть от исхода ω∈Ω эксперимента и лишь одного действитель-
ного аргумента. 
 Определение. Случайным процессом называется функ-
ция  

X=ξ(ω,t) 
двух аргументов: элементарного события ω∈Ω и одного дейст-
вительного аргумента t. 
 В роли действительного аргумента t чаще всего выступа-
ет время. Поэтому случайный процесс в дальнейшем будем обо-
значать символом Х(t): 

Х(t)=ξ(ω,t). 
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 Для каждого фиксированного значения аргумента t=t0 

ξ(ω,t)=ξ(ω,t0) является функцией только одного переменного 
элементарного события 

Х(t0)=ξ(ω,t0) 
и представляет  собой некоторую случайную величину, назы-
ваемую сечением случайного процесса. 
 Определение. Сечением случайного процесса  

Х(t)=ξ(ω,t) 
называется случайная величина, являющаяся значением случай-
ного процесса в фиксированный момент времени t=t0: 

Х(t0)=ξ(ω,t0). 
 Если момент времени t не фиксировать, то при измене-

нии t мы будем получать все новые  и новые сечения, т.е. будем 
иметь дело с переменным сечением случайного процесса. Будем 
обозначать это переменное сечение тем же символом Х(t), что и 
сам случайный процесс. 

Будем обозначать это переменное сечение тем же символом 
Х(t), что и сам случайный процесс. 

С только что указанной точки зрения на случайный процесс 
можно смотреть как на систему (конечную или бесконечную) 
случайных величин, получаемых в его сечении при различных 
значениях времени t.  
 Зафиксируем теперь значение аргумента ω∈Ω, т.е. оста-
новимся на конкретном исходе ω=ω0 определенного экспери-
мента. Тогда Х=ξ(ω,t) окажется обычной неслучайной функцией 
времени t: х0 (t)=ξ(ω0,t). 
 Последняя будет описывать течение процесса в данном 
конкретном опыте, который привел к исходу ω=ω0 и называется 
реализацией процесса. Итак, имеем 
 Определение. Реализацией случайного процесса  

Х(t)=ξ(ω,t) 
называется неслучайная функция  

х0 (t)=ξ(ω0,t) 
времени t, которая является значением процесса при фиксиро-
ванном значении аргумента ω=ω0, т.е. функция, описывающая 
течение процесса в данном конкретном опыте, который привел к 
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исходу ω=ω0. Каждому исходу ω∈Ω эксперимента будет соот-
ветствовать определенная реализация 

х(t)=ξ(ω,t) 

случайного процесса. Поэтому на случайный процесс можно 
смотреть как на семейство{x(t)} всех его реализаций x(t), полу-
чаемых на исходах ω∈Ω эксперимента (рис. 1). 

 

                                      Рис. 1 

 Задача 1. Материальная точка остается на месте или 
движется равномерно вдоль прямой со скоростью υ . Скорость 
υ  – величина случайная, заданная законом распределения 
(табл.1). 

Таблица 1 
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 За время t  точка пройдет путь 𝑆(𝑡) = 𝑆0 + 𝜐 ⋅ 𝑡, где 𝑆0 –
расстояние точки от начала в момент 𝑡 = 0. Очевидно, что 𝑆(𝑡) 
будет случайным процессом 𝑆(𝑡) = 𝑆(𝜔, 𝑡). 
 Построить графики реализаций этого процесса и таблицу 
распределения сечения в моменты 𝑡 = 2 и 𝑡 = 4 , считая, что 
𝑆0 = 1, т.е.𝑆(𝑡) = Х(𝑡) = 1 + 𝜐 ⋅ 𝑡. 

Решение. Так как в данном случае величина 𝜐 = 𝜔 при-
нимает всего 3 возможных значения, то возможны только 3 реа-
лизации (рис. 2): 

𝜐 = 0 → 𝑠1(𝑡) = 𝑆0 + 0 ⋅ 𝑡 = 1 + 0 ⋅ 𝑡 = 1, 
𝜐 = 0,5 → 𝑠2(𝑡) = 0,5 ⋅ 𝑡 + 1, 
𝜐 = 1 → 𝑠3(𝑡) = 𝑡 + 1. 

 
Рис. 2 

 Сечением данного процесса при 𝑡 = 2 будет дискретная 
случайная величина , где 𝜐– случайная величина, 
принимающая значения согласно таблице 1. 

( ) 122S += υ
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Таблица 2 

   
 Следовательно, в сечении 𝑡 = 2 имеем случайную вели-
чину с законом распределения (табл.2), 
где 

𝑆(2) = �
2 ⋅ 0 + 1 = 1 𝑐 вероятностью 0,2;
2 ⋅ 0,5 + 1 = 2 𝑐 вероятностью 0,3
2 ⋅ 1 + 1 = 3 𝑐 вероятностью 0,5.

� ; 

Аналогично найдем сечение процесса при 𝑡 = 4 (табл.3). 
Таблица 3 

  
 

 Задача 2. Случайный процесс на промежутке [0;2] задан 

формулой   Х(𝑡) = А𝑡2,  где А– случайная величина, принимаю-

щая равновероятные значения -2, -1, 1, 2. 

 Построить графики реализаций и таблицу реализаций 

любого сечения и при𝑡 = 1. 

Ответ: 

( )tx  2t2−  2t−  2t  2t2  

р 0,25 0,25 0,25 0,25 

( )1x  -2 -1 1 2 

р 0,25 0,25 0,25 0,25 Каф
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2. Примеры случайных процессов, используемых  

в теории связи 
 

 Рассмотрим примеры случайных процессов, используе-
мых в теории связи, их сечения и реализации. 
 Пример 1. Эксперимент Е состоит в регистрации непре-
рывного радиотехнического сигнала в течение времени переда-
чи a≤ t≤ b (рис. 1). Величина сигнала – случайный процесс: 

Х=ξ(ω,t). 
 Сечение X(t0) – величина сигнала в момент времени t0. 
Это случайная величина с некоторым множеством ее возмож-
ных значений.  
 Реализация x(t)– это функция, описывающая закон изме-
нения сигнала в течение времени a≤ t≤ b в данной конкретной 
передаче. 
 Элементарное событие ω – появление в данном опыте 
конкретной реализации x(t). Если описанный опыт Е осущест-
вить n раз, получим n реализаций: x1(t), x2(t), …, xn(t). 
 В итоге получим некоторый пучок реализаций (рис. 1), 
дающий представление о рассматриваемом случайном процессе. 

Х(𝑡) ( ) 2t2tx =

( ) 2ttx =
 

0  
t  

( ) 2ttx −=  

( ) 2t2tx −=  
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 Пример 2 .Случайный процесс X(t) (телеграфный сиг-
нал) попеременно принимает значения +1 и -1. На рис. 3 пред-
ставлена одна из реализаций телеграфного сигнала. Это ступен-
чатая функция x(t) со скачками σ=2, которые она испытывает в 
случайные моменты времени перемены ее знака. 

 
Рис. 3 

 Смена значений происходит в случайные моменты вре-
мени. Число µ перемен знака процесса за промежуток времени 
длиныτ подчиняется закону Пуассона с параметром 𝑎 = 𝜆𝜏: 

Р(𝜇 = 𝑘) = (λτ )𝑘e−λτ
𝑘!

, (k=0;1;2…..). 
 Здесь λ – среднее число перемен знака сигнала за еди-
ницу времени. 
 Найдем закон распределения его сечения в произволь-
ный момент t , если х(0) =+1. 
 Любое сечение процесса X(t) имеет два возможных зна-
чения +1 и -1. Значение +1 принимается в том случае, если за 
промежуток времени [0;t] произошло четное число 0,2,…,2m,… 
перемен знака; значение -1 – в противном случае. 
 Вероятность того, что к моменту t произойдет четное 
число перемен знака, равна 
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р(t)=P(X(t)=+1)= 
=∑ 𝑃(𝜇 = 2𝑚) = ∑ (( tλ )2m)/(2m)!))𝑒−𝜆𝑡 =∞

𝑚=0
∞
𝑚=0  

=(( tλ )2m)/(2m)!))𝑒−𝜆𝑡= 
=𝑒−𝜆𝑡 =)( tch λ 𝑒−𝜆𝑡(𝑒𝜆𝑡+𝑒−𝜆𝑡)/2=(1+𝑒−2𝜆𝑡)/2. 
 Вероятность нечетного числа перемен знака 
q(t)=P(X(t)=-1)=1-р(t)=1-((1+𝑒−2𝜆𝑡)/2)=(1-𝑒−2𝜆𝑡)/2. 
 Замечание. Можно заметить, что предел вероятностей  
limp(t)=0,5 и limq(t)=0,5 при t .∞→  
 Это означает, что при достаточно большом удалении 
сечения X(t) от начала координат t=0 события X(t)=-1 и X(t)=1 
делаются как угодно близкими к равновозможным событиям, 
поэтому закон распределения любого сечения СП X(t) имеет вид 
табл. 4. 

Таблица 4 
X(t) -1 1 

р 0,5 0,5 
 

 Пример 3. Случайная гармоника 
Х(𝑡) = 𝑈𝑚 ⋅ со𝑠(𝜔0𝑡 + 𝜙0), 

где амплитуда 𝑈𝑚 , частота 𝜔0  и фазовый угол 𝜙0  могут быть 
случайными величинами. Например, случайный процесс 𝑈(𝑡) 
состоит из гармонических реализаций  

𝑢(𝑡) = 𝑈𝑚 ⋅ со𝑠(𝜔0𝑡 + 𝜙), 
где амплитуда 𝑈𝑚 и частота 𝜔0 – постоянные параметры, а на-
чальная фаза реализации 𝜙  – случайная величина, которая с 
одинаковой вероятностью принимает значение в интервале 
(−𝜋,𝜋) (рис. 4). Каф
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Рис. 4 

 
3. Функция распределения и плотность распределения  

вероятностей случайного процесса 
 

 Рассмотрим случайный процесс X=ξ(ω,t). 
 При каждом фиксированном значении времени он пред-
ставляет собой случайную величину X(t), которую мы назвали 
сечением процесса в рассматриваемый момент времени. Функ-
ция распределения этого сечения X(t): 

F1 (x,t)=P(X(t)<x), x∈R, 
кроме аргумента x, будет зависеть еще и от времени t, так как 
для разных моментов мы будем получать, вообще говоря, раз-
личные сечения X(t) и соответствующие функции распределе-
ния. 
 Определение. Одномерной функцией распределения F1 
(x,t) случайного процесса X(t) называется функция распределе-
ния сечения процесса в любой момент времени t: 

F1 (x,t)=P(X(t)<x), x∈R. 
 Одномерная функция распределения не является исчер-
пывающей характеристикой случайного процесса. Действитель-
но, она выражает закон распределения сечения X(t) для данного, 
хотя и произвольного, момента времени. Однако она не отвечает 
на вопросы о зависимости случайных величин (сечений) X(t1), 
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X(t2), получаемых при различных значениях времени t=t1 и t=t2, 

t1≠ t2 . 
 В связи с этим можно рассматривать двумерную функ-
цию распределения 

F2(x1,x2,t1,t2)=P(X(t1)<x1, X(t2)<x2), 
где x1, x2 – любые действительные числа. 
 Теоретически число сечений можно безгранично увели-
чивать и рассматривать все более и более подробную характери-
стику случайного процесса. 
 Определение. n–мерной функцией распределения слу-
чайного процесса X(t) называется функция распределения сис-
темы n любых его сечений X(t1), X(t2),..., X(tn): 

Fn(x1,x2,...,xn,t1,t2,...,tn)=P(X(t1)<x1,X(t2)<x2,...,X(tn)<xn), 
где x1,x2,...,xn – любые действительные числа и t1,t2,...,tn – любые 
моменты из области Т изменения времени t. 
  Если все сечения случайного процесса 𝑋(𝑡)  являются 
непрерывными случайными величинами, то можно рассматри-
вать одномерную плотность распределения вероятностей каж-
дого такого сечения: 

р
1

(𝑥, 𝑡) =
∂ 𝐹1(𝑥, 𝑡)

x∂
. 

 Она называется одномерной плотностью раcпределения 
вероятностей процесса X(t). 
 Аналогично можно рассмотреть двумерную плотность 
распределения вероятностей двух любых сечений X(t1) и X(t2) 
процесса X(t): 

р
2

(𝑥1,𝑥2, 𝑡1, 𝑡2) = ∂ 𝐹2(𝑥1,𝑥2,𝑡1,𝑡2)

∂ 𝑥1 ∂ 𝑥2
. 

 Очевидно, что в общем случае описывать случайный 
процесс с помощью функции распределения или плотности рас-
пределения вероятностей его сечений представляется громозд-
ким, мало удобным. Вместе с тем существуют такие случайные 
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процессы, для полного описания которых оказывается доста-
точным знание либо одномерного, либо двумерного закона рас-
пределения. Например, процессы с независимыми сечениями. 
 Определение. Процессом с независимыми сечениями 
называется процесс Х(t), любое конечное число сечений которо-
го является взаимно независимыми случайными величинами. 
 По определению взаимно независимых случайных вели-
чин 

P(X(t)<x1, X(t2)<x2, …,X(tn)<xn)= 
=P(X(t)<x1) P(X(t2)<x2) …. P(X(tn)<xn) 

или, что одно и то же,  
Fn(x1, x2, …,xn, t1, t2, …,tn)=F1(x1,t1) F1(x2,t2)… F1(xn,tn). 

Следовательно, n-мерная функция распределения случайного 
процесса с независимыми сечениями полностью определяется 
как произведение соответствующих значений одномерной 
функции распределения. 
 Таким образом, для полной вероятной характеристики 
процесса с независимыми сечениями достаточно знать лишь од-
номерный закон распределения его переменного сечения. 
 Замечание. Случайный процесс с независимыми сече-
ниями часто называют белым шумом. 

Задача 3. См. условие задачи 1. Найти одномерную функ-
цию распределения этого процесса в момент времени 𝑡 = 2  и 
𝑡 = 4. 

Решение. При  𝑡 = 2 (см. табл. 2): 
𝐹1(𝑥, 𝑡) = 0  при− ∞ < 𝑥 ≤ 1, 
𝐹1(𝑥, 𝑡) = 0 + 0,2 = 0,2  при 1 < 𝑥 ≤ 2, 
𝐹1(𝑥, 𝑡) = 0 + 0,2 + 0,3 = 0,5 при 2 < 𝑥 ≤ 3, 
𝐹1(𝑥, 𝑡) = 0,5 + 0,5 = 1 при 𝑥 > 3. 

Окончательно 𝐹1(𝑥, 𝑡) = �

0, 𝑥 ≤ 1,
0,2, 1 < 𝑥 ≤ 2,
0,5, 2 < 𝑥 ≤ 3,
1, 𝑥 > 3.

�   (рис. 5). 
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Рис. 5 

 

Аналогично при 𝑡 = 4  (см. табл. 3): 

𝐹1(𝑥, 𝑡) = �

0, 𝑥 ≤ 2,
0,2, 1 < 𝑥 ≤ 3,
0,5, 2 < 𝑥 ≤ 5,
1, 𝑥 > 5.

� (рис. 6). 

 
Рис. 6 

Задача 4. См. условие задачи 2. Найти одномерную  функ-

цию распределения и плотность распределения этого процесса. 

Решение. Найдем одномерную функцию распределения: 
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𝐹1(𝑥, 𝑡) = 𝑃[𝑥(𝑡) < 𝑥] = 𝑃[𝐴𝑡2 < 𝑥] = 𝑃 �𝐴 <
𝑥
𝑡2
�.

 
При этом  𝐹1(𝑥,  𝑡) = ∫ р𝐴

𝑥/𝑡2

−∞ (𝑧)𝑑𝑧. Если случайная величина 𝐴 

распределена по равномерному закону (рис. 7), то 

р𝐴(𝑥) =
1

𝑏 − 𝑎
, � р𝐴

𝑏

𝑎
(𝑥)𝑑𝑥 = 1. 

 
Рис.7 

В данном случае р𝐴(𝑥) = 1
2−0

= 1
2
. 

Следовательно,  

𝐹1(𝑥, 𝑡) = � р𝐴
𝑥/𝑡2

−∞
(𝑧)𝑑𝑧 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧0,

𝑥
𝑡2
≤ 0,

� 𝑑𝑧 =
𝑥

2𝑡2
, 0 ≤

𝑥
𝑡2
≤ 2,

𝑥/𝑡2

−∞

1,
𝑥
𝑡2

> 2,

� 

т.е. 𝐹1(𝑥,  𝑡) = �
0  при  𝑥 ≤ 0,
𝑥
2𝑡2

  при  0 < 𝑥 ≤ 2t2,
1 при  𝑥 > 2t2.

�

  

0 

рА(х) 

х 
а b 
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4. Корреляционная теория случайных процессов 

Мы уже убедились в том, что изучение случайных про-
цессов с помощью всех его конечномерных законов распределе-
ния в общем случае представляет трудную, практически почти 
невыполнимую задачу ввиду громоздкости и сложности матема-
тического аппарата, его малой эффективности. К тому же иссле-
дователь, как правило, и не располагает знанием законов рас-
пределения сечений случайного процесса Х(t1), Х(t2), Х(t3), Х(t4), 
…, Х(tn) для произвольного набора t1,  t2,  t3, …, tn моментов време-
ни. 
 По этой причине при изучении случайных процессов 
чаще всего идут по другому пути, не требующему знания мно-
гомерных законов распределения. Чаще всего случайные про-
цессы характеризуют с помощью параметров, подобных число-
вым характеристикам случайных величин. 

Корреляционная теория случайных процессов все свои 
выводы о случайных процессах основывает на изучении момен-
тов первого и второго порядков. Эта теория оказывается доста-
точной для решения многих задач практики, теории связи, ста-
тистической радиотехники. 

Моменты случайных величин m=Mξ, D=Dξ являются 
числами, и поэтому их называют числовыми характеристиками 
случайных величин. 
 В отличие от них моменты случайных процессов явля-
ются неслучайными функциями. В связи с этим их называют 
просто характеристиками случайных процессов. 
 Мы рассмотрим следующие характеристики случайных 
процессов:  
– математическое ожидание mx(t) (начальный момент первого 
порядка); 
– дисперсию Dx(t) (центральный момент второго порядка); 
корреляционные функции Kx(t1,t2),Kxy(t1,t2) (корреляционные мо-
менты или смешанные моменты второго порядка). 
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4.1. Математическое ожидание 
 

Рассмотрим случайный процесс X(t)=ξ(ω,t). В любой 
фиксированный момент времени t его сечение X(t)представляет 
собой обычную случайную величину, и мы можем ставить во-
прос о вычислении ее математического ожидания mx(t)=M[X(t)]. 
 При изменении времени t сечение X(t) станет перемен-
ным и его математическое ожидание будет представлять собой 
некоторую уже неслучайную функцию времени t. 
 Определение. Математическим ожиданием случайно-
го процесса X(t) называется неслучайная функция mx(t), значе-
ние которой в каждый фиксированный момент времени t равно 
математическому ожиданию сечения X(t)процесса, соответст-
вующего тому же моментуt: 

mx(t)=M[X(t)].    
Для случайного процесса X(t), сечение которого – дис-

кретные случайные  величины, с законом распределения 
 
X(t) x1 x2 … xn 

pn(t)=P(X(t)=xn) p1(t) p2(t) … pn(t) 
 

математическое ожидание запишется в виде 
mx(t)=∑ 𝑥𝑘𝑝𝑘(𝑡)𝑛

𝑘=1 .    
Если же сечения случайного процесса X(t) – случайные 

величины непрерывного типа с плотностью распределения ве-
роятностей p(x,t), то математическое ожидание процесса нахо-
дится по формуле  

𝑚х(𝑡) =  ∫ 𝑥𝑝(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡∞
−∞ . 

 Геометрически математическое ожидание y=mx(t) можно 
истолковать как некоторую “среднюю кривую”, около которой в 
некотором смысле группируются графики реализаций {x(t)} 
случайного процесса. 
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Таким образом, математическое ожидание процесса вы-
ражает “среднюю тенденцию” изменения во времени реализа-
ций этого процесса. 

Задача 5. Найти математическое ожидание сечений СП 
𝑆(𝑡) в условиях задачи 1 при 𝑡 = 2, при 𝑡 = 4 и в любой момент 
времени. 
Решение. При  𝑡 = 2 (см. табл. 2): 

𝑀�Х(2)� = 𝑚х(2) = 1 ⋅ 0,2 + 2 ⋅ 0,3 + 3 ⋅ 0,5 = 2,3; 
при 𝑡 = 4 (см. табл.3): 

𝑀�Х(4)� = 𝑚𝑥(4) = 1 ⋅ 0,2 + 3 ⋅ 0,3 + 5 ⋅ 0,5 = 3,6. 
В любой момент времени: 

𝑀�Х(𝑡)� = 𝑀(1 + 𝜐𝑡) = 1 + 𝑡𝑀(𝜐); 
𝑀(𝜐) = 0 ⋅ 0,2 + 0,5 ⋅ 0,3 + 1 ⋅ 0,5 = 0,65; 
𝑀�Х(𝑡)� = 1 + 0,65𝑡. 
 Можно дать геометрическую интерпретацию понятия 
математического ожидания случайного процесса (рис. 8). 
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Рис. 8 

Задача 6. Случайный процесс 𝑈(𝑡) образован реализа-
цией вида 

𝑈(𝑡) = 𝑈𝑚 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 +𝛷), 

где 𝑈𝑚 и 𝜔 – известные неслучайные величины, Ф – случайная 
величина, равномерно распределенная на отрезке [−𝜋,𝜋] (рис. 
4). 

 Найти математическое ожидание 𝑚𝑢(𝑡) этого СП. 

Решение. 𝑚𝑢(𝑡) = ∫ 𝑈𝑚
𝜋
−𝜋 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜙) 1

2𝜋
𝑑𝜙, Каф
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так как одномерная плотность распределения вероятностей 
 𝑝1(𝑥, 𝑡) = 1

2𝜋
= р𝛷(𝑥) для случайной величины Ф, равномерно 

распределенной на промежутке [−𝜋,𝜋]. 

𝑚𝑢(𝑡) =
𝑈𝑚
2𝜋

� 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜙)
𝜋

−𝜋
𝑑𝜙 =

𝑈𝑚
2𝜋

(𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜙�)−𝜋𝜋 =

=
𝑈𝑚
2𝜋

(𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜋) − 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 − 𝜋)) = 0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

 Математическое ожидание mx(t) не может служить ис-
черпывающей характеристикой случайного процесса X(t). Необ-
ходимо еще ввести меру разброса или рассеяния возможных 
реализаций {x(t)} cлучайного процесса относительно его мате-
матического ожидания. 

 Определение. Разность  𝑋
∘

= 𝑋(𝑡) −𝑚𝑥(𝑡)  называется 
центрированным случайным процессом или пульсацией процес-
са X(t). 

4.2. Дисперсия 
 

 Определение. Дисперсией случайного процесса называ-
ется неслучайная функция Dx(t), значение которой для каждого 
момента времени t равно математическому ожиданию квадрата 
пульсации СП: 

Dx(t)=D[X(t)-Mx(t))2]=M[𝑋
∘
(t)].2  

Дисперсия случайного процесса для каждого момента 
времени t равна дисперсии соответствующего сечения случай-
ного процесса. 
 Дисперсия для процесса X(t), сечения которого прини-
мают дискретные значения x1,x2,…,xn с вероятностями p1(t), p2(t), 
…,pn(t), находится по формуле 
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Dx(t)=Σк[xk-mx(t)]2pk(t). 
Дисперсия для процесса , сечения которого X(t) являют-

ся непрерывными случайными величинами с плотностью рас-
пределения вероятностей p(x,t), находится по формуле 

Dx(t)= ∫
∞

∞−

[x-mx(t)]2p(x,t)dx. 

 Для вычисления дисперсии процесса можно использо-
вать формулу 

Dx(t)=M[X(t)]2-mx
2(t). 

 Извлекая корень квадратный из дисперсии, получаем 
среднее квадратическое отклонение случайного процесса X(t) от 
его математического ожидания mx(t): 

σx(t)=�𝐷𝑥(𝑡). 
 

Задача 7. Найти дисперсию сечений СП ( )tS  в условиях 
задачи 1 при 𝑡 = 2, при 𝑡 = 4 и в любой момент времени. 

Решение. При 𝑡 = 2 (см. табл. 2) 
𝑀[𝑋(2)]2 = 1 ⋅ 0,2 + 4 ⋅ 0,3 + 9 ⋅ 0,5 = 5,9; 

𝐷𝑥(2) = 𝑀[𝑋(2)]2 − 𝑚𝑥
2(2) = 5,9 − 2,32 = 5,9− 5,29 = 0,61; 

 при 𝑡 = 4 (см. табл.3): 
𝑀[𝑋(4)]2 = 1 ⋅ 0,2 + 9 ⋅ 0,3 + 25 ⋅ 0,5 = 15,4; 

𝐷𝑥(4) = 𝑀[𝑋(4)]2 − 𝑚𝑥
2(4) = 15,4 − 3,62 = 15,4− 12,96 =

= 2,44. 
В любой момент времени: 
𝐷𝑥(𝑡) = 𝑀[𝑋(𝑡)]2 − 𝑚𝑥

2(𝑡)=𝑀(1 + 𝜐𝑡)2 − (1 +
+𝑡𝑀𝜐)2=𝑀1+2𝜐𝑡+𝜐2𝑡2−(1+𝑡𝑀𝜐)2=1+2М𝜐𝑡++Мυ2𝑡2-1-
2М𝜐𝑡 −М2𝜐𝑡2 = Мυ2𝑡2-М2𝜐𝑡2 = (Мυ2-М2𝜐)𝑡2. 

Учитывая, что  𝑀𝜐 = 0 ⋅ 0,2 + 0,5 ⋅ 0,3 + 1 ⋅ 0,5 = 0,65,  
М𝜐2 = 02 ⋅ 0,2 + 0, 52 ⋅ 0,3 + 12 ⋅ 0,5 = 0,575, получаем: 
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𝐷𝑥(𝑡) = 𝑀[𝑋(𝑡)]2 − 𝑚𝑥

2(𝑡)=(Мυ2-М2𝜐)𝑡2=(0,575 − 0,652)𝑡2 =
= 0,1525𝑡2. 

 
4.3. Корреляционная функция, взаимная  

корреляционная функция случайного процесса,  
их вероятностный смысл 

 
Математическое ожидание mx(t) и дисперсия Dx(t) явля-

ются важными характеристиками случайного процесса, однако 
для описания основных особенностей случайного процесса этих 
характеристик оказывается недостаточно. Чтобы убедиться в 
этом, рассмотрим два случайных процесса X1(t) и X2(t), пред-
ставленных семействами их реализаций {x1(t)}и{x2(t)} (рис.9а, 
9б). 
 
 

 
Рис.9а 
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Рис.9б 

 Они имеют одинаковые математические ожидания и 
дисперсии. 
 Однако характер их поведения различен. Для случайного 
процесса X1(t)характерно плавное, постепенное изменение его 
реализаций {x1(t)} и сечений X1(t) с течением времени t.Здесь мы 
наблюдаем ярко выраженную зависимость между его сечениями 
x1(t1) и x1(t2), получаемыми в различные моменты t1 и t2. 
 Напротив, случайный процесс X2(t) имеет резко колеба-
тельный характер. Для него характерно быстрое затухание зави-
симости между его сечениями x2(t1) и x2(t2) по мере увеличения 
промежутка времени между моментами t1 и t2. 
 Мы видим что внутренняя структура рассматриваемых 
случайных процессов X1(t) и X2(t) совершенно различна, но это 
различие не улавливается ни математическим ожиданием, ни 
дисперсией. Для описания степени зависимости между сечения-
ми X(t1)и X(t2) случайного процесса X(t) вводится специальная 
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характеристика , называемая корреляционной (или автокорреля-
ционной) функцией. 
 Рассмотрим случайный процесс X(t). При значениях ар-
гумента t=t1 и t=t2 получим два сечения X(t1) и X(t2)процесса, т.е. 
систему двух случайных величин X(t1), X(t2)с корреляционным 
моментом: 

𝐾𝑥(𝑡1, 𝑡2) = 𝑀[(𝑋(𝑡1) −𝑚𝑥(𝑡1)][𝑋(𝑡2) −𝑚𝑥(𝑡2)]. 

Так как 𝑀[(𝑋(𝑡1)−𝑚𝑥(𝑡1)][𝑋(𝑡2)−𝑚𝑥(𝑡2)] = 𝑀[𝑋
∘

(𝑡1)𝑋
∘

(𝑡2)], 

то  𝐾𝑥(𝑡1, 𝑡2) = 𝑀[𝑋
∘

(𝑡1)𝑋
∘

(𝑡2)]. 
 Определение. Корреляционной функцией случайного 
процесса X(t) называется неслучайная функция Kx(t1,t2) двух ар-
гументов t1 и t2, которая при каждой паре значений t1,t2 равна 
корреляционному моменту соответствующих сечений X(t1) и 
X(t2)случайного процесса: 

𝐾𝑥(𝑡1, 𝑡2) = 𝑀[(𝑋(𝑡1)−𝑚𝑥(𝑡1)][𝑋(𝑡2) −𝑚𝑥(𝑡2)] 

или 𝐾𝑥(𝑡1, 𝑡2) = 𝑀[𝑋
∘

(𝑡1)𝑋
∘

(𝑡2)]. 
Принимая во внимание известную из теории вероятно-

стей формулу для корреляционного момента, получаем  
Kx(t1,t2)=M[(X(t1)X(t2)-mx(t1) mx(t2)]. 

 Если сечения X(t1) и X(t2) как случайные величины неза-
висимы, то Kx(t1,t2)=0, а отсюда следует, что X(t1) и X(t2) – неза-
висимые случайные величины. 
 Следовательно, корреляционная функция Kx(t1,t2)с веро-
ятностной точки зрения выражает взаимную связь между двумя 
произвольными сечениями X(t1) и X(t2) случайного процесса 
X(t). 
 В том случае, когда t1=t2=t,корреляционная функция 
Kx(t1,t2) обращается в дисперсию случайного процесса:  

Kx(t,t)=M[(X(t)-тx(t)]2=М[𝑋
∘
(t)]2 =Dx(t). 

 Задача 8. Найти корреляционную функцию случайного 
процесса (см. условие задачи 1). 
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Решение. 𝐾𝑥(𝑡1, 𝑡2) = 𝑀[(Х(𝑡2) −𝑚𝑥(𝑡1)�][Х(𝑡2)−т𝑥(𝑡2)] = 
= 𝑀[(1 + 𝜐𝑡1 − 1 − 0,65𝑡1)(1 + 𝜐𝑡2 − 1 − 0,65𝑡2)] = 
= 𝑀[(𝜐𝑡1 − 0,65𝑡1)(𝜐𝑡2 − 0,65𝑡2)] = 
= 𝑀[𝜐2𝑡1𝑡2 − 2 ⋅ 0,65𝑡1𝑡2 + 0,652𝑡1𝑡2] = 
= 𝑡1𝑡2[𝑀𝜐2 − 1,3𝑀𝜐 + 0,4225]. 

Учитывая, что 𝑀𝜐 = 0,65, М𝜐2 = 0,575, получаем 

𝐾𝑥(𝑡1, 𝑡2) = (0,575− 1,3 ⋅ 0,65 + 0,4225)𝑡1𝑡2 =

= 0,1525𝑡1𝑡2. 

Для сечений СП при 𝑡 = 2 и при 𝑡 = 4  

 𝐾𝑥(2,4) = 0,1525 ⋅ 2 ⋅ 4 = 1,22. 

В том случае, когда t1=t2=t, корреляционная функция 
𝐾𝑥(𝑡1, 𝑡2) обращается в дисперсию случайного  процесса: 

𝐾𝑥(𝑡, 𝑡) = 𝑀[(𝑋(𝑡) −𝑚𝑥(𝑡)]2 = 𝑀[𝑋
∘

(𝑡)]2 = 𝐷𝑥(𝑡). 
Действительно, 𝐷𝑥(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡, 𝑡) = 0,1525𝑡2. Этот ре-

зультат совпадает с ранее полученным. 
 Функцию Kx(t1,t2)называют также автокорреляционной в 
том смысле, что она выражает связь между двумя произвольны-
ми сечениями одного и того же процесса X(t). Ее называют еще 
и ковариационной функцией, так как по смыслу ковариации 

cov(X(t1),X(t2))=𝐾𝑥(𝑡1, 𝑡2) = 𝑀[𝑋
∘

(𝑡1)𝑋
∘

(𝑡2)]. 
 Задача 9. Материальная точка движется равномерно 
вдоль прямой со скоростью 𝜐. Скорость 𝜐 – величина случайная, 
равномерно распределенная в промежутке (0; 2𝜋). За время t  
точка пройдет путь 𝑆(𝑡) = 𝑆0 + 𝜐𝑡. Известно, что 𝑆0 = 1. 
 Найти: 1) одномерную функцию распределения данного 

процесса; 2) математическое ожидание, дисперсию и корреля-

ционную функцию процесса. 

 Решение:1) 𝑆(𝑡) = 1 + 𝜐(𝑡), 
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𝐹1(𝑥, 𝑡) = 𝑃(𝑆(𝑡) < 𝑥) = 𝑃�(1 − 𝜐𝑡) < 𝑥� = 𝑃 �𝜐 <
𝑥 − 1
𝑡

� . 

𝐹1(𝑥, 𝑡) = � р1

𝑥−1
𝑡

−∞
(𝑧)𝑑𝑧.       

р1(𝜐) = 1
2𝜋−0

= 1
2𝜋

,  так как 𝜐 распределена равномерно. Тогда 

𝐹1(𝑥, 𝑡) = �
𝑑𝑧
2𝜋

𝑥−1
𝑡

−∞
=

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ 0,

𝑥 − 1
𝑡

≤ 0,

�
𝑑𝑧
2𝜋

, 0 <
𝑥 − 1
𝑡

≤ 2,
𝑥−1
𝑡

0

1,
𝑥 − 1
𝑡

> 2

� 

или ( )











+>

+≤<
−

≤

=

;121

,121
2

1
1,x0

,1

txпри

txпри
t

x
при

txF
π

 

2) 𝑚𝑠(𝑡) = ∫ 𝑥𝑝1
∞
−∞ (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥,  где 𝑥 = 1 + 𝜐𝑡, 𝜐– случайная вели-

чина, распределенная в [0; 2𝜋], поэтому  

р1(𝑥, 𝑡) = р1(𝜐) =
1

2𝜋 − 0
=

1
2𝜋

; 

т𝑠(𝑡) = � (1 + 𝜐𝑡)
2𝜋

0

1
2𝜋

𝑑𝜐 =
1

2𝜋
�𝜐 +

𝜐2

2
𝑡�
0

2𝜋

= 

=
1

2𝜋
�2𝜋 +

4𝜋2

2
𝑡� = 1 + 𝜋𝑡. 

𝐾𝑠(𝑡1, 𝑡2) = 𝑀[(𝑆(𝑡1�) −т𝑠(𝑡1)][𝑆(𝑡2)− т𝑠(𝑡2)] = 

= 𝑀[(1 − 𝜐𝑡1 − 1 − 𝜋𝑡1�] × [1 + 𝜐𝑡2 − 1 − 𝜋𝑡2] = 

Каф
едр

а в
ыс
ше
й м
ате
ма
тик
и 

РГ
РТ
У



26 
 

= 𝑀[𝜐𝑡1(1− 𝜋) ⋅ 𝜐(𝑡2)(1− 𝜋)] = (1 − 𝜋)𝑀[𝜐𝑡1𝜐𝑡2]

= (1 − 𝜋)𝑡1𝑡2𝑀𝜐2. 

𝑀𝜐2 = � х2
1

2𝜋

2𝜋

0
𝑑𝑥 =

𝑥3

3
⋅ �

1
2𝜋�0

2𝜋
=

4
3
𝜋2; 

𝐾𝑠(𝑡1𝑡2) =
4
3

(1 − 𝜋)𝜋2𝑡1𝑡2; 

𝐷𝑠(𝑡) = 𝐾𝑠(𝑡, 𝑡) = (1 − 𝜋) ⋅
4
3
𝜋2 ⋅ 𝑡2. 

 

Замечание. Математическое ожидание в данном случае 

можно было определить проще: 

𝑆(𝑡) = 1 + 𝜐𝑡, 

т𝑠(𝑡) = 𝑀[𝑆(𝑡)] = 𝑀�(1 + 𝜐(𝑡�)] = 1 + 𝑡𝑀𝜐, 

𝑀𝜐 = � 𝑥
1

2𝜋

2𝜋

0
𝑑𝑥 =

𝑥2

2
� 1
2𝜋�0

2𝜋
= 𝜋, 

т𝑠(𝑡) = 1 + 𝜋𝑡. 

 Задача 10. Найти математическое ожидание, дисперсию 

и корреляционную функцию случайного процесса 𝑥(𝑡) = 𝐴𝑒−𝛼𝑡, 

где 𝐴– случайная величина с математическим ожиданием 𝑚 и 

дисперсией 𝐷. 

Решение. 𝑚𝑥(𝑡) = 𝑀[𝑥(𝑡)] = 𝑀[𝐴𝑒−𝛼𝑡] = 𝑒−𝛼𝑡𝑀𝐴 = 𝑚𝑒−𝛼𝑡. 

В данном случае Х
0

(𝑡) = 𝐴𝑒−𝛼𝑡 − 𝑚𝑒−𝛼𝑡 = 

= (𝐴 −𝑚)𝑒−𝛼𝑡 = 𝐴
0
𝑒−𝛼𝑡. 
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Итак, 𝐾𝛼(𝑡1, 𝑡2) = 𝑀 �Х
0

(𝑡1)Х(𝑡2)
0

� = 𝑀�𝐴
0
𝑒−𝛼𝑡1𝐴

0
𝑒−𝛼𝑡2� =

= 𝑒−𝛼(𝑡1+𝑡2)𝑀�𝐴
0
�
2

= 𝐷𝑒−𝛼(𝑡1+𝑡2).  В данном случае 

𝐷𝛼(𝑡) = 𝑀[𝐴𝑒−𝛼𝑡 − 𝑚𝑒−𝛼𝑡]2 = 𝑀[(𝐴 −𝑚)2𝑒−2𝛼𝑡] = 

= 𝑀�𝐴2𝑒−2𝛼𝑡
0

� = 𝑒−2𝛼𝑡𝑀 �𝐴
0
�
2

= 𝐷𝑒−2𝛼𝑡,  

так как 𝐷 = 𝑀�Х(𝑡)
0
�
2

= 𝑀�𝐴
0
�
2

. 

Иначе, зная 𝐾𝛼(𝑡1, 𝑡2), можно сразу найти 𝐷𝛼(𝑡): 

𝐷𝛼(𝑡) = 𝐾𝛼(𝑡, 𝑡) = 𝐷𝑒−𝛼(𝑡+𝑡) = 𝐷𝑒−2𝛼𝑡. 

 Задача 11. Найти математическое ожидание, дисперсию 

и корреляционную функцию телеграфного сигнала. 

 Решение. Закон распределения сечения телеграфного 
сигнала в любой момент времени (табл. 4): 

X(t) -1 1 
р 0,5 0,5 

 Следовательно, mx(t)=(-1)0,5+1⋅0,5=0. 
 Корреляционная функция телеграфного сигнала 

Kx(t1,t2)=M[(X(t1)X(t2)]-mx(t1)mx(t2)=M[(X(t1)X(t2)]. 
 Чтобы ее вычислить, нужно найти закон распределения 
произведения X(t1)X(t2) двух произвольных сеченийX(t1) и X(t2) 
процесса. Оно имеет два возможных значения: 

X(t1)X(t2)=+1, 
если за времяτ=t1-t2произошло четное числоµ =2m перемен 
знака сигнала X(t) и вероятность этого события  

P2m(τ)=∑
∞

=0m
 ((λτ)2m/(2m)!)e-λτ=e-λτch(τ)= 

= e-λτ((eλτ+ e-λτ)/2)=(1+ e-2λτ)/2, 
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и X(t1)X(t2)=-1, если за время τ=t1-t2 произошло нечетное 
число µ=2m+1 перемен знака сигнала и вероятность этого со-
бытия  

P2m+1(τ)=1-P2m(τ)=1-(1+ e2λτ)/2=(1-e-2λτ)/2. 
 По найденному закону распределения произведения 
двух произвольных сечений (табл.5): 

Таблица 5 
X(t1)X(t2) -1 +1 

р P2m+1(τ)= 
=(1-e-2λτ)/2 

P2m(τ)= 
=(1+ e-2λτ)/2 

 
находим корреляционную функцию телеграфного сигнала 

Kx(t1,t2)=M[(X(t1)X(t2)]=(-1)P2m+1(τ)+(1) P2m(τ)= 
=(-1) ((1-e-2λτ)/2)+(+1)((1-e-2λτ)/2)=e-2λτ. 

 Таким образом, взаимная связь между двумя произволь-
ными сечениями X(t1) и X(t2) телеграфного сигнала зависит лишь 
от расстояния τ=t1-t2между сечениями и не зависит от по-
ложения самих сечений. 
 Полагая при t1=t2=t τ=t1-t2=0, получаем дисперсию 
телеграфного сигнала 

Dx(t)=Kx(t,t)=e-2λττ=0=e0=1. 
 

 Рассмотрим теперь два случайных процесса X(t),Y(t),t∈T, 
где T: α0<t<β – общий промежуток времени, в котором они рас-
сматриваются. 
 При фиксированных значениях t=t1∈T и t=t2∈T аргумен-
та t получим два сечения X(t1) и Y(t2) или систему X(t1),Y(t2) двух 
случайных величин с корреляционным моментом:  

M[(X(t1)-mx(t1))( Y(t2)-my(t2))]=𝑀[𝑋
∘

(𝑡1)𝑌
∘

(𝑡2)]. 
 Определение. Корреляционной функцией связи (или 
взаимной корреляционной функцией) двух случайных процес-
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сов X(t) ,Y(t) называется корреляционный момент двух произ-
вольных сечений X(t1) и Y(t2) этих процессов: 

Kxy(t1,t2)= M[(X(t1)-mx(t1))( Y(t2)-my(t2))]=𝑀[𝑋
∘

(𝑡1)𝑌
∘

(𝑡2)]. 
 С вероятностной точки зрения она выражает меру зави-
симости между процессами X(t) и Y(t). 
 Задача 12. Найти корреляционную функцию связи меж-

ду процессами: 𝑋(𝑡) = 𝜑(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 𝛷  и 𝑌 = 𝜓(𝑡) 𝑠𝑖𝑛𝛷 , где 𝜑(𝑡)  и 

𝜓(𝑡)– неслучайные функции, 𝛷 – случайная величина, распре-

деленная равномерно на промежутке [0; 2𝜋]. 

Решение. 𝑚𝑥(𝑡) = 𝑀[𝜑(𝑡) 𝑐𝑜𝑠𝛷] = 

= 𝜑(𝑡)𝑀𝑐𝑜𝑠𝛷 = 𝜑(𝑡)� 𝑐𝑜𝑠𝜙
1

2𝜋

2𝜋

0
𝑑𝜙 =

𝜑(𝑡)
2𝜋

�𝑠𝑖𝑛 𝜙|02𝜋 = 0, 

𝑚𝑥(𝑡) = 0, аналогично т𝑦(𝑡) = 0. 

𝐾𝑥𝑦(𝑡1, 𝑡2) = 𝑀�𝑋
0

(𝑡)𝑌
0

(𝑡)� = 𝑀[𝜑(𝑡1)� 𝑐𝑜𝑠 𝛷 ⋅ 𝜓(𝑡2)�𝑠𝑖𝑛𝛷) = 

= 𝜑(𝑡1)𝛹(𝑡2)𝑀[𝑐𝑜𝑠 𝛷 𝑠𝑖𝑛𝛷] =
1
2
𝜑(𝑡1)𝜓(𝑡2)𝑀𝑠𝑖𝑛 2𝛷 = 

=
1
2
𝜑(𝑡1)𝛹(𝑡2)� 𝑠𝑖𝑛2𝜙

1
2𝜋

2𝜋

0
𝑑𝜙 = 0. 

Это означает, что процессы 𝑋(𝑡) и 𝑌(𝑡)некоррелированы. 

5. Стационарные случайные процессы и их свойства 
 

 Случайный процесс, который протекает во времени при-
близительно однородно и имеет вид непрерывных случайных 
колебаний вокруг некоторого случайного значения, причем ни 
средняя амплитуда, ни характер этих колебаний не испытывают 
существенных изменений в течение времени, принято называть 
стационарным процессом. 
 Говорят, что случайный процесс стационарен в узком 
смысле, если совокупность сечений этого процесса не изменяет-
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ся при синхронном сдвиге сечений, т.е. любая его п-мерная 
плотность вероятности инвариантна относительно временного 
сдвига 𝜏: 

р(х1,…,хп, 𝑡1,…,𝑡п) =р(х1,…,хп, 𝑡1+ 𝜏,…,𝑡п +  𝜏). 
 Определение. Случайный процесс Х(𝑡) называется ста-
ционарным в широком смысле, если его математическое ожида-
ние постоянно: 𝑚𝑥(𝑡) = 𝑚𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, а корреляционная функция 
зависит только от разности аргументов 𝜏 = 𝑡2 − 𝑡1: 

𝐾𝑥(𝑡1, 𝑡2) = 𝐾𝑥(𝑡1 − 𝑡2) = 𝐾𝑥(𝜏). 
Замечания.1. Дисперсия стационарного процесса посто-

янна и равна значению корреляционной функции в начале коор-
динат 𝐷𝑥(𝑡) = 𝐾𝑥(0) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 
 2. Корреляционная функция 𝐾𝑥(𝜏)  стационарного про-
цесса является четной 𝐾𝑥(𝜏) = 𝐾𝑥(−𝜏). 
 3. Из стационарности в узком смысле следует стацио-
нарность в широком смысле, но не наоборот. 

Задача 13. Случайный процесс 𝑈(𝑡) образован реализа-
цией вида 

𝑈(𝑡) = 𝑈𝑚 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 +𝛷), 
где 𝑈𝑚 и 𝜔– известные неслучайные величины, Ф – случайная 
величина, равномерно распределенная на отрезке �–𝜋,𝜋� (рис.4). 
Выяснить, является ли данный процесс стационарным в широ-
ком смысле. 

Решение. Найдем математическое ожидание  𝑚𝑢(𝑡)  и 
корреляционную функцию 𝐾𝑢(𝛷): 
𝑚𝑢(𝑡) = ∫ 𝑈𝑚

𝜋
−𝜋 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜙) 1

2𝜋
𝑑𝜙, так как одномерная плот-

ность распределения вероятностей 𝑝1(𝑥, 𝑡) = 1
2𝜋

= р𝛷(𝑥) для 
случайной величины Ф, равномерно распределенной на проме-
жутке [−𝜋,𝜋]. 

𝑚𝑢(𝑡) =
𝑈𝑚
2𝜋

� 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜙)
𝜋

−𝜋
𝑑𝜙 =

𝑈𝑚
2𝜋

(𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜙�)−𝜋𝜋 = 

=
𝑈𝑚
2𝜋

(𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜋) − 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 − 𝜋)) = 0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

𝐾𝑢(𝑡1, 𝑡2) = 𝑀�(𝑈(𝑡1�)−𝑚𝑢
�(𝑡1)�(𝑈(𝑡2�)−𝑚𝑢(𝑡2)� = 

= 𝑀[𝑈(𝑡1) ⋅ 𝑈(𝑡2)] = 𝑀[𝑈𝑚 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡1 + 𝛷) ⋅ 𝑈𝑚 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡2 + 𝛷)] = 
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= 𝑀�
1
2
𝑈𝑚2 (𝑐𝑜𝑠𝜔 (𝑡2 − 𝑡1�) + 𝑐𝑜𝑠(𝜔(𝑡2 + 𝑡1�) + �2𝛷)� = 

=1
2
𝑈𝑚2 𝑐𝑜𝑠𝜔 (𝑡2 − 𝑡1) + 1

2
𝑈𝑚2 ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝜔(𝑡2 + 𝑡1) + �2𝜙)�𝜋

−𝜋
1
2𝜋
𝑑𝜙 = 

=𝑈𝑚
2

2
𝑐𝑜𝑠(𝑡2 − 𝑡1) + 1

4
𝑈𝑚2

2𝜋
𝑠𝑖𝑛(𝜔� (𝑡2 + 𝑡1) + �2𝜙|−𝜋𝜋 = 𝑈𝑚2

2
𝑐𝑜𝑠 𝜔 𝜏 +

+ 𝑈𝑚2

8𝜋
[𝑠𝑖𝑛(𝜔(𝑡2 + 𝑡1)�+ �2𝜋) − 𝑠𝑖𝑛�(𝜔(𝑡2 + 𝑡1)� − �2𝜋)] = 

=
𝑈𝑚2

2
𝑐𝑜𝑠 𝜔 𝜏,  где 𝜏 = 𝑡2 − 𝑡1. 

Следовательно, процесс стационарный в широком смыс-
ле. 

Задача 14. Случайный процесс 𝑈(𝑡)  имеет реализацию 
𝑈(𝑡) = 𝑈𝑚 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜙), где 𝜔 и 𝜙 –действительные числа, 𝑈𝑚 –
случайная величина с произвольным законом распределения. 
Выяснить, является ли данный процесс стационарным в широ-
ком смысле. 
Решение. 

𝑀𝑢(𝑡) = 𝑀[𝑈𝑚 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜙)] = 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜙)𝑀𝑈𝑚, 
𝑈𝑚 не зависит от t , т.е. 𝑀𝑢(𝑡) будет постоянным лишь при 
𝑀𝑈𝑚 = 0. 

Следовательно, процесс не будет стационарным.  
 

6. Понятие об эргодических случайных процессах 
 

 Определение. Случайный процесс называется эргодиче-
ским, если любая его вероятностная характеристика, полученная 
усреднением по множеству возможных реализаций, с вероятно-
стью, сколь угодно близкой к единице, равна временному сред-
нему, полученному усреднением за достаточно большой проме-
жуток времени [0; 𝜏]лишь одной реализации случайного процес-
са.  
 Случайный процесс Х(𝑡) может быть эргодическим по 
отношению только к математическому ожиданию 𝑚𝑥(𝑡), дис-
персии  𝐷𝑥(𝑡),  корреляционной функции 𝐾𝑥(𝑡1, 𝑡2) = 𝐾𝑥(𝜏). 
 Справедлива теорема: «Если корреляционная функция 
стационарного процесса Х(𝑡) стремится к нулю при𝜏 → ∞,   

𝑙𝑖𝑚
𝜏→∞

𝐾𝑥(𝜏) = 0, 
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то случайный процесс Х(𝑡) является эргодическим по отноше-
нию к математическому ожиданию». 
 

Задачи для самостоятельного решения 
 

1. Построить реализации и найти сечение случайного процесса 
𝑋(𝑡) в момент времени t=1, если 𝑋(𝑡) = At3, где А – случай-
ная величина А

р
�−1
0,4
� � 0
0,4
� 2
0,2

. 
 

2. Построить реализации и найти сечение случайного процесса 
𝑋(𝑡) в момент времени t=2, если 𝑋(𝑡) = 2t-А, 
 где А –  случайная величина  А

р
�−3
0,5
� � 0
0,5
� 5
0,3

. 
 
3. Построить реализации и найти сечение случайного процесса 
𝑋(𝑡)в момент времени t=2, если 𝑋(𝑡) = At2,  
где А –  случайная величина  А

р
�−2
0,3
� � 0
0,6
� 1
0,1

. 
 
4. Построить реализации и найти сечение случайного процесса 
𝑋(𝑡) в момент времени t=π, если 𝑋(𝑡) = Acost,  
где А случайная величина  А

р
�−2
0,2
� � 0
0,6
� 2
0,2

. 
 
5. Построить реализации и найти сечение случайного процесса 
𝑋(𝑡) в момент времени t=1, если 𝑋(𝑡) = At + 1,  
где А –  случайная величина  А

р
�−2
0,3
� � 0
0,5
� 3
0,2

. 
 
6. Для данного случайного процесса 𝑋(𝑡) найти 
𝑚𝑥(𝑡), 𝐾𝑥(𝑡1, 𝑡2). 
𝑋(𝑡) = At2,  где А –  случайная величина  А

р
�−2
0,3
� � 0
0,6
� 1
0,1

.  
 
7. Для данного случайного процесса 𝑋(𝑡)  найти 
𝑚𝑥(𝑡), 𝐾𝑥(𝑡1, 𝑡2). 
𝑋(𝑡) = Aе𝑡 ,  где А –  случайная величина  А

р
� 0
0,5
� � 1
0,4
� 2
0,1

.  
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8. Выяснить, является ли стационарным данный случайный 
процесс 𝑋(𝑡). 
𝑋(𝑡) = At3,  где А –  случайная величина А

р
�−1
0,4
� � 0
0,4
� 2
0,2

.  
 
9. Выяснить, является ли стационарным данный случайный 
процесс 𝑋(𝑡). 
𝑋(𝑡) = Acost,  где А –  случайная величина  А

р
�−2
0,2
� � 0
0,6
� 2
0,2

. 
 
10. Для данного случайного процесса 𝑋(𝑡) = At + 1  найти 
𝐾𝑥(𝑡1, 𝑡2), если D(A)=1. 
 
11. Для данного случайного процесса 𝑋(𝑡) = 2t-А  найти 
𝐾𝑥(𝑡1, 𝑡2), если D(A)=0,5. 
 
12. Случайный процесс (СП) задан аналитически:  
а) X(t) =Acos2t, t0=0,  б) X(t)=Asin𝑡

2
, t0=π, 

в) X(t)=A+t, t0=3,  г) X(t)=2+At, t0=2, 
где А – случайная величина, заданная законом распределения 

А=ω -1 0 2 
  р 0,3 0,5 0,2 

 
1. Построить графики реализаций СП. 
2. Найти сечение СП в момент времени t0и любой момент вре-
мени. 
3. Найти корреляционную функцию и дисперсию. 
4. Выяснить, является ли данный случайный процесс стацио-
нарным. 
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