27 апреля 2013 года.

Технические специальности. 2-5 курс
1. Вычислить: 
[image: image1.wmf]2

2

()

x

arctgedx

-

ò

p

p

.

Решение.
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Ответ: 
[image: image4.wmf]2
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2. Дано произведение 
[image: image5.wmf]1!2!3!...400!

××××

. Факториал какого числа нужно вычеркнуть, чтобы полученное число было квадратом целого числа?

Решение.


[image: image6.wmf]40039939821

1!2!3!...400!123...399400
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. Произведение нечетных сомножителей является квадратом целого числа. Рассмотрим произведение четных сомножителей: 
[image: image7.wmf]39939731399397...3139939731

24...3984002(12...199200)

++++
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. Очевидно, что степень 2 четная, то есть множитель за скобкой является квадратом целого. Чтобы выражение в скобках являлось квадратом целого числа, необходимо сделать степени всех сомножителей четными. Тогда 
[image: image8.wmf]3993973139839620

12...19920012...199200200!
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, следовательно, при вычеркивании факториала 200 произведение будет четным.

Ответ: 200.

3. Найти наименьший объем конуса, описанного около полушара радиуса 
[image: image9.wmf]a

.

Решение.

Обозначим угол между образующей конуса и плоскостью основания 
[image: image10.wmf]a

. Тогда очевидно, что радиус основания конуса 
[image: image11.wmf]sin
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, высота 
[image: image12.wmf]cos
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. Объем конуса равен 
[image: image13.wmf]3
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. Наименьшего значения он достигнет при максимуме выражения 
[image: image14.wmf](
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.Рассмотрим функцию 
[image: image15.wmf](

)

2

()1

fttt

=-

. Максимума она достигает при 
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Ответ: 
[image: image19.wmf]3
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4. Вычислить 
[image: image20.wmf]36
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Решение.
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[image: image23.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

66

666

6363

00

211sin211sin

121sin1sinsin

11sinsin11sinsin

xdxxdx

xxx

xxxx

++++

===

++++-

+++++-

òò

pp


[image: image24.wmf]0
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Ответ: 
[image: image25.wmf]p

.

5. 1) Решить уравнение 
[image: image26.wmf](
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2) Решить уравнение  
[image: image27.wmf](

)

2

2

6

yyyxy

¢¢¢

-=

.

Решение. 

1) Умножая на множитель 
[image: image28.wmf]2
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[image: image32.wmf]1
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2) Замена 
[image: image35.wmf]zdx
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, получим 
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Ответ: 1)
[image: image40.wmf]1
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6. Представить 
[image: image42.wmf](1,2,3,4,5,6)

diag

 в виде суммы 2 матриц определители которых равны 1.

Решение. 

Для матрицы 
[image: image43.wmf]0
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 получим: 
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. Тогда для исходной матрицы: 
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. Очевидно, что определители данных матриц равны 1.

Ответ: 
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7. Круг разделен на 6 секторов, в каждом из которых записано некоторое число. Одновременно можно увеличивать числа в любых 2 соседних секторах на одно и то же число. Можно ли сделать все числа равными, если начальный порядок: (1,0,1,0,0,0)?

Решение. 

Раскрасим сектора через один в черный и белый цвета. Тогда в начальный момент сумма «черных» секторов будет равна 2, а «белых» - 0. Увеличение 2 соседних чисел на одно и то же число приведет к одновременному увеличению каждой из сумм на это число. При равенстве всех чисел суммы должны быть равными, а при данной комбинации чисел это невозможно.

Ответ: нет.

8. Найти 
[image: image47.wmf]112
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Решение. 

Перейдем к интегральной сумме. Тогда получим:
[image: image48.wmf](
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Ответ: 
[image: image49.wmf](
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9. Решить функциональное уравнение 
[image: image50.wmf]()(1)
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Решение.

Продифференцируем второе уравнение системы. Получим: 
[image: image51.wmf]()(1)
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[image: image52.wmf]1
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. Тогда с учетом исходного уравнения получим: 
[image: image53.wmf]121
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Ответ: 
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10. Существует ли монотонная на 
[image: image55.wmf][0,1]

 функция с бесконечным числом точек разрыва? Ответ обосновать.

Ответ: да, существует, например, функция 
[image: image56.wmf]1
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 является монотонно неубывающей и имеет бесконечное число точек разрыва при 
[image: image57.wmf]n
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11. Найти сумму ряда 
[image: image58.wmf](
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Ответ: Ряд расходится.
12. Вычислить 
[image: image59.wmf]2
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Решение.

1 способ.

Найдем 
[image: image60.wmf](
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. Переходя к полярным координатам, получим: 
[image: image61.wmf]222
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[image: image62.wmf]2
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2 способ.

Сделаем замену 
[image: image63.wmf]txy

=

,  
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y

>

. Тогда
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[image: image66.wmf](
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Изменяя порядок интегрирования, получаем


[image: image67.wmf](
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Тогда 
[image: image68.wmf]2

I

=

p

.

Ответ: 
[image: image69.wmf]2
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13. Тетраэдр каждую секунду поворачивается вокруг своего ребра. Какова вероятность того, что через n секунд он будет лежать на той же грани?

Решение.

Очевидно, что 
[image: image70.wmf](
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)

(

)

(

)

1

11

3

PnPn

=--

. Тогда приходим к функциональному уравнению 
[image: image75.wmf](
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[image: image77.wmf]1
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