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УДК 517.1 
В.А. Саблина 

О ПОРЯДКАХ ЗАМКНУТЫХ КЛАССОВ В ТРЕХЗНАЧНОЙ ЛОГИКЕ, II 
Рассмотрены вопросы определения порядка замкнутого класса и 

выразимости функций замкнутого класса формулами над базисной системой 
на примере двух классов сохранения основания. Доказано, что один класс 
имеет порядок 2, а другой – 3. Указаны способы выражения функций классов 
формулами над базисными системами данных классов. 
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Введение. Проблема функциональной 

выразимости в многозначной логике kP  в 
наиболее общей постановке заключается в 
описании решетки всех замкнутых классов с 
указанием, когда это возможно, базисов и 
порядков. Полностью эта проблема решена лишь 
в двузначном случае [1]. Кроме того, 
проводились исследования замкнутых классов 
многозначной логики )2( kPk  [2-5]. 
Выяснилось, что при изучении решетки 
замкнутых классов многозначной логики уже 
при 3k  чувствуется нехватка методов 
определения порядков замкнутых классов, 
методов выразимости функций замкнутого 
класса формулами над базисной системой 
данного класса. 

Обычно для описания замкнутых классов 
используется язык предикатов, предложенный 
А.В. Кузнецовым [6]. Однако, как показал 
И.А. Черепов [7], предикатно описуемые 
замкнутые классы описываются и как  классы 
сохранения основания [8], что при описании 
решетки замкнутых классов в kP  не только 
более удобно в обращении, но и позволяет 
ввести перечень оснований (как, например, в 
[9]), который будет дисциплинировать 
исследование решетки замкнутых классов в kP . 
В противном случае исследования приобретают 
характер хаоса [3,10,11] 

Цель работы. В настоящей работе автор 
продолжает исследование методов определения 
порядков замкнутых классов с указанием схем 
реализуемости функций в базисе того же 
порядка согласно перечню [9]; исследован 
поставленный вопрос относительно третьего и 
четвертого классов сохранения основания. 

Везде в дальнейшем ),...,(~
1 nxxx  , n  – 

количество аргументов функции. 
Класс ПС3 
Рассмотрим класс функций 3ПС  (третий 

класс перечня [9]) из 3P . 

Пусть функция 
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Тогда }}),({)}),(({|)~({3 33 xxfxxffxfПС n  . 
Функция 3)( ПСxf   на подкубе n}1,0{  не 

принимает значения 2, так как выполнено 
}1,0{)}1,0({ nf , то есть функции класса 3ПС  

сохраняют множество }1,0{ . 
Также видно, что 0)0~( f , 2)2~( f . 
На остальных наборах вида 

})2~{}1,0({\}2,1,0{ nn  функции 3)( ПСxf   
независимо пробегают все значения из 
множества }2,1,0{ . 

Класс 3ПС  содержит функцию ),max( 21 xx , 
поскольку )())(),(max( 333 xfxfxf  , 

xxfxxxfxx  ))(,max()),(max(),max( 33 , а 
также функцию )),...,max(,max()~max( 21 nxxxx  . 
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где }0~{\}1,0{~ n . 
Для случая двух переменных имеем: 
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где })2~{}1,0({\}2,1,0{~
nn , }2,1{ . 

Для случая двух переменных имеем: 











 



случаях,остальных  в 0
),,()( при 

),2,2()( при 2
)~( 2121

21
),( 21 ,xx

,xx
x  

где либо 21  , либо 22  , но 21  , 
}2,1{ . 

Функции )~(
~

x , }0~{\}1,0{~ n  выражаются 
через функции системы ),( 21

),( 21 xx  
следующим образом: 
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где i  выбираем таким образом, чтобы 
0~),...,,,...,( 111   nii . 

Лемма 3. Функции )~(
~

x
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∆ Из ограничений на набор ~  следует, что 
2  ii . Далее возможны два варианта: 

2  jij  и обратный случай. 
Рассмотрим первый вариант. Тогда можно 

выразить: 
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Продолжаем итеративно раскладывать до 

выражения через функции вида ),( 21
),( 21 xx

  
либо до наступления второго варианта. 

Второй возможный вариант заключается  
в том, что 2 i , а набор 
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Ранее показано, что функции )~(
~

x  
порождаются функциями системы 

),( 21
),( 21 xx , }0~{\}1,0{~ n . ▲ 

Теорема 3. Система функций из 3ПС  
),max( 21 xx , ),( 21 xx , ),( 21

),( 21 xx , }1,0{, 21  , 
)0,0(),( 21  , ),( 21

),( 21 xx
 , 21   или 22  , 

21  , }2,1{  является базисом класса 3ПС , 
то есть класс 3ПС  имеет порядок 2. 

∆ Произвольная функция 3)~( ПСxf   может 
быть получена следующим образом: 
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Таким образом, с помощью функций )~(
~

x  
определяем значения функции )~(xf  на подкубе 

n}1,0{ , а с помощью функций )~(
~

x
  – значения 

на оставшихся наборах ~ , кроме значений на 
наборах 0~  и 2~ , которые постоянны для всех 
функций; функция )~(x  играет роль «фона». 

Выше показано, что функция )~max(x  
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функцией ),( 21 xx ; )~(
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)0,0(),(},1,0{, 2121  , })2~{}1,0({\}2,1,0{~
nn , 

}2,1{ . ▲ 
Класс ПС4 
Рассмотрим класс функций 4ПС  

(четвертый класс перечня [9]) из 3P . 

Пусть функция 
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Класс SПС4  сопряжен с 4ПС  относительно  
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Лемма 4.1. Порядок класса 24 SПС . 
∆ Функции SПСxf 4)~(   сохраняют 

множество }1,0{  и являются самодвойственными 

на подкубе n}1,0{ . Множество самодвойственных 
функций от двух переменных 21  , xx  на подкубе 

2}1,0{  совпадает с } , , ,{ 2121 xxxx . 
Отсюда порядок класса 24 SПС . ▲ 
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Класс SПС4  не содержит функции 
),min( 21 xx , ),max( 21 xx , но содержит их 

фрагменты. 
Определим функции: 
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Также определим функцию: 
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где })2~{}1,0({\}2,1,0{~
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Можно выразить: 
)),(,(),,( 321321 xxmixmixxxmi  , 

)),...,(,()~( 21 nxxmixmixmi  ; 
)),(,(),,( 321321 xxmaxmaxxxma  , 

)),...,(,()~( 21 nxxmaxmaxma  . 

Лемма 4.2. Функции системы { )~(
~

xma
 } 

выражаются через функции системы 
{ ),( 21 xxma , ),,( 321

),,( 321 xxxma 
 }; }1,0{ , 

})2~{}1,0({\}2,1,0{~
nn . 

∆ Рассмотрим набор ),...,,(~
21 n , 4n . 

Если 2n , то }1,0{ i . 
Если }1,0{n , то 2 i . 
Выберем произвольное njijj   , , . 
Тогда можно разложить: 
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Далее аналогично раскладываем 

получившуюся функцию от )1( n  переменных; 
продолжаем этот процесс итеративно до 
выражения исходной функции )~(

~
xma

  через 

функции ),,( 321
),,( 321 xxxma 

  и функцию 
),( 21 xxma . ▲ 

Пусть ),,( 321 xxxsa  
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Лемма 4.3. Из функции ),,( 321 xxxsa  можно 
построить любую функцию вида 
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где )~(xg  – произвольная самодвойственная 
булева функция. 

∆ Функция )~(xg  выражается через функцию 

323121 xxxxxx   [1]. Тогда функция )~(xG  
выражается через функцию ),,( 321 xxxsa . ▲ 

Рассмотрим функции из SПС4 , которые 
равны nx  на подкубе n}1,0{  и могут принимать 
произвольные значения на остальных наборах, 
кроме набора }2~{ . Функция такого вида )~(xF  
может быть получена следующим образом: 
 ))~(),~(()~(

~

)~(:,~ xmaxmamixF
F





 , (2) 

где })2~{}1,0({\}2,1,0{~
nn , }1,0{ . 

Теорема 4. Система функций из SПС4  
),,( 321 xxxsa , ),,( 321

),,( 321 xxxma 
 , ),( 21 xxma , 

),( 21 xxmi , })2~{}1,0({\}2,1,0{),,( 33
321  , 

}1,0{  является базисом класса SПС4 , то 
есть класс SПС4  имеет порядок 3. 

∆ Произвольная функция SПСxf 4)~(   
может быть получена следующим образом: 

))~(),~(()~( xGxFmixf  , 
где )~(xG  имеет вид (1) и получена из функции 

),,( 321 xxxsa , )~(xF  получена по (2) из функций 

)~(xmi , )~(xma  и )~(
~

xma
 . 

Выше показано, что функции )~(
~

xma
  

порождаются функциями ),,( 321
),,( 321 xxxma 

  и 

),( 21 xxma  по лемме 4.2, функция )~(xma  
порождается функцией ),( 21 xxma , функция 

)~(xmi  порождается функцией ),( 21 xxmi . 
Таким образом, с помощью )~(xG  

определяем значения функции )~(xf  на подкубе 
n}1,0{ , а с помощью )~(xF  – оставшиеся 

значения функции )~(xf . ▲ 
Следствие. Класс 4ПС  имеет порядок 3. 
Заключение. В статье предложены способы 

выражения функций двух рассмотренных 
классов сохранения основания через функции их 
базисов. Доказано, что данные классы 
трехзначной логики имеют порядки 2 и 3. 

В заключение автор выражает свою 
благодарность В.В. Тарасову, под руководством 
которого выполнена эта работа. 
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