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    ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЦИКЛЫ СИСТЕМЫ  ЧАСТОТНО- ФАЗОВОЙ                
      АВТОПОДСТРОЙКИ  ЧАСТОТЫ  ВТОРОГО   ПОРЯДКА  С  
   ИНВЕРТИРОВАННОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ ЧАСТОТНОГО 
                                               КОЛЬЦА           
 
    Рассматривается система  частотно- фазовой синхронизации второго порядка с инвер-
тированной характеристикой частотного кольца. Получены условия существования поло-
жительных и отрицательных предельных циклов второго рода, выясняется характер их 
устойчивости. Для системы с синусоидальной нелинейностью, в случае существования 
четырех  предельных циклов второго рода построена область притяжения состояний 
равновесия. 
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      Широкое распространение в радиоэлектро-
нике, технике, связи, радионавигации, механике 
получили системы фазовой синхронизации 
(СФС). К системам фазовой синхронизации от-
носятся системы фазовой автоподстройки часто-
ты (ФАПЧ). В ряде приложений  используются 
комбинированные системы, содержащие кольца 
фазовой синхронизации и частотной автопод-
стройки (ЧАП). Дифференциальное уравнение 
системы частотно-фазовой автоподстройки 
(ЧФАП) можно записать в виде [1,2] 
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где dt
dp  - оператор дифференцирования, 

)(t - разность фаз эталонного и подстраиваемо-
го генераторов, 1 - полоса удержания кольца 

ФАПЧ, 2 - полоса удержания кольца ЧАП, 
)(1 pK  и )(2 pK - коэффициенты передачи фильт-

ров нижних частот в фазовой и частотных цепях 
управления, )(1 F и )(2 F  - характеристики фа-
зового и частотного детекторов, )(1 F -
периодическая непрерывно дифференцируе-
мая функция, constн  - начальная расстрой-
ка. В случае инвертированной нелинейной 
характеристики частотного детектора, когда 
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частоте, при которой напряжение на выходе час-
тотного детектора максимально, и интегрирую-
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s , 11  . В 

системе (2) переменную переобозначим через   
переменную t . 
Инвертированная характеристика частотного де-
тектора (ЧД) соответствует случаю, когда час-
тотный детектор включен в управление так, что 
петля управления оказывает расстраивающее 
действие на частоту генератора. Смена знака ха-
рактеристики ЧД приводит к тому, что на ряду с 
положительными  предельными циклами второ-
го рода, у системы ЧФАП появляются отрица-
тельные предельные циклы второго рода.  
   Определение.  Непрерывное решение ),( 0xtx      
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 системы (2) называется предель-

ным циклом второго рода, если существует 
0 , целое число 0j ,  такие  что, ),( 0yty  

),( 0yty  ,     jtt  00 ,,  . 
   Система вида (2) изучалась в работах [3-7] где 
качественно-численными методами получены 
условия устойчивости, соответствующие режи-
мам синхронизации фазовой автоподстройки, 
условия существования и числа предельных цик-
лов второго рода. Назначение системы частотно- 
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фазовой автоподстройки (ЧФАП) состоит в 
обеспечении синхронного режима.  Предельный 
цикл второго рода соответствует асинхронному 
режиму СФС, особенностью которого является 
нарастание разности фаз )(t . В случае несинх-
ронных режимов, в работах [4-7] предложено 
систему ЧФАП рассматривать  как генератор мо-
дулированных сигналов. В связи с этим пред-
ставляет интерес вопрос о существовании  у сис-
темы  ЧФАП устойчивых предельных циклов 
второго рода. В данной работе рассматривается 
задача нахождения критериев существования 
четырех предельных циклов второго рода, два из 
которых положительные, а два отрицательные. 
Неустойчивые предельные циклы второго рода 
определяют область притяжения состояний рав-
новесия. 
     Теорема 1. Пусть для системы (2) выполнены 
условия:     g)( ,   g -периодичес-

кая функция, 0 ,    
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риодическая функция,     1
2, hf  ,  

            3
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1  khh  

      khs 4
1

352  , 
тогда  число предельных циклов второго рода 
системы (2) определяется количеством проме-
жутков знакопостоянства функций   ,f ,  
  ,  при любом   ; . 

       Доказательство. Рассмотрим функцию 
    1
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     1

1:, hyy  . Найдем производную 
функции   ,,yV  в силу системы (2) на 
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Из соотношения (3) следует, что число предель-
ных циклов второго рода системы (2) опреде-
ляется количеством промежутков знакопосто-
янства функций     1

2, hf  ,   ,  
при  любом   ; . 
     Теорема 2. Пусть для системы (2) выполнены 
условия:     g)( ,   g -периодичес-
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  0,, 22  baQ при  43;  , тогда система 
(2) имеет два положительных предельных цикла 
второго рода. 
       Доказательство. Рассмотрим функцию 
                        

 

 
   

 
   

























141
1

11

4322

321
1

22

2111

1

; при,

; при,
; при,

; при,










h

ba
h

ba

       (4)            

В силу условий теоремы и соотношения (4) 
функция  1  является непрерывной на сег-
менте  11;   , при этом    1111   . 
С помощью функции  1  определим периоди-
ческую функцию  2  с периодом  ,   2  

  m1  при   mm 11 ,  , 
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Zm . Пусть     1
1

331 , hyyV  , y  
    ,22 yV ,        0,0,:, 11  yVy  
 ,2 yV , тогда граница множества 1  имеет 

вид: 211 PP   ,     0,:, 11   yVyP ,    
    0,:, 22   yVyP . В силу соотношения 

(3), условия теоремы   0,3    для любого 
  ; , получим, что производная функ-

ции  ,1 yV  в силу системы (2) на множестве 

1P  удовлетворяет неравенству:   0,1 yV .Рас-

смотрим границу m
m

LP



 2 ,    yyLm :,  

     mm 112 ;,  . Найдем  
производную функции  ,2 yV  в силу системы 
(2) на множестве 43210 GGGGL  , 1G  

    2111 ;,:,   bayy ,   :,2 yG   
   321

1
22 ;,    hy ,    yyG :,3   

 4322 ;,   ba ,    14 :,  yyG  
   141

1
1 ;,    h . Если   2, Gy   или 

  4, Gy  , то в силу условий теоремы 
  0,2    при  32 ;  ,   0,1    при  
 14 ;    и соотношения (3) получим, что 

производная функции  ,2 yV  в силу системы 
(2) на множествах 2G , 4G  удовлетворяет 
неравенству:   0,2 yV . Если   1, Gy  , то 

   112 , bayyV   , найдем производную 
функции  ,2 yV  в силу системы (2) на мно-
жестве 1G  

      
    





 2212 1

,



ky

kysyyV  

         11111  bakakya  
          1

2
11

2
1 1 askbaa  

               
122

1 1  kykb  

           
 

    
0

1
,,

2
11

2
11 








kba
baQ .         (5)          

Если   3, Gy  , то    222 , bayyV    и 
производная функции  ,2 yV  в силу системы 
(2) на множестве 3G  удовлетворяет неравенству 
                               

   
    

0
1

,,, 2
22

2
22

2 








kba
baQyV .        (6)            

Используя соотношения (5), (6), периодичность 
функции  2  и цилиндричность фазового 
пространства системы (2) получим, что произ-
водная функции  ,2 yV  в силу системы (2) на 

множестве 2P  удовлетворяет неравенству: 
  0,2 yV . Таким образом, множество 1  яв-

ляется отрицательно инвариантным и содержит 
положительный предельный цикл второго рода. 
    Пусть     1

1
553 , hyyV  ,   :,2 y   

     0,,0, 31   yVyV , тогда в силу условий 
  0,3   ,   0,5    для любого   
  ; , соотношения (3) множество 2  

является положительно инвариантным и 
содержит положительный предельный цикл 
второго рода. 
     Теорема 3. Пусть для системы (2) выполнены 
условия:     g)( ,   g -периодичес-

кая функция,    


0
0 dg ,    






0

1 dgh , 

0 ,            11
2,  khg  

           1
2222

1
3 hh  
        khsk 4

1
352  , 0  

  ,    при  34 ;     для любого   
  ; ,   0,    при  56 ;    для 

любого   ; , 45   ,   0,2    при 
 32 ;  ,   0,1    при  14 ;   , 

14321   , 0123   , 2
1   

    0,11   fh  при   ; , 1y  
 11

1
11  h ,   21

1
222  hy  ,  23 y  

 31
1

2  h ,  41
1

114  hy  ,  
12

12
1  




yy
a , 

1
12

12
11 

 



yyyb , 

34

34
2  




yya ,  332 yb  

34

34

 



yy

,         baakbaQ ,,  

           askbaa 22
1 1  

 kb  ,     0,, 11  baQ   при   21;   , 
  0,, 22  baQ при  43;  , тогда система 

(2) имеет два отрицательных предельных цикла 
второго рода. 
   Доказательство. Рассмотрим функцию: 

   

 
   

 
   

























141
1

11

4322

321
1

22

2111

1

; при,

; при,
; при,

; при,










h

ba
h

ba

      (7)               

В силу условий теоремы и соотношения (7) 
функция  1  является непрерывной на сег-
менте  11;   , при этом    1111   . С 
помощью функции  1  определим периоди-
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ческую функцию  2  с периодом  ,   2  
  m1  при   mm 11 ,  , 

Zm . Пусть     1
1

331 , hyyV  ,  y  
    ,22 yV ,     ,0,:, 11   yVy  

  0,2 yV , тогда граница множества 1  имеет 
вид: 211 PP   ,     0,:, 11   yVyP ,    

    0,:, 22   yVyP . В силу соотношения 
(3),  условия теоремы   0,3    для любо-    
го   ; , получим, что производная 
функции  ,1 yV  в силу системы (2) на мно-
жестве 1P  удовлетворяет неравенству: 

  0,1 yV . Рассмотрим  границу m
m

LP



 2 , 

      112 ;,:,  myyLm

 m . Найдем производную функции  ,2 yV  
в силу системы (2) на множестве  

10 GL  432 GGG  , 
    ,:, 111 bayyG  21;  , 
       ,:, 1

1
222 hyyG  32 ;  ,   

    ,:, 223 bayyG  43 ;  , 
       ,:, 1

1
114 hyyG  14 ;  .                    

Если   2, Gy   или   4, Gy  , то в силу 
условий теоремы   0,2    при  32 ;  , 
  0,1    при   14 ;    и соотношения 

(3) получим, что производная функции  ,2 yV  
в силу системы (2) на множествах 2G , 4G  
удовлетворяет неравенству:   0,2 yV .  Если 
  1, Gy  , то    yyV ,2   11 ba   . 
Используя соотношение (5), усло-вие теоремы 

  0,, 11  baQ  при  21;    получим, что 
производная функции  ,2 yV  в силу системы 
(2) на множестве 1G  удовлетво-ряет неравенству 
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kba
baQyV .         (8)       

Если   3, Gy  , то    222 , bayyV   и 
производная функции  ,2 yV  в силу системы 
(2) на множестве 3G  удовлетворяет неравенству 
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kba
baQyV .       (9)             

В силу соотношений (8), (9), периодичности 
функции  2 , цилиндричности фазового про-
странства системы (2) получим, что производная 
функции  ,2 yV  в силу системы (2) на 

множестве 2P  удовлетворяет неравенству: 
  0,2 yV . Таким образом, множество 1  яв-

ляется отрицательно инвариантным и содержит 
отрицательный предельный цикл второго рода. 
     Пусть     1

1
553 , hyyV  ,  2  

      0,,0,:, 31   yVyVy , тогда в силу 
условий   0,3   ,   0,5    для любого 

  ; , соотношения (3), множество 2  
является положительно инвариантным и содер-
жит отрицательный предельный цикл второго 
рода. 
     Пример.  Рассмотрим систему (2) в случае 
    sin , 0002.0 , 0002.01   ,   

7 , 185.0s , 4.1k . В качестве функции 
 1h  возьмем    cos1 h . Функция   ,  

определяется соотношением:      sin,  
      cossincos 32 k

        cossin1 2222 k
       sincossin 4352 ksk

  . На  рисунке 1 изображена  линия 
  :,L      0,   . 

 
 

                                       
                                               Рисунок 1 
 
 
  При     332;181; 43    выполняется нера-
венство   0,    для любого   ; ,  
при     ;390; 65   выполняется нера-
венство   0,    для любого   ; . 
На   рисунке 2, рисунке 3   изображены   линии 

2,1L      0,:,   .  
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                              Рисунок 2 
 

 
                              Рисунок 3 
 
Пусть 51  , 72  , тогда 02.01  , 2  

14.0 , 11.33  ,  3.34  ,   0,7    при   
 11.3;14.0 ,   0,5    при  02.02;3.3   , 
    0cos25; 1

2
11   hf  для любого 

  ; , 2.51 y , 14.72 y , 86.63 y ,  
8.44 y ,  13.121 a ,  44.51 b ,  81.102 a ,  
49.402 b . На  рисунке 4, рисунке 5 

изображены линии      ,,:, 113 baQyyL  , 
   yyL :,4     ,, 22 baQ . 

 

          
                            
                              Рисунок 4    
 

         
 
                                Рисунок 5 
 
Используя рисунок 4, рисунок 5, определяем, 
что   0,, 11  baQ  при  14.0;02.0 , 

  0,, 22  baQ  при  3.3;11.3 , В силу 
теоремы 2 система (2) имеет два положительных 
предельных цикла второго рода       21 FF  
при этом   181max 1  


F ,   332min 2  


F . Для 

определения устойчивости предельных циклов 
 

1F ,  
2F  найдем выражение Бендиксона 

[8] 

                  







 1cos, 


 k
y
QPyB     

                      
     222

22

1

1




ky

kys



 . 

Для предельного цикла  
1F  характеристи-

ческий показатель    



dFBh  

2

0
11 2

1 , в силу 

неравенства   1811  F , удовлетворяет соотно-
шению  01 h , при этом         11 FFP    

    0sincos1
11    kk , следо-

вательно,  
1F  является неустойчивым пре-

дельным циклом второго рода. 
     Для предельного цикла  

2F  характеристи-

ческий показатель    



dFBh  

2

0
22 2

1  удов-

летворяет неравенству 02 h , при этом 
   02  FP ,    следовательно,  

2F  является 
устойчивым предельным циклом второго рода. 

    Аналогично линии L , показывается что для  
линии     0,:,  L , при   34 ;   
 6.187;326   выполняется неравенство 
  0,    для  любого   ; ,  при 
   386;; 56    выполняется неравенст-
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во   0,    для  любого    ; .  
Пусть 51  , 82  , тогда 13.01  , 

02.02  , 03.33  ,    15.34  ,     0,8      
при     03.3;02.0 ,      0,6      при   
 13.02;15.3   ,       cos; 1

2
11 hf  

025  для любого   ; , 17.61 y ,  
13.82 y , 88.73 y , 83.54 y , 06.131 a ,  

86.71 b ,  02.172 a . Если  02.0;13.0 , 
то выполняется неравенство:   0,, 11  baQ .  
Если  15.3;03.3 , то   0,, 22  baQ . В силу 
теоремы 3 система (2) имеет два отрицательных 
предельных цикла второго рода   2F  

  01   F  при этом   6.187max 1  


F , 386  

 


 2min F .Для предельного цикла  
1F  ха-

рактеристический показатель 
1h , удовлетворя-

ет неравенству    0
2
1 2

0
11   




dFBh , следо-

вательно,  
1F  является неустойчивым пре-

дельным циклом второго рода. Для предельного 
цикла  

2F  характеристический показатель 

2h , удовлетворяет неравенству 02 h , следо-

вательно,  
2F  является устойчивым предель-

ным циклом второго рода. Таким образом, 
рассматриваемая система (2) имеет четыре пре-
дельных цикла второго рода два из которых не-
устойчивые, а два устойчивые. На рисунке 6 
изобра-жены линии 1Q , 2Q , являющиеся 
графиками функций, определяемых 
соответственно соотно-шениями (4), (7). 
 

 
                              Рисунок 6 
 

 Линии 1Q , 2Q , ограничивают область при-
тяжения состояний равновесия системы (2). 
Таким образом, добавление частотного кольца в 
систему автоподстройки частоты приводит к 
уменьшению полосы захвата, но при этом появ-
ляется область притяжения состояний равно-
весия системы, определяющая начальные усло-
вия режимов синхронизации системы ЧФАПЧ. 
Из рассмотренного примера видно, что для при-
менения теорем 1, 2, 3 целесообразно использо-
вать стандартные  пакеты моделирования, кото-
рые упрощают проверку условий теорем.  
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