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2-5 курсы.

Задача 1.

Положительные числа 
[image: image1.wmf]a

, 
[image: image2.wmf]b

, 
[image: image3.wmf]c

 удовлетворяют соотношению 
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. Используя тождество 
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 и неравенство о средних для чисел 
[image: image6.wmf]a

 и 
[image: image7.wmf]bc
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, докажите, что: 
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Решение.

Из неравенства о средних получим: 
[image: image9.wmf]2
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Тогда получим: 
[image: image10.wmf](

)

2

1

2

abbcacbc

aaabcbcbcbc

aaa

++

+=+=+++³++=+

.

Отсюда: 
[image: image11.wmf]1
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. Аналогично доказывается, что 
[image: image12.wmf]1
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 и 
[image: image13.wmf]1
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. Складывая эти три неравенства, получим требуемый результат.

Задача 2.

Решите уравнение 
[image: image14.wmf]AXBC
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, где 

[image: image15.wmf]12

14

A

æö

=

ç÷

èø

,

[image: image16.wmf]121

010

022

B

æö

ç÷

=

ç÷

ç÷

èø

,

[image: image17.wmf]135

246

C

æö

=

ç÷

èø

.

Решение.
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Задача 3.

Предложить непрерывную функцию, график которой имеет асимптоты 
[image: image19.wmf]11
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.

Решение.

Будем искать функцию, график которой является гиперболой. В канонической системе координат уравнение гиперболы будет выглядеть как 
[image: image21.wmf](
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. В данной системе координат асимптоты гиперболы будут иметь вид 
[image: image22.wmf]''
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. Осуществим поворот системы координат на угол 
[image: image23.wmf]j

. Тогда координаты преобразуются следующим образом: 
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Одной из функций, имеющих данные асимптоты является функция вида 
[image: image25.wmf]2
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Задача 4.

Вычислите 
[image: image27.wmf](
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Решение.

Представим функцию в виде 
[image: image29.wmf](
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Тогда 
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Далее: 
[image: image32.wmf](
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По формуле Муавра
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Тогда
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При 
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Задача 5.

Докажите, что 
[image: image39.wmf]sin

xdx

ò

 не интегрируется в элементарных функциях.

Решение.

Заменой 
[image: image40.wmf]sin

tx

=

, приведём интеграл к виду 
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По теореме Чебышева интеграл вида 
[image: image42.wmf](
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 где 
[image: image43.wmf],
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 — действительные числа, а 
[image: image44.wmf],,
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 — рациональные, выражаются в элементарных функциях только в следующих случаях:

(а) когда 
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(в) когда 
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Очевидно, что интеграл «не берётся».

Задача 6.

Вычислить 
[image: image48.wmf]9
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, где 
[image: image49.wmf]()
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- функция, обратная функции 
[image: image50.wmf]3
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Решение

Первый способ решения
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где 
[image: image52.wmf]a

- решение уравнения 
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Второй способ решения

Так как 
[image: image54.wmf](
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. Тогда, из геометрического смысла графиков взаимно обратных функций и из геометрического смысла определенного интеграла, как площади криволинейной трапеции следует, что
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Здесь 
[image: image58.wmf]a

- решение уравнения 
[image: image59.wmf]3
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Задача 7.
Вычислить площадь области, ограниченной двумя параболами 
[image: image60.wmf]2
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 и 
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 и двумя гиперболами 
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Решение. 

Рассмотрим непрерывно дифференцируемое при 
[image: image64.wmf]0
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 отображение:
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[image: image67.emf]

 EMBED Photoshop.Image.12 \s [image: image68.emf]
Образом этого отображения  является квадрат
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Эти отображения взаимно однозначны:
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Якобиан отображения:
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Тогда площадь области равна
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Задача 8.
Вычислить суммы:  
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… (сколько сможете).

Решение.
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 - сумма арифметической прогрессии:  
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Пусть последовательность 
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 справедливо равенство 
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Полагая 
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 и складывая получаемые равенства, находим
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С учетом (4),
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Вычисление сумм можно последовательно продолжить. Так, из выражения 
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можно получить сумму
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Задача 9.

Ночная температура лунной поверхности изменяется согласно дифференциальному уравнению:
[image: image90.wmf]4
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. Сразу после захода Солнца температура была 
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, в полночь 
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. Какая температура будет перед восходом Солнца?

Решение

Решим дифференциальное уравнение разделением переменных: 
[image: image94.wmf]4
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Ответ: 
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Задача 10.

В урне находятся 10 белых и 3 черных шара. Трое игроков по очереди извлекают по одному шару, отмечают цвет и возвращают шар обратно. Выигрывает тот, кто первым извлечет черный шар. Найти вероятность выигрыша для каждого из игроков, если игра может продолжаться неограниченно.
Решение.

Вероятность вытащить черный шар равна 
[image: image105.wmf]3
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[image: image106.wmf]10
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Очевидно, что до победы одного из игроков будут извлекаться только белые шары, а последний шар будет черным.

Для первого круга:

1-й игрок:  
[image: image107.wmf]11
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2-й игрок:  
[image: image108.wmf]21
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3-й игрок:  
[image: image109.wmf]2
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Для второго круга: 
1-й игрок:  
[image: image110.wmf]3
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2-й игрок:  
[image: image111.wmf]4
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3-й игрок:  
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Для 
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2-й игрок:  
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3-й игрок:  
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Вероятность победы 1-го игрока: 
[image: image117.wmf](

)

3336

11

3

11

1...

1

n

n

nn

p

PPqppqq

q

¥¥

-

==

===+++=

-

åå

.

Вероятность победы 2-го игрока: 
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Вероятность победы 3-го игрока: 
[image: image119.wmf](
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Для 
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