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С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ОПОРНОЙ ЦИФРОВОЙ МОДЕЛИ РЕЛЬЕФА 
ПРИ ИНТЕРФЕРОМЕТРИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКЕ 

РАДИОЛОКАЦИОННОЙ ИНФОРМАЦИИ 

Рассматривается задача совмещения высокодетальных радиолокацион-
ных изображений для их последующей интерферометрической обработки. 
Для достижения высокой точности совмещения учитывается информация о 
рельефе местности из опорной цифровой модели рельефа низкого простран-
ственного разрешения. Представлен эффективный по быстродействию ал-
горитм учета влияния высоты на параметры совмещения, в котором зави-
симость поправки от высоты аппроксимируется полиномом малой степени. 
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Введение. Интерферометрическая обработ-
ка радиолокационной информации позволяет по 
нескольким комплексным радиолокационным 
изображениям построить  цифровую карту высот 
рельефа. Она основана на анализе разности фаз 
сигнала в одноименных пикселях исходных изо-
бражений. Неточное знание пар одноименных 
пикселей на паре изображений приводит к сни-
жению когерентности интерферограммы и 
уменьшению точности определения высот. Что-
бы когерентность значимо не снижалась, ошибка 
совмещения не должна превышать 0,1–0,2 пик-
селя [1]. 

Математическая модель геометрического 
совмещения пары радиолокационных изображе-
ний может быть записана следующим образом: 
           ),,( );,( 112112 aRfaaRfR aR                 (1) 

где ),( 11 aR  – координаты точки (дальность и 
азимут)  на первом изображении, ),( 22 aR  – ко-
ординаты одноименной точки на втором изо-
бражении, ),( aRf R  и ),( aRf a  – некоторые 
функции. 

При совмещении радиолокационных изо-
бражений среднего и низкого разрешения для 
описания их геометрического соответствия ши-

роко применяются двумерные полиномы малых 
степеней N  (как правило, первой или второй 
степени): 

;),(),(
,0,0




Nji
ji

ji
RijRNR aRkaRPaRf  

        .),(),(
,0,0




Nji
ji

ji
aijaNa aRkaRPaRf        (2) 

Это обусловлено тем, что геометрические 
расхождения радиолокационных изображений, 
полученных с близких, практически параллель-
ных орбит, с достаточно высокой точностью 
описываются небольшими сдвигом, масштаби-
рованием и поворотом [1]. 

Малая степень полиномов позволяет с дос-
таточно высокой точностью эффективно вычис-
лить их коэффициенты по небольшому количе-
ству M  опорных точек с помощью метода наи-
меньших квадратов (МНК) из условия: 
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Одноименные точки ),( 22 ii aR  для соответ-
ствующих опорных точек ),( 11 ii aR  определяют-
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ся с помощью корреляционного совмещения     
[2–7] фрагментов изображений в окрестностях 
этих точек. 

Характерной особенностью радиолокацион-
ных изображений является наличие спекл-шума, 
снижающего точность и надежность результатов 
корреляционного совмещения. В связи с этим, 
построение полинома по результатам корреля-
ционного совмещения ведется итерационно. На  
каждой итерации отбрасываются результаты 
корреляционного совмещения, наиболее сильно 
отклоняющиеся от построенного полинома. Та-
ким образом, применение полиномиальной мо-
дели позволяет не только эффективно совмес-
тить изображения, но и отбраковать ошибочные 
результаты корреляционного совмещения. 

Поскольку направление радиолокационной 
съемки существенно не перпендикулярно к по-
верхности земного эллипсоида, неровности рель-
ефа приводят к тому, что истинная функция гео-
метрического соответствия изображений отли-
чается от гладкого полинома. В случае высокого 
пространственного разрешения влияние рельефа 
возрастает, и при значительных перепадах высо-
ты снимаемой местности погрешность полино-
миальной модели может достигать нескольких 
пикселей, что приводит к значительному сниже-
нию когерентности [8]. 

Таким образом, возникает задача высоко-
точного совмещения радиолокационных изо-
бражений в реальных условиях высокодетальной 
съемки и влияния рельефа. 

В работах [9–11] предложены первые алго-
ритмы совмещения с учетом влияния рельефа. 
Они обеспечивают необходимую точность, но 
требуют большого количества вычислений для 
каждого пикселя изображения. 

Цель работы – разработка более эффектив-
ного по быстродействию алгоритма высокоточ-
ного совмещения высокодетальных изображений 
с учетом влияния рельефа. 

Геометрия радиолокационного обзора и 
учет рельефа. Попытки увеличения порядка по-
линомов или замена полиномов на более общие 
модели при совмещении высокодетальных изо-
бражений не приводит к успеху, поскольку од-
новременно резко возрастают погрешности оце-
нивания коэффициентов. Поэтому целесообраз-
но использовать модели ),(),,( aRfaRf aR , учи-
тывающие геометрию радиолокационной съемки 
и реальный рельеф поверхности Земли. 

Пусть вектор S  описывает динамику линей-
ных элементов внешнего ориентирования (ЛЭ-
ВО) радиолокатора, а функция h  описывает кар-
ту высот земной поверхности, тогда на множест-

ве точек земной поверхности  , , видимых 
радиолокатором в течение сеанса съемки, можно 
определить однозначную функцию, ставящую в 
соответствие геодезическим координатам точки 
дальность и азимут: 

                    ).,,,(, hGaR S                     (4) 

Фактически функция ),,,( hG S  определя-
ет момент азимутального времени, в который 
направление на точку с заданными геодезиче-
скими координатами перпендикулярно к скоро-
сти радиолокатора, и соответствующее этому 
моменту расстояние от радиолокатора до точки. 

Преобразование дальности и азимута в гео-
дезические координаты можно записать в виде: 

                  ).,,,(, 1 haRG S                    (5) 

В общем случае функция ),,,(1 haRG S  яв-
ляется многозначной. Фактически она определя-
ет геодезические координаты всех точек пересе-
чения  земной поверхности полуокружностью 
радиуса R  в плоскости визирования радиолока-
тора, перпендикулярной к его скорости в момент 
азимутального времени a . 

В случае плоского рельефа функция 
),,,(1 haRG S  однозначна. При этом функции 

),( aRf R  и ),( aRf a  соответствия коорди-
нат одноименных точек на изображениях одно-
значны, следовательно, соответствие координат 
можно записать в следующем виде: 

  ),,,,(, 111
1 haRG S  

                      ),,,,(, 222 hGaR S                 (6) 

где векторы 1S  и 2S  описывают динамику     
ЛЭВО соответствующих радиолокаторов. 

В общем же случае данное соответствие не-
однозначно. Однако, поскольку съемка ведется с 
близких орбит, возникающие из-за неоднознач-
ности возможные значения  22 ,aR  близки на-
столько, что их различиями можно пренебречь в 
абсолютном большинстве случаев. Поэтому в 
случае многозначности функции ),,,(1 haRG S  в 
выражении (6) можно использовать любое из ее 
значений, выбранное главным. 

Пусть главное значение многозначной функ-
ции ),,,(1 haRG S  определяется однозначной 
функцией ),,,( haRE S , тогда многозначное со-
ответствие можно свести к однозначному сле-
дующим образом: 

  ),,,,(, 111 haRE S  

                       ).,,,(, 222 hGaR S                (7) 
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На практике ЛЭВО радиолокаторов опреде-
ляются на основе показаний навигационных дат-
чиков, имеющих некоторую погрешность. Таким 
образом, вместо точных векторов 1S  и 2S  из-
вестны лишь их приближения: 

                ,  ,
21 2

*
21

*
1 ss εSSεSS                  (8) 

где 
1sε  и 

2sε  – погрешности ЛЭВО радиолока-
торов. 

Карта высот земной поверхности может 
быть приближенно определена путем интерпо-
ляции глобальных цифровых моделей рельефа 
(ЦМР) низкого разрешения, имеющихся на сего-
дняшний день. Примерами таких ЦМР являются 
SRTM, ASTER GDEM, GTOPO, GMTED2010. 
Их пространственное разрешение варьируется от 
1 до 30 угловых секунд, что составляет на эква-
торе от 30 до 900 м. Таким образом, вместо точ-
ной функции высот h  известна ее аппроксима-
ция по данным глобальной ЦМР: 

                                ,*
hhh                             (9) 

где h  – погрешность интерполированной гло-
бальной ЦМР. 

Поскольку вместо точных ЛЭВО и рельефа 
известны лишь их приближенные значения, мо-
жет быть получен только приближенный закон 
соответствия координат одноименных точек 
изображений: 

  ),,,,(, **
111

** haRE S  

                    ).,,,(, **
2

***
2

*
2 hGaR S             (10) 

Полученная оценка  *
2

*
2 ,aR  имеет погреш-

ность, превышающую предельно допустимую 
при высокодетальной съемке, поэтому требуется 
дополнительное уточнение координат одно-
именной точки. Его можно выполнить путем 
корреляционного совмещения фрагмента перво-
го изображения в окрестности точки  11 , aR  и 
фрагмента второго изображения в окрестности 
точки  *

2
*
2 ,aR . 

Поскольку наличие спекл-шума на изобра-
жениях снижает надежность результатов корре-
ляционного совмещения, требуется отбраковка 
ошибочных результатов. Для этого проанализи-
руем влияние погрешностей ЛЭВО и высоты на 
точность оценки координат одноименной точки. 

Погрешности ЛЭВО включают три основ-
ные составляющие: погрешность начального по-
ложения радиолокатора на орбите, погрешность 
направления скорости радиолокатора в началь-
ном положении и погрешность модуля скорости 
в начальном положении. Первая составляющая 
приводит, главным образом, к сдвигу изображе-

ния относительно истинного положения, вторая 
составляющая – к повороту, а третья – к мас-
штабированию. Таким образом, зависимость по-
грешности оценки координат одноименной точ-
ки, вызванной погрешностями ЛЭВО, от дально-
сти и азимута можно аппроксимировать гладким 
двумерным полиномом малой степени. 

Погрешность высоты включает две состав-
ляющих: постоянную и зависящую от дальности 
и азимута. Постоянная составляющая приводит, 
главным образом, к сдвигу изображения. Пере-
менная составляющая вызвана низким разреше-
нием глобальных ЦМР, из-за чего не учитыва-
ются высокочастотные изменения высоты, а 
также ошибками в отдельных пикселях ЦМР. 
Зависимость переменной составляющей по-
грешности высоты от дальности и азимута носит 
случайный характер и не аппроксимируется 
гладким полиномом. Величина переменной по-
грешности высоты не превышает в большинстве 
случаев единицы метров и приводит к пренеб-
режимо малой погрешности оценки  *

2
*
2 ,aR . 

Значительная ошибка возможна только в ло-
кальных участках с очень крутым наклоном 
рельефа. При этом в таких участках фаза на ин-
терферограмме изменяется за один пиксель бо-
лее чем на π радиан и не подвергается развертке, 
поэтому нет необходимости добиваться точного 
совмещения изображений в этих участках. 

Таким образом, зависимость погрешности 
оценки координат одноименной точки от даль-
ности и азимута можно аппроксимировать дву-
мерным полиномом малой степени N . Ошибка 
аппроксимации в большинстве случаев будет 
пренебрежимо мала. Исключение составляют 
локальные участки с очень крутым наклоном 
рельефа, в которых высокая точность совмеще-
ния не требуется. 

Модель совмещения при такой аппроксима-
ции примет вид: 

);,(),(),( 1111
*
2 aRPaRRaRf RNR   

           ).,(),(),( 1111
*
2 aRPaRaaRf aNa            (11) 

Коэффициенты полиномов ),( aRPRN  и  
),( aRPaN  определяются по небольшому количе-

ству M  результатов корреляционного совмеще-
ния с помощью МНК. Для большей надежности 
построение полиномов можно производить ите-
рационно с отбраковкой наиболее отклоняю-
щихся результатов корреляционного совмеще-
ния на каждой итерации. ),( 11

*
2 aRR  и ),( 11

*
2 aRa  

вычисляются на основе выражения (10). 
Конкретные алгоритмы совмещения изо-

бражений с использованием модели (11) были 
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предложены в работах [9,10]. В работе [9] в ка-
честве ),( aRPRN  и ),( aRPaN  используются по-
линомы нулевой степени, а в работе [10] – поли-
номы первой степени. 

Модель (11) обеспечивает высокую точность 
совмещения изображений в случае высокоточ-
ной реализации функций ),,,( hG S  и 

),,,( haRE S , но требует большого объема вы-
числений. Это связано с тем, что для каждого 
пикселя ),( 11 aR   требуется определение значе-
ний функций ),,,( **

111 haRE S  и ),,,( **
2

** hG S  
для вычисления по формуле (10). Значения ука-
занных функций на практике получают итераци-
онно с использованием численных методов. При 
этом необходимость производить сложные вы-
числения для каждого пикселя выглядит излиш-
ней, поскольку опорная ЦМР имеет низкое раз-
решение и не содержит информации о резких 
изменениях высоты.  

Упрощенная геометрия обзора. Для со-
кращения объема вычислений в работе [11] было 
предложено использовать упрощенную геомет-
рическую модель интерферометрического ра-
диолокационного обзора. В ней предполагается, 
что орбиты радиолокаторов идеально парал-
лельны, а векторы скоростей радиолокаторов 
перпендикулярны к нормали к поверхности зем-
ного эллипсоида. В этом случае интерферомет-
рический радиолокационный обзор описывается 
геометрией на плоскости (рисунок 1).  

 
Рисунок 1 – Упрощенная геометрия 

радиолокационного 
интерферометрического обзора 

Форма Земли аппроксимируется сферой ра-
диуса ЗR . Орбита первого радиолокатора имеет 
в момент съемки высоту 1h , а орбита второго 

радиолокатора – высоту 2h . Цель на поверхно-
сти Земли, удаленная от первого радиолокатора 
на расстояние 1R , из-за неровностей рельефа 
имеет высоту h . Расстояние от цели до второго 
радиолокатора )(2 hR , а также центральные углы 

)(1 h  и )(2 h  зависят от высоты цели. При 
этом разность углов )(1 h  и )(2 h  не зависит от 
высоты цели и определяется только положением 
радиолокаторов в точках A и B относительно 
друг друга и центра Земли:  
                   .)()( 12 consthh               (12) 

Применив теорему косинусов к треугольни-
кам AOC и BOC и учтя выражение (12), можно 
получить следующую зависимость: 
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Азимут одноименной точки на втором изо-
бражении в приведенной упрощенной геометри-
ческой модели не зависит от высоты. При этом 
также не наблюдается поворота между изобра-
жениями. Поэтому один раз для всей строки 
первого изображения определяются соответст-
вующая ей строка второго изображения, а также 
значения 1h , 2h  и  . Для каждого пикселя 
производится только совмещение по дальности с 
учетом изменяющихся с каждым пикселем вели-
чин 1R  и h . 

Приведенный подход позволяет сократить 
объем вычислений, поскольку для каждого пик-
селя изображения выполняется лишь совмеще-
ние по дальности на основе геометрии на плос-
кости, а не сложные итерационные вычисления 
значений функций ),,,( **

111 haRE S  и 
),,,( **

2
** hG S . Тем не менее, несмотря на уп-

рощение, вычисления в каждом пикселе остают-
ся достаточно громоздкими, а главным недос-
татком подхода является его применимость 
только в тех случаях, когда реальная геометрия 
интерферометрической съемки близка к упро-
щенной. 

Зависимости дальности и азимута от вы-
соты. Рассмотрим, как зависят дальность и ази-
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мут одноименной точки на втором изображении 
 22 ,aR  от высоты рельефа h . 

Положение точки по азимуту зависит от ее 
высоты, когда вектор высоты поверхности Земли 
образует некоторый угол с плоскостью визиро-
вания. Изменение высоты приводит к смещению 
плоскости визирования на величину, пропор-
циональную этому изменению. Поскольку дви-
жение радиолокатора на коротком отрезке орби-
ты близко к прямолинейному равномерному, 
сдвиг плоскости визирования практически не 
сопровождается ее поворотом и смещение поло-
жения точки по азимуту пропорционально изме-
нению высоты. Таким образом, зависимость 
азимута одноименной точки на втором изобра-
жении от высоты практически линейная. 

Зависимость дальности одноименной точки 
на втором изображении от высоты также прак-
тически линейная. Для простоты покажем это 
для случая упрощенной геометрии обзора, одна-
ко квазилинейный характер зависимости )(2 hR  
сохраняется и в более общем случае неупрощен-
ной геометрии обзора. 

Вычислим производную зависимости )(2 hR , 
взятой из (13): 
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Относительные изменения величины )('
2 hR  

с изменением h  малы, поскольку в выражениях 
(13) и (14) высота h , значения которой могут 
изменяться в диапазоне от 0 до 9 км, суммирует-
ся с радиусом Земли (около 6371 км) или высо-
той орбиты радиолокатора (порядка 500 км). Так 
как производная )('

2 hR  слабо зависит от высоты, 
зависимость )(2 hR  практически линейная. 

Поскольку координаты одноименной точки 
практически линейно зависят от высоты, причем 
параметры линейного закона в окрестности этой 
точки практически не изменяются, можно в мо-
дели (11) заменить интерполяцию опорной ЦМР 

*h  интерполяцией зависимостей ),( 11
*
2 aRR  и 

),( 11
*
2 aRa . Таким образом, вычисления по выра-

жению (10) можно производить не для каждого 
пикселя, а на прямоугольной сетке, шаг которой 
соответствует пространственному разрешению 
ЦМР, а затем провести интерполяцию для полу-
чения непрерывной модели совмещения при 
массовых пиксельных преобразованиях [12,13]. 
Поскольку разрешение ЦМР намного ниже, чем 
разрешение высокодетальных изображений, 
объем вычислений значительно сокращается. 

Полиномиальная аппроксимация зави-
симостей дальности и азимута от высоты. По-
скольку зависимости дальности и азимута одно-
именной точки от высоты практически линей-
ные, их с высокой точностью можно аппрокси-
мировать одномерными полиномами малой сте-
пени L . За счет этого можно отказаться от 
сложных вычислений ),( 11

*
2 aRR  и ),( 11

*
2 aRa  в 

узлах сетки на основе формулы (10) и дополни-
тельно сократить объем вычислений при совме-
щении. 

Разобьем диапазон высот рельефа снимае-
мого фрагмента земной поверхности на L  рав-
ных отрезков и получим )1( L  значений высо-

ты Llhl ,0,   на границах этих отрезков. По-
строим )1( L  полиномиальных моделей со-
вмещения (2): 

;),(
,0,0




Nji
ji

ji
RlijRNl aRkaRP  

.),(
,0,0




Nji
ji

ji
alijaNl aRkaRP  (15) 

Опорные точки для полиномов (15) будем 
вычислять на основе геометрической модели 
совмещения (10). При этом при формировании 
M  опорных точек для каждого полинома (15) 
будем считать, что высота рельефа постоянна и 
равна lh . Для формирования опорных точек для 
всех полиномов (15) потребуется ML )1(   вы-
числений по формуле (10). Поскольку степени 
полиномов L  и N  малы, величина ML )1(   
намного меньше количества пикселей опорной 
ЦМР. Следовательно, объем сложных вычисле-
ний сокращается. 

Одну из построенных полиномиальных мо-
делей (15) выберем в качестве базовой и обозна-
чим ),( aRPRNб  и ),( aRPaNб . 

В каждом узле прямоугольной сетки с коор-
динатами  11 , aR  и высотой *h  координаты од-
ноименной точки будем определять как: 

);(),(),( *
1111

*
2 hPaRPaRR RLRNб   

),(),(),( *
1111

*
2 hPaRPaRa aLaNб   (16) 
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где )( *hPRL  и )( *hPaL  – полиномы степени L , 
формируемые соответственно по опорным точкам 
 ),(),(, 11 aRPaRPh RNбRNll  , 
  LlaRPaRPh aNбaNll ,0,),(),(, 11  . 

Алгоритм совмещения. Алгоритм совме-
щения на основе предложенной модели полино-
миальной аппроксимации зависимостей от высо-
ты (16) включает следующие основные шаги. 

1. Трансформация опорной ЦМР в коорди-
наты (дальность и азимут) первого радиолокаци-
онного изображения. 

2. Определение диапазона высот рельефа на 
основе опорной ЦМР и разделение его на L  рав-
ных отрезков. 

3. Построение )1( L  полиномиальных мо-
делей совмещения (15). 

4. Вычисление координат соответствующих 
точек на втором изображении по формуле (16) 
для всех узлов прямоугольной сетки, шаг кото-
рой соответствует разрешению опорной ЦМР. 

5. Уточнение коэффициентов базовых поли-
номов ),( aRPRNб  и ),( aRPaNб  на основе корре-
ляционного совмещения фрагментов изображе-
ний. 

Экспериментальные исследования. В ходе 
экспериментальных исследований было получе-
но, что для высокоточного совмещения высоко-
детальных изображений от современных радио-
локаторов достаточно использования полиномов 

)( *hPRL  и )( *hPaL  степени 2L . 
Для сравнения результатов совмещения в 

соответствии с полиномиальной моделью (2), 
геометрической моделью (11), упрощенной гео-
метрической моделью (13) и предложенной мо-
делью полиномиальной аппроксимации зависи-
мостей от высоты (16) была выбрана интерфе-
рометрическая пара радиолокационных изобра-
жений, представленная на рисунке 2. Изображе-
ния получены в прожекторном режиме космиче-
ским радиолокатором TerraSAR-X 12 и 23 фев-
раля 2009 г. и отображают заповедник Улуру, 
Австралия. Пространственное разрешение изо-
бражений 1 м. В качестве опорной ЦМР исполь-
зовалась глобальная ЦМР SRTM3 с разрешени-
ем 3 угловых секунды (около 90 м на экваторе). 

Изображения совмещались на основе пере-
численных выше моделей, и по результатам со-
вмещения строились карты когерентности. 

Все модели совмещения с учетом рельефа 
дали практически одинаковые по точности ре-
зультаты. Поскольку плоскости визирования для 
двух изображений с высокой точностью совпа-
дали, а нормаль к поверхности земного эллип-
соида лежала в них, поправки по азимуту были 
пренебрежимо малы. Максимальная поправка по 
дальности составила около 0,5 пикселя. Улуч-
шение когерентности за счет учета рельефа при 
совмещении представлено на рисунке 3. Макси-
мальное улучшение когерентности наблюдается 
в районе возвышающейся скалы и составляет в 
среднем около 0,04. Временные затраты на со-
вмещение представлены в таблице. 

 
Временные затраты на совмещение 

Модель совмещения Время работы 
Полиномиальная 2 мин 45 с 

Геометрическая с учетом рельефа 34 мин 25 с 
Упрощенная геометрическая с уче-

том рельефа 
5 мин 53 с 

С полиномиальной аппроксимаци-
ей зависимостей от высоты 

2 мин 57 с 

 
Из таблицы видно, что предложенная мо-

дель полиномиальной аппроксимации зависимо-
стей от высоты позволила сократить временные 
затраты на учет влияния рельефа в 160 раз по 
сравнению с геометрической моделью радиоло-
кационного обзора. При этом точность моделей 
сопоставима. Временные затраты на учет влия-
ния рельефа также в 16 раз меньше по сравне-
нию с упрощенной геометрической моделью, 
имеющей ограниченную область применения. В 
то же время область применения предложенной 
модели шире, поскольку опорные точки для по-
строения полиномиальных зависимостей от вы-
соты вычисляются на основе неупрощенной 
геометрии обзора (10). 

Таким образом, предложенный алгоритм со-
вмещения высокодетальных радиолокационных 
изображений с учетом информации о рельефе из 
опорной ЦМР обладает высокой эффективно-
стью по быстродействию, сохраняя высокую 
точность. Алгоритм может применяться при ин-
терферометрической обработке высокодеталь-
ной радиолокационной информации в условиях 
жестких ограничений на время обработки. 

 
Работа проводилась в рамках НИР 

№ 115011560084 по заказу Министерства обра-
зования и науки Российской Федерации. 
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Рисунок 2 – Интерферометрическая пара изображений заповедника Улуру, Австралия 

 
Рисунок 3 – Карта улучшения когерентности за счет учета рельефа 
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УДК 004.032.2 

А.В. Товпеко 
АРХИТЕКТУРА И ПРИНЦИП ДЕЙСТВИЯ СИСТЕМЫ 
УПРАВЛЕНИЯ ИЗМЕРИТЕЛЬНЫМИ СРЕДСТВАМИ  

ПРИ ОБЕСПЕЧЕНИИ РАКЕТНЫХ ПУСКОВ 

Рассматривается математическая основа, структура, ограничения и 
условия информационного обмена в распределённых системах управления по-
лигонным измерительным комплексом. Даётся представление об оператив-
ном управлении измерительными средствами при обеспечении пусковых ис-
пытательных работ, об основных подходах к организации вычислительного 
процесса. 

Ключевые слова: информационно-измерительное обеспечение пусков, 
полигонный измерительный комплекс, дистанционное управление. 

Введение. Задача информационно-
измерительного обеспечения ракетных пусков 
должна решаться с учётом возможности управ-
ления измерительными средствами для сбора 
радиотелеметрической и траекторной информа-
ции. Современные системы сбора и анализа из-
мерений должны предусматривать оперативную 
корректировку целеуказаний в процессе сеанса, 
должны предоставлять достаточный уровень 

сервиса по оценке готовности и проверке рабо-
тоспособности системы, по мониторингу теку-
щего технического состояния периферийных 
измерительных систем и по текущему качеству 
(достоверности приёма) информации от них. 
Проектирование систем сбора, обработки и ана-
лиза измерений должно идти одновременно с 
принятием решений по управлению измеритель-
ным комплексом. Следует учитывать, что созда-
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ние распределённых автоматизированных сис-
тем сбора усложняется необходимостью под-
держивать множество различных типов аппара-
туры – телеметрических систем и приёмно-
регистрирующих станций, оптико-электронных 
систем, радаров и др.  

Цель работы – поиск решений задачи по 
выбору состава и способов взаимодействия со-
ставных частей системы, оптимальных с не-
скольких точек зрения. Поиск способов органи-
зации вычислительного процесса для обеспече-
ния автоматизированного и автоматического 
управления измерительным комплексом при 
проведении пусковых опытно-испытательных 
работ.  

Описание архитектуры системы 
Критерии, по которым должна разрабаты-

ваться система управления измерительным ком-
плексом, следующие. 

1. Возможность функционального наращи-
вания для поддержки новых форматов перифе-
рийной техники [1] – как измерительных, так и 
управляющих. Данный критерий предполагает, 
что поддержка очередного нового типа измери-
тельного средства не должна приводить к дора-
ботке всей системы. Должно быть достаточно 
ввода новых модулей, в которых сосредоточена 
зависимость от нового формата или принципа 
действия, с дальнейшей выдачей информации на 
верхнеуровневую, более универсальную подсис-
тему обработки и анализа. Это значит, что долж-
ны быть подобраны унифицированные, функ-
ционально расширяемые способы организации 
вычислительного процесса и способы информа-
ционного обмена между составными частями. 

2. Эффективность, достаточное быстродей-
ствие. Так как реализуемость автоматизации 
управления во многом определяется временем 
реакции системы, то для задач обработки в ре-
альном масштабе времени должны использо-
ваться специализированные алгоритмы, предос-
тавляющие малое время вычислений. Для обра-
ботки во время и после сеанса придерживаются 
различных приоритетов – если для полного от-
ложенного анализа наиболее важна полнота и 
достоверность результата, то для обработки в 
темпе приёма предпочтение отдаётся своевре-
менности результата при большем допустимом 
уровне потерь информации. Данный критерий 
накладывает ограничения на протоколы инфор-
мационного взаимодействия, на организацию 
вычислений в центрах сбора и анализа, в отдель-
ных случаях – на выбор каналов дальней связи. 

3. Полнота информационной поддержки 
пользователя. Практика эксплуатации измери-
тельных систем с поддержкой дистанционного 

управления показывает, что многократно возни-
кают ситуации, требующие ручного вмешатель-
ства пользователя. Далеко не всегда это обу-
словлено недочётами подготовки исходных дан-
ных на автоматическое (или «программное») 
управление. Сам характер работ измерителей в 
условиях вероятных отклонений от расчётной 
траектории, изменения времени старта, измене-
ния помеховой обстановки и т.п. может потребо-
вать ручного (или «директивного») управления. 
Чтобы обеспечить полноценный контроль пери-
ферийных средств со стороны вычислительных 
центров, прежде всего, должна быть обеспечена 
достаточность и удобство представления ин-
формации о состоянии. Для разработчика это 
означает реализацию графических мнемосхем, 
трёхмерных моделей полёта и измерительных 
средств, модели и диаграммы областей видимо-
сти и т.д. Пользователь системы должен полу-
чить объективные отчёты о развитии нештатной 
ситуации, её точных причинах (бортовая аппара-
тура, наземный измерительный комплекс, поль-
зовательские ошибки, на каком объекте, на ка-
ком технологическом участке), а также предла-
гаемых вариантах её парирования.  

В существующей практике автоматизация 
диагностирования достигается жёстко формали-
зованной программой, оценивающей квитанции 
о состоянии подконтрольных измерительных 
систем. При дальнейшем экстенсивном развитии 
полигонного измерительного комплекса ожида-
ется переход к экспертным системам, которые 
дают вероятностные оценки по аварийным и 
нештатным ситуациям. 

Задачи автоматического и автоматизирован-
ного управления измерительным комплексом 
можно условно классифицировать на следующие 
категории [2]: 

1) централизованное управление: 
 – «программное» – заключается в предвари-

тельной рассылке программ (циклограммы) опе-
раций на периферийный объект контроля. Изме-
рительное средство, объект контроля, самостоя-
тельно отрабатывает циклограмму по собствен-
ным часам. Время – в относительной временной 
шкале, при этом началом отсчёта может являться 
автоматически фиксируемое время старта. Та-
ким образом, перенос сеанса измерений означает 
команду на ввод нового начала отсчёта, а не пе-
реписывание всего списка циклограммы. Роль 
пользователя Центра в программном управлении 
может заключаться лишь в выборе различных 
предустановленных на объекте сценариев; 

– «директивное» управление – по действиям 
оператора или по результатам автоматического 
вычисления целеуказаний по текущим навига-
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ционным параметрам. К данной группе «дирек-
тивного» контроля относятся ручное телеуправ-
ление (фактически – вынос пульта с периферий-
ного объекта в Центр), и автоматическая опера-
тивная рассылка команд в темпе обработки па-
раметров от нескольких пунктов; 

2) автономное управление. В основе – об-
ратные связи внутри самого измерительного 
средства. В простейшем случае – это автомати-
ческое отключение при аварийной ситуации с 
электропитанием. Применительно к измерениям 
– автономное управление заключается в автома-
тическом ведении антенны по радиосигналу (от 
тривиального автосопровождения по мощности 
до анализа контрольных характеристик телемет-
рии), наведение на объект по обработке видео-
информации смежного теодолита и т.п. Принци-
пиальный недостаток автономного управления 
заключается в неполноте обрабатываемой ин-
формации – тот факт, что средство опирается на 
те сигналы, которые само и собирает. Иными 
словами, возобновление автосопровождения по-
сле потери сигнала проблематично, если дирек-
тивно не обновить целеуказания, рассчитанные 
по качественным данным от других постов. 
Только наличие всей полноты данных, концен-
трируемых в Центре, позволяет достоверно и 
оперативно перенаправить измерительное сред-
ство в условиях сбоев приёма.  

Преимущество «программного» подхода за-
ключается в надёжной, проверенной и подтвер-
ждённой установке исходных данных, роль 
пользователя ограничивается мониторингом со-
стояния. Преимущество «директивного» – в воз-
можности своевременно эффективно устранить 
нештатную ситуацию. Преимущество «автоном-
ного» – это независимость, возможность отра-
ботки при потерях связи с Центром. На практике 
востребованы все способы – выбор между ними 
не делают и реализуют все одновременно (в объ-
ёме, достаточном для заданного уровня надёж-
ности). В соответствии с заданиями на измере-
ния, с развивающейся ситуацией будет востре-
бован тот или иной подход. Чтобы сделать ус-
тойчивую систему управления, адаптирующую-
ся к возможным траекторным отклонениям, не-
штатному времени старта, сбоям бортовой ра-
диоаппаратуры, ошибкам конфигурирования, 
помимо «обычных» ввода и запроса конфигура-
ции по сети необходимо предусматривать вы-
полнение следующих функций [2]:  

– возможность пользователя вмешиваться в 
управление, выдавая безусловные команды и 
запросы непосредственно в процессе сеанса из-
мерений – вплоть до ручного ведения средства 
манипулятором; 

– возможность оперативного расчёта целе-
указаний в темпе приёма и обработки траектор-
ных параметров («азимут – угол места» для ан-
тенн телеметрического комплекса, сектор обзора 
для оптических средств, «азимут – возвышение – 
дальность» для квантово-оптических систем и 
радаров).  

Полигонный измерительный комплекс мож-
но рассматривать как агрегативную систему [4]. 
Три уровня архитектуры подсистемы управле-
ния следующие:  

1) первичное измерительное средство (пе-
риферийный объект контроля). Имеет свой уни-
кальный состав командных примитивов, кото-
рый определяется принципом действия. Различ-
ные квантово-оптические системы, приёмно-
регистрирующие телеметрические станции, ан-
тенны, радары имеют свои специализированные 
протоколы и интерфейсы, которые в общем слу-
чае несовместимы с аналогами и свойственны 
только определённому классу устройств; 

2) управляющий элемент, комплекс средств 
автоматизации измерительного средства. Его 
ключевая задача – это «перевод» унифицирован-
ных протоколов от Центра управления на спе-
циализированный язык команд, доступный из-
мерительному средству. Подключение со сторо-
ны Центра – только по сетевому интерфейсу, 
интерфейсы со стороны объекта контроля могут 
быть специализированными. Заметим, одна ко-
манда Центра по унифицированному протоколу 
может раскладываться на множество команд, 
итераций, запросов при обмене между управ-
ляющим элементом и объектом (например, оп-
рос текущего состояния приводит к серии кон-
трольных записей для отработки трактов приёма 
телеметрии, а по результатам проверочной реги-
страции в центр возвращается простой ответ с 
номером некорректно отработавшего тракта и 
сообщением о необходимости смены блока); 

3) программы (информационно-программные 
комплексы) дистанционного управления для 
Центра – реализуют универсальные протоколы 
для видов измерительных средств, выполняют 
сценарии управления и диагностирования, обес-
печивают визуализацию результатов на графи-
ках, моделях и мнемосхемах. Это пользователь-
ский уровень, уровень поддержки принятия ре-
шений, для которого свойственны графические 
программы для визуализации результатов, мно-
жество инструментов для документирования.  

Задача управления полигонным измеритель-
ным комплексом близка к задачам оценки облас-
тей радиовидимости, анализа траекторной ин-
формации, поэтому функциональное программ-
ное обеспечение управления может являться 
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продолжением системы баллистическо-
навигационного обеспечения, априорные целе-
указания могут быть продуктом подготовки ис-
ходных данных на анализ траекторных отклоне-
ний, а оперативные целеуказания – результатом 
обработки траекторных параметров в реальном 
масштабе времени. 

Классифицируем  режимы работы по време-
ни относительно сеанса: 

– подготовительный режим – это оценка 
расчётной траектории, расчёт целеуказаний, 
оценка достаточности или прогноз качества из-
мерительных средств, оценка областей видимо-
сти и временных интервалов уверенного приёма 
измерений. Результатом подготовительного ре-
жима являются таблицы целеуказаний в относи-
тельном времени, циклограммы управления из-
мерительными средствами, сценарии по вводу 
конфигураций на периферийные объекты;   

– сеанс измерений – целевая задача; 
– завершение измерений, приведение в ис-

ходную позицию. Сопровождается запросом 
журналов команд и состояний, при необходимо-
сти – дополнительным диагностированием рабо-
тоспособности. 

По функциональному назначению можно 
выделить шесть ключевых групп программных 
компонентов в составе комплекса управления 
измерительными средствами – последующие 
группы используют (вызывают) все предшест-
вующие. Рассмотрим их назначение и вычисли-
тельную математическую основу. 

1. Модули обработки пространственной 
информации – обеспечивают ввод расчётной 
(априорной) и опытной траектории от внешних 
систем анализа, выполняют преобразования ко-
ординат в различных системах (например, пере-
ход между стартовой, связанной, геоцентриче-
ской и топоцентрической измерительной систе-
мами), расчёт геодезических широты, долготы и 
высоты по геоцентрическим координатам, рас-
чёт углов целеуказаний измерительным постам. 
В режиме подготовки они выполняют формиро-
вание таблиц углов ЦУ, участвуют в определе-
нии областей приёма по оценке угла места и 
дальности измерительных средств. В режиме 
реального времени – используются для перевода 
текущих измерений траектории в углы опера-
тивных целеуказаний по конкретным измери-
тельным постам. Математической базой данной 
группы компонентов являются матричные аф-
финные преобразования координат вида  
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На практике, помимо указанной примерной 
формулы с углами поворота по осям, могут при-
меняться точная матрица направляющих коси-
нусов, поправки углов отвеса от нормали к зем-
ному эллипсоиду и др.  

Помимо преобразования прямоугольных ко-
ординат, на данном уровне выполняются прямые 
и обратные преобразования геодезических коор-
динат в общепринятых прямоугольных системах 
(WGS-84, ПЗ–90 и др.), например  

AAAAГСКA LBHNX coscos)(    

AAAAГСКA LBHNY sincos)(   

AAAГСКA BHeNZ sin))1(( 2   – вывод 
геоцентрических координат [3] для позициони-
рования результатов на средства ГИС и проекции 
следа трассы; 
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широта (приблизительная формула, на практике 
могут применяться специальные итеративные 
методы [3]);  
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Здесь 22  e – эксцентриситет земно-

го эллипсоида, где  
a

ba 
  – полярное сжа-

тие, вычисляемое по известным полуосям а и b,  

Be
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22A
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N


  –радиус кривизны первого 

вертикала эллипсоида.  
Если помимо географических карт пользо-

вателю требуется такой вид представления, как 
след траектории в осях «дальность – высота», в 
расчётах применяется итеративный метод Вин-
центи или – для отображения в реальном време-
ни – более быстродействующая приблизительная 
формула сферической дальности по радиусу 
Земли ЗRs  ,  

где )arccos(
222222
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ZYXZYX
ZZYYXX
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
  – 

угол между радиус-вектором до «подспутнико-
вой точки» и вектором к стартовой позиции. 

2. Компоненты расчёта энергии радиоли-
ний. Применяются для вывода интервалов уве-
ренного приёма радиотелеметрических средств 
на стадии подготовки. Знание интервалов радио-



ISSN 1995-4565. Вестник РГРТУ. № 1 (выпуск 51). Рязань, 2015 83 

видимости позволяет более детально спланиро-
вать эстафету спутниковых каналов дальней свя-
зи между измерительными пунктами и вычисли-
тельным центром. Также на основе интервалов 
видимости формируются циклограммы управле-
ния для ведения антенн телеметрического ком-
плекса – либо переброс в заданное время в опре-
делённый сектор для последующего автосопро-
вождения по мощности, либо ведение по табли-
це априорных целеуказаний по относительному 
времени от зафиксированного времени старта. 
Математической базой для оценки областей ра-
диовидимости является формула предельной 
дальности радиоприёма  
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Дальность зависит от свойств бортовой ап-
паратуры (мощности передатчика Рпрд, коэффи-
циента направленного действия КНД, который, в 
свою очередь, определяется двумя углами изме-
рений, коэффициента усиления передатчика 
Gaпрд), от свойств приёмно-регистрирующего 
комплекса (эффективной площади приёмной ан-
тенны Sэф, минимальной принимаемой мощно-
сти Pпрmin), от свойств среды распространения 
радиосигнала (коэффициент затухания Kзат и ко-
эффициент поляризационных потерь n). Ряд зна-
чений будет зависеть от текущей точки траекто-
рии – в частности, углы измерений, определяю-
щие влияние диаграммы направленности борто-
вой антенны на мощность принимаемой радио-
телеметрии. Углы измерений зависят от направ-
ления полёта и углов Эйлера (позиция по осям 
тангажа, крена, курса).  

Энергетический запас – это относительная 
величина, которая характеризует во сколько раз 
расчётная мощность принимаемого сигнала пре-
вышает минимальную принимаемую мощность 
(т.е. энергетический запас является нулевым на 
границах области радиовидимости и отрица-
тельным вне её). Чем больше энергетический 
запас – тем менее вероятны сбои приёма радио-
телеметрии. Таким образом, практический инте-
рес для пользователей представляет не вся воз-
можная область радиовидимости по максималь-
ной дальности, а зона уверенного приёма по за-
данному ограничению на запас (например, уро-
вень 2 или 3 дБ). Энергетический запас рассчи-
тывается для каждой точки априорной траекто-
рии либо для характерных моментов времени 
при переходе из поля одного измерительного 
поста в соседнее. 

В упрощённом виде оценка энергетического 
запаса следует из формулы предельной дально-

сти радиоприёма: 
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Для цифровых радиотелеметрических сис-
тем могут применяться более точные методики 
оценки радиовидимости, связанные с расчётом 
принимаемой изотропной мощности, отношения 
энергии бита к спектральной плотности мощно-
сти шума. В данных специальных методах могут 
учитываться типы модуляции, информативность 
в заданной ширине спектра, шумовая температу-
ра системы, априорные мощности шума на входе 
приёмника, влияние ионосферы и др.Отдельной 
заслуживающей внимания подзадачей является 
ввод диаграмм направленности. Бортовая диа-
грамма необходима для учёта углов измерений от 
линии визирования от измерительного поста. На 
рисунке 1 представлен возможный пример 3D-
моделирования продольно симметричной диа-
граммы, зависящей от одного угла измерения. 

 
Рисунок 1 – Графическое моделирование 

диаграммы бортовой антенны 

Помимо простейшего случая постоянной 
продольно симметричной диаграммы направ-
ленности и сонаправленности оси изделия век-
тору скорости, в отдельных примерах необходи-
мо учитывать изменение характеристик во вре-
мени, зависимость коэффициента от двух углов, 
учитывать расчётные тангаж, рыскание и враще-
ние в текущей точке. Если имеются существен-
ные ограничения по угловому ускорению для 
измерительных средств – при оценке радиови-
димости необходимо учесть диаграмму измери-
тельного средства (если характеристики движе-
ния не позволяют удерживать объект в основном 
«лепестке»). Результатами работы компонентов 
расчёта энергии радиолиний являются: 

– временные диаграммы интервалов радио-
видимости для различных диапазонов по задан-
ному перечню измерительных постов; 
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– области радиовидимости измерительных 
пунктов для заданной модели траектории, кото-
рые могут быть отображены на картах и 3D-
моделях полёта; 

– оценки энергетического запаса и ожидае-
мый процент достоверности телеизмерений для 
выбранных измерительных постов для каждой 
точки траектории. 

Вариант визуализации результатов пред-
ставлен на рисунке 2. 

3. Компоненты оперативного расчёта це-
леуказаний в реальном времени. Применяются 
для коррекции позиционирования измеритель-
ных средств непосредственно в процессе сеанса. 
Выделены в отдельную группу программных 
модулей из группы обработки пространственной 
информации в связи с особенностями алгорит-
мов для реального времени. Следует подтвер-
дить актуальность задачи оперативного расчёта. 
Недопустимость значительных траекторных от-
клонений при испытаниях не отменяет необхо-
димости корректировки целеуказаний по теку-
щей опытной траектории – в частности, если 
осуществляется обработка измерений по отде-

лившейся ступени или выявлены ошибки в «про-
граммных» априорных целеуказаниях. Кроме 
того, своевременный переход на расчётные це-
леуказания сможет возобновить измерения при 
некорректно зафиксированном старте. Рисунок 3 
иллюстрирует возможные варианты отработки. 

Задача коррекции целеуказаний в реальном 
масштабе времени, простая в смысле геометри-
ческих расчётов, становится нетривиальной, ес-
ли учитывать все системные ограничения и не-
достатки каналов. Если время реакции слишком 
велико, то объект выходит из сектора уверенного 
приёма за тот период, пока текущая команда бу-
дет обрабатываться, передаваться и исполняться. 
Свой вклад в общую временную задержку внесут 
ограничения по скорости и ускорению приводов, 
время передачи данных по спутниковым линиям 
связи. Определённое время займёт обработка ки-
нематических параметров телеметрии – это время 
выдачи решения навигационной задачи в радио-
телеметрический канал и время на математиче-
скую обработку параметров от исходных кодов 
измерений до результирующих ЦУ. 

 
Рисунок 2 – Пример графического представления радиовидимости 

Таким образом, корректировать углы по те-
кущей точке объекта (реально – по пройденной, 
но зарегистрированной на текущей момент точ-
ке) технически невозможно, единственная воз-
можность – проводить расчёты по экстраполи-
рованной во времени трассе. Например, простая 
экстраполяция второго порядка, приемлемая для 

баллистической траектории: 
X(ti+jTш) =  X(ti)+jTшVX(ti)+ aX(ti) (jTш)2, 
Y(ti+jTш) =  Y(ti)+jTшVY(ti)+ aY(ti) (jTш)2, 
Z(ti+jTш) =  Z(ti)+jTшVZ(ti)+ aZ(ti) (jTш)2. 

Здесь ti –текущее время (время последней за-
регистрированной точки),  
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X, Y, Z – геоцентрические координаты из па-
раметров бортовой навигационной аппаратуры 
потребителя GPS/ГЛОНАСС (БНАП),  

VX, VY, VZ – проекции вектора скорости (из 
параметров БНАП [3]),  

aX, aY, aZ – проекции вектора ускорения (рас-
считываются как первые производные по време-

ни от соответствующих проекций вектора скоро-
сти),  

Tш – временной шаг экстраполяции,  
j – целочисленный счётчик, принимающий 

значения от 0.333Tэ/Tш, до  Tэ/Tш, где Тэ – интер-
вал экстраполяции, зависящий от времени реак-
ции системы. 

 
Рисунок 3 – Возможные ситуации со сбоем приёма 

Глубина и шаг экстраполяции выбираются 
пользователем по следующей методике: 

– шаг экстраполяции – период реакции 
управляющего элемента антенны либо период, с 
которым была задана таблица априорных целе-
указаний; 

– глубина экстраполяции – утроенное сум-
марное время реакции системы на сбор траек-
торной (в том числе телеметрической) информа-
ции, формирование управляющего воздействия и 
поворот антенны (на практике – до десятков се-
кунд).  

Интервал экстраполяции должен превосхо-
дить суммарное время реакции системы. Слож-
ность задачи связана с различием в принципе 
действия измерительных систем – данные по 
триангуляции радаров и результаты бортовой 
аппаратуры потребителя ГЛОНАСС имеют раз-
личную информативность и методическую по-
грешность. При достаточности данных для вос-
становления траектории экстраполируются ко-
ординаты, по которым осуществляется расчёт. 
При нехватке информации возможна экстрапо-
ляция углов или повтор углов смежного измери-

тельного средства с автосопровождением. Задача 
корректировки в процессе сеанса, изначально 
представляемая простой последовательностью 
«Получить точку траектории – Рассчитать углы 
по известным координатам поста – Передать ко-
манду на поворот», на практике разбивается на 
несколько сравнительно сложных этапов вычис-
лений, в том числе: 

– «лонгирование» траектории по некачест-
венным угломерным и дальномерным измерени-
ям в условиях сбоев телеметрии; 

– восстановление текущей точки траектории 
по измерениям нескольких бортовых устройств 
потребителя ГЛОНАСС, выдавших разные ре-
зультаты для одного момента времени; 

– фильтрация аномальных измерений (нека-
чественных, недостоверных, искажённых при 
передаче данных). Ошибки измерения или обра-
ботки приведут к ошибке управления и увеличе-
нию времени на парирование данной ситуации 
при восстановлении качества. Система анализа 
внешнетраекторной информации должна иметь 
соответствующие функции (контроль допусков 
отклонений, стохастические фильтры и т.п.);  
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– полиномиальная экстраполяция, в том чис-
ле высоких порядков. Расчётные оценки показы-
вают, что на этапе разгона ракетного изделия, 
третий или четвёртый порядок полинома недос-
таточен – когда ракета движется не по баллисти-
ческой траектории, а по закону реактивного 
движения объекта с переменной массой, низкие 
порядки могут не обеспечить приемлемо низкого 
уровня ошибки для некоторых типов измери-
тельных средств; 

– логика смены режимов работы – формали-
зация правил перехода на внешнее целеуказание 
от смежного средства, правил возврата к режиму 
оперативной коррекции при сбое смежного сред-
ства, правил автоматического перехода между 
априорной конфигурацией и принимаемыми 
оперативными расчётами в условиях неустойчи-
вой связи – например, возврат к расчётной (ап-
риорной) таблице по ближайшему времени или 
углам. 

Итак, реализуемость задачи оперативного 
расчёта жёстко связана с проблематикой переда-
чи данных, системами управления измеритель-
ными средствами, системами обработки и анали-
за результатов пуска. Появляется ряд объектив-
ных технических причин, по которым оператив-
ная коррекция целеуказаний по траекторным 
измерениям допускается только для средств с 
достаточно широким сектором обзора. То есть 
средство должно находиться на достаточном 
расстоянии, чтобы объект не вышел из сектора 
обзора за время, необходимое для расчёта и ис-
полнения оперативной команды. Так, антенны 
телеметрического комплекса, имеющие ширину 
диаграммы направленности несколько градусов, 
могут управляться по данным, рассчитанным от 
теодолитов, имеющие область видимости в не-
сколько угловых минут, но не наоборот. При 
сужении области видимости наступает опреде-
лённый предел, который делает корректировку 
через вычислительный центр нереализуемой. 
Автоматизация управления для таких средств 
ограничивается автономным сопровождением 
объекта. Но для телеметрических антенн и ра-
диолокационных станций задача оперативного 
расчёта целеуказаний по всем измерениям, со-
бираемым вычислительным Центром, актуальна 
и технически решаема.  

Для понимания важности вопроса о времени 
реакции системы можно представить, что изме-
рительные системы, вместе с сопутствующими 
системами связи, комплексами регистрации и 
сбора находятся в отрицательной  обратной свя-
зи в контуре дистанционного управления, как 
показано на рисунке 4. 

4. Компоненты информационного обмена. 
Предназначены для реализации протоколов об-
мена между автоматизированными рабочими 
местами дистанционного управления. Во время 
сеанса измерений осуществляется передача дан-
ных по транспортным протоколам без подтвер-
ждений. Использование протокола гарантиро-
ванной передачи данных в реальном времени 
невозможно, так как может провоцировать нако-
пление временных задержек. Таким образом, 
повышение надёжности доставки командных 
сообщений должно обеспечиваться на приклад-
ном уровне. При оперативной коррекции пере-
даче подлежат не одиночные команды, а масси-
вы (стеки целеуказаний – согласно рисунку 5). 
При этом очередная посылка может уточнять 
предшествующую. Если актуальная команда бу-
дет потеряна, то более предпочтительно испол-
нить команду, рассчитанную по старым измере-
ниям, чем оставаться неподвижно.  

5. Компоненты визуализации. Это универ-
сальные модели измерительных постов и мнемо-
схем измерительных трактов. С одной стороны, 
используются для отображения общего состоя-
ния хода работ – в том числе на коллективных 
экранах и на рабочих местах технических руко-
водителей работ, с другой – используются инже-
нерами-испытателями для проверки результатов 
управления. Визуализация осуществляется на 
различных уровнях – от схемы работы всего по-
лигонного комплекса до измерительного пункта, 
от измерительного пункта до конкретного ан-
тенного поста или теодолита. Чтобы обеспечить 
инвариантность или универсальность  данных 
программных компонентов, они базируются на 
векторной графике – заранее предусматривается 
возможность подключения различных изобра-
жений и текстур для контроля в единой про-
граммной среде [5]. Состав объектов полигона, 
средств, отображаемых моделей не является 
фиксированным, а настраивается при подготовке 
исходных данных на сеанс измерений. Там же 
создаются сценарии программного управления 
под различные режимы. Пользователь получает 
обобщённую информацию вида «Норма/не нор-
ма» – «Текущий режим», при необходимости 
может отслеживать результативность конкрет-
ных операций по циклограммам контроля, а так-
же остановить ход циклограммы и выдать серию 
ручных команд. Примеры программ трёхмерной 
визуализации измерительного поста представле-
ны на рисунке 6. 

6. Компоненты поддержки принятия ре-
шений, автоматического формирования вы-
водов о готовности измерительного комплек-
са и нештатных ситуаций по измерениям – 
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вершина программной иерархии внутри системы 
управления.  Если определить наличие качест-
венной измерительной информации достаточно 
просто, то быстрый поиск причин отсутствия 
качественных измерений представляется сложно 
формализуемым вопросом. Помимо выдачи 
стандартных заключений типа «Норма»/«Не 
норма» по средствам, по площадкам и по изме-
рительному комплексу в целом необходима под-
сказка, которая должна содержать чёткие указа-
ния о причинах нештатных ситуаций и рекомен-
дации по парированию ситуации или устране-
нию последствий. Для решения такой задачи со-

общения от нескольких объектов контроля 
должны рассматриваться не по одиночке, а в со-
вокупности – с учётом зависимости участков 
приёма, регистрации, сбора, обработки и анализа 
друг от друга. И одним из направлений развития 
программ дистанционного управления является 
создание диагностических средств и экспертных 
систем, достоверно и быстро определяющих 
причины сбоев измерений. При этом должна 
быть декомпозиция системы с выявленной ошиб-
кой – от объекта (площадки, измерительного 
комплекса) до сменного модуля или программы. 

 
Рисунок 4 – Распределённая система сбора и обработки измерений как обратная связь  

в контуре дистанционного управления. Суммарное время реакции определяет  
техническую реализуемость контроля 
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Рисунок 5 – Резервирование при рассылке оперативных целеуказаний 

Рисунок 5 – Векторные модели различных антенных комплексов, подключённые  
к системе мониторинга измерительных постов – экран руководителя работ  

измерительного пункта 

Заключение. Соблюдая изложенные прин-
ципы программного деления на шесть групп 
компонентов, разработчик системы улучшает 
результаты по следующим направлениям: 

– в части протоколов информационного 
взаимодействия. Модернизированные объекты 
контроля должны подходить к старым пунктам 
управления, и обновлённые пункты управления 
должны поддерживать старые объекты – в части, 
где протоколы пересекаются. В основе «откры-
тых» протоколов может быть специализирован-
ное средство сериализации сообщений (напри-
мер, Google protocol buffers) или текстовые ко-
манды на специальном языке; 

– в части расширяемой модульной структу-
ры приложений. С созданием единой среды кон-
троля для формирования циклограмм и сценари-
ев управления, поддержка нового объекта кон-
троля (измерительного средства) обеспечивается 
вводом в состав дополнительной библиотеки без 
изменений головного приложения и модулей по 
другим типам объектов; 

– в части возможности использования об-
щих модулей представления. Например, общая 

трёхмерная модель визуализации измерительно-
го поста, общие диаграммы азимута/ возвыше-
ния, общие графики, гистограммы, мнемосхемы 
и прочие визуальные элементы.    

В части автоматизации полигонных измери-
тельных комплексов на первый план выходит 
внедрение централизованного дистанционного 
управления – это технологии автоматических 
управляемых измерительных пунктов, перенос 
всех «наукоёмких» технически сложных дейст-
вий с периферийных площадок в пункты управ-
ления, создаваемые на базе центров сбора, обра-
ботки и анализа измерительной информации [1]. 
В идеальном случае роль персонала на перифе-
рийном объекте должна ограничиваться подачей 
электропитания, расчехлением аппаратуры и т.п.  
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УДК 519.9  

К.В. Миронова, В.П. Корячко 
ДОСТИЖИМОСТЬ ЦЕЛИ В МАЛОМ ДЛЯ ПЛОСКОГО  

УПРАВЛЯЕМОГО ДВИЖЕНИЯ КОСМИЧЕСКОГО  
АППАРАТА 

Рассмотрена задача о принципиальной достижимости в малом цели ма-
лым космическим аппаратом при его движении по плоской орбите. Частный 
случай «достижимости в малом» общей теории управления отвечает физи-
ческим и техническим особенностям малых космических аппаратов. Теория 
дополнена решением конкретных задач управления. 

Ключевые слова: достижимость цели в малом, малый космический ап-
парат, теория управления. 

Введение. На рубеже конца 20-го – начала 
21-го вв. в космической отрасли проявилось но-
вое направление – создание и эксплуатация ма-
лых космических аппаратов (МКА). Причины, 
общие тенденции и задачи (порой двойного на-
значения) этого процесса описаны в работах [1-3].  

Отметим, что по принятой международной 
классификации к малым космическим аппаратам 
относятся спутники массой от 50 г до 500 кг [4]: 
 фемтоспутники (до 100 г); 
 пикоспутники (от 0,1 кг до 1 кг); 
 наноспутники (от 1 кг до 10 кг); 
 микроспутники (от 10 кг до 100 кг); 
 мини-спутники (от 100 кг до 500 кг). 

Общепринято, что МКА, отличающийся ма-
лой массой, малой энерговооруженностью и не-
большой стоимостью, – это новая ступень, но-
вый этап в развитии современной космической 
техники. 

Физические параметры МКА, его неболь-
шая энерговооруженность (для класса МКА ко-
эффициент энерговооруженности, определяемый 

как 
N
MK  , где N – мощность системы энерго-

снабжения, M –масса МКА, достаточно мал и 
находится в диапазоне от 1,3 до 2,3 [Вт/кг] [5]), 
ограниченные возможности двигателей коррек-
ции орбит, возможность стартовать в космосе с 
больших космических платформ или станций 

(возможно, населенных людьми), небольшое 
время эксплуатации (1-2 года) диктуют новые 
требования и  условия к методам управления 
МКА.  

К таким новым методам относится и пред-
лагаемый в статье «метод управляемости (дос-
тижимости цели) в малом», являющийся част-
ным случаем (по классу решаемых задач) общей 
теории управления. 

Понятие «достижимости цели в малом» 
впервые появилось, по-видимому, в работе [6] и 
затем было развито в работах представителей 
рязанской школы теории устойчивости и управ-
ления Л.Н. Ешукова, И.П. Карасёва, Ю.С. Мит-
рохина, В.В. Миронова, берущей свое начало от 
академика Барбашина Е.А.  

В данной статье идея достижимости цели в 
малом для управляемого плоского движения 
МКА развивается на основе результатов работ 
[6-8]. Теория дополнена решением конкретных 
задач. 

Цель работы – доказать, что при опреде-
ленных условиях управления движением малого 
космического аппарата, при минимальных затра-
тах  энергетических средств в классе кусочно-
постоянных управлений его (МКА) можно дос-
тавить из одной точки траектории в другую. 

1. Основные определения и постановка 
задачи. Механика движения искусственных 
спутников Земли (ИСЗ) за время существования 
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космонавтики достаточно хорошо изучена. Ма-
тематические модели движения ИСЗ и, в частно-
сти, МКА можно найти, например, в монографии 
[7]. Там же рассмотрены и модели плоского 
движения ИЗС, которые существенно разнятся 
по виду в зависимости от рассматриваемой сис-
темы координат (эти системы координат в статье 
не приводятся и взаимосвязи между ними не ис-
следуются из-за их чрезвычайной громоздкости). 
К примеру [9, с. 374, 390], для автономного дви-
жения МКА в поле тяготения Земли (без учета 
возмущаемых факторов) уравнение движения в 
некоторой специальным образом подобранной 
системе будет иметь вид 








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32
1
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)(

 ,     (1) 

где 321 ,, xxx – фазовые переменные движения 
МКА, А, В, С – некоторые действительные ко-
эффициенты, рассчитываемые специальным об-
разом [9, с. 29], U – силовая функция ньютонов-
ского поля, создаваемого Землей,   ,, – 
направляющие косинусы осей выбранной систе-
мы координат по отношению к некоему зафик-
сированному направлению от центра Земли. В 
случае плоского движения МКА в этой системе 
частная производная  

0
0





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


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
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Перейдя к специальной системе координат 
уже в плоскости движения МКА, приняв во вни-
мание систему (1) и условие (2), введением ма-
тематических моделей природных сил, возму-
щающих траекторию МКА, при наличии допус-
тимого управления систему (1) можно свести к 
системе стандартного вида, которая и будет в 
общем виде изучаться в данной  статье. 

Обобщая, можно сказать, что плоское 
управляемое движение МКА описывается век-
торным дифференциальным уравнением второго 
порядка 

,)(),()()( uttxFxGtx 
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xG – известная функция, описываю-

щая динамику движения МКА по плоской орби-
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txf

txF – векторная функция, учи-

тывающая влияние природных воздействия на 
МКА (притяжение Земли и Луны, атмосферное 
сопротивление, световое давление и пр.),  )(t – 
непрерывная (или кусочно-непрерывная) функ-
ция, называемая допустимым управлением для 
МКА и удовлетворяющая условию 

,1)()(  tt            (4) 









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u
u

u – двумерный постоянный вектор (уси-

ливающий коэффициент) в плоскости движения 
МКА. Сам МКА движется в плоскости 

),,( 21 xOx , где точка О – начало прямоугольной 
декартовой системы координат.  

Если ввести в рассмотрение так называемую 
баллистическую векторную функцию МКА 

),()(),( txFxGtxS  , то уравнение (3) можно 
представить в равносильном (векторном) виде: 

uttxStx )(),()( 


.               (5) 
Заметим, что параметр t входит в функцию 
),( txS  явно, а не опосредованно через функцию 

)(txx  . В этом случае говорят, что движение 
МКА в виде (3) или (5) не автономно. 

По условию (соответствующему практике 
управления)  функции ),()(),( 111 txfxgtxs    и 

),()(),( 222 txfxgtxs   принадлежат классу 

)(HC m
x – множеству непрерывных функций, 

имеющих непрерывные частные производные по 
переменным 21, xx  до m-го порядка включитель-
но на области H – области  произвольного вида, 
содержащей начало координат. Натуральное 
число m таково, что все дальнейшие построения 
возможны. По условию же функция ),( txS (как 
функция и от параметра t ) тождественно равна 
нулю только в начале координат 0x , незави-
симо от значения t . 

Для дальнейшего анализа управляемости 
МКА примем следующие обозначения и терми-
нологию: R2 ),,( 21 xOx  – плоскость движения 
МКА (которую не будем отличать от арифмети-
ческого векторного пространства R2); 

)),(,,,( 00 utttxx  – траектория движения МКА 
(3), для некоторого допустимого управления 

)(t  вида (2), проходящая через начальную точ-
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ку 0x R2 в начальный (фиксированный) момент 
времени 0t ; если время 0tt  , то будем говорить 
о полутраектории движения МКА; если управ-
ления )()( 21 tt   на всем множестве значений 

0tt  , то будем говорить, что траектории МКА 
)),(,,,( 1001 utttxx   и )),(,,,( 2002 utttxx   при-

надлежат различным семействам траекторий; в 
случае )()( 12 tt    на всем множестве значе-
ний 0tt  , что траектории МКА принадлежат 
противоположным семействам траекторий. 

Ниже под термином «окрестность» понима-
ется либо Евклидова окрестность точки [как, на-
пример, U(O)], либо окрестность общего вида, 
т.е. односвязное замкнутое множество, которому 
принадлежит центр О, как, например, окрест-
ность )(OV  . 

Замечание 1. В случае если начало системы 
координат – точка О совпадает с центром Земли, 
то функция )(xG  имеет кеплеровский вид, если 
же центр О находится на некоторой космической 
платформе, то вид )(xG может существенно от-
личаться от кеплеровского. Функция ),( txF в 
свою очередь имеет различный (и порой весьма 
приближенный) вид в зависимости от конкрет-
ных МКА и конкретной космической обстановки 
(в частности, космической погоды). 

Замечание 2. Цель управления МКА – пе-
ревести аппарат из некоторой точки 0x  в точ-
ку 1x . Очевидно, что линейной заменой пере-
менных в системе (3) за точку 1x  можно принять 
точку О. Поэтому в дальнейшем целью управле-
ния и будет попадание МКА в точку О. Заметим 
также, что МКА достигает точки О в автомати-
ческом режиме без систем локации его местона-
хождения. 

Определение 1. Начало координат назовем 
достижимым в малом для МКА, удовлетво-
ряющего системе (3), если (и только если) для 
произвольной окрестности U(O) точки О найдет-
ся окрестность )(OV точки О общего вида (воз-
можно, наиболее широкая), такая, что какую бы 
точку )(0 OVx   ни взять в качестве начальной, 
можно найти такое управление )(t , удовлетво-
ряющее условию (4), что МКА, начав движение 
в точке 0x , достигает точку О за конечное время 
 Tt ,0 , двигаясь по положительной полутраекто-
рии (при 0tt  ) системы (3). 

Окрестность )(OV  называется локальной 
достижимой областью. Самая широкая из ло-
кальных достижимых областей называется обла-

стью достижимости цели в малом для МКА. 
Определение 2. Если начало координат не 

является достижимым в малом для МКА, то бу-
дем говорить, что оно недостижимо в малом. 

Замечание 3. Определение недостижимо-
сти в малом можно сформулировать конструк-
тивно, пронося символ «отрицания» по всем 
кванторам определения 1 и изменяя соответст-
венным образом заключительное утверждение.  

В итоге исследований требуется ответить на 
следующий вопрос. 

Задача 1 (о достижимости цели в малом). 
При каких условиях, наложенных на систему (3), 
МКА достигнет начала координат за конечное 
время, стартуя из точки 0x ? 

2. Решение задачи. Решение задачи прове-
дем методами качественной теории дифферен-
циальных уравнений [10], в которой (как и в 
данной  статье) систему (3) принято приводить к 
равносильному виду 
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uutxX
dx




 
 ,       (6) 

где по определению функции 
1111 )(),()((...) uttxfxgX  11 )(),( uttxs  , 

222222 )(),()(),()((...) uttxsuttxfxgX   . 
Как следствие такого представления (6), воз-
можно выделить особые точки траектории МКА, 
т.е. точки, в которых нарушается теорема о су-
ществовании и единственности решения систе-
мы (6) в области H [10, с. 18].  

Здесь особые точки найдутся из условий 
0),,,( 11  uutxX  , 0),,,( 12  uutxX  . 

В практике эксплуатации МКА такие случаи 
с особыми точками траектории возможны. Так, в 
1976 г. один из российских малых спутников 
дистанционного зондирования Земли вследствие 
мощной вспышки на Солнце попал в особую 
точку траектории, перешел на неконтролируе-
мую орбиту и упал на территории Канады. 

Предполагаем, кроме того, что функции 
),,,(,),,,( 1211 uutxXuutxX    принадлежат 

классу )(HC m
x , в некоторой подобласти 

HOH )(0  (содержащей начало координат и 
называемой свободной областью) для уравнения 
(6) выполняются условия существования, един-
ственности и продолжительности решения при 
любом допустимом управлении )(t  из (4), а  
функции )(),( 21  XX  одновременно и тожде-
ственно обращаются в нуль на свободной облас-
ти 0H  только в начале координат независимо от 
значений времени t, допустимых управлений 

)(t  и вектора управления u. 
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В данной статье предполагается, что ло-
кальная область достижимости содержится в не-
которой  свободной области. 

При сделанных предположениях (отражаю-
щих практику эксплуатации МКА) возможны 
следующие разложения функций в ряды Тейлора 
[13]:  
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где дифференциалы  p-го порядка 
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а «нормированные дифференциалы» получены 
из (10), (11): 
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1
mR , 2

mR , mr  – остаточные члены рядов (7), (8), (9) 
соответственно. Найдем коэффициенты разло-
жения (9) с учетом представлений (6), (12), (13) 
и свойств участвующих в них функций. Имеем:  
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где ),0(),0()( 1
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2
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Аналогично (14) получим 

),0(),0()(),(!2)( 1
2

2
2

33
1

0
)3(

2 tsktstt
u

tx
x







 

и так далее:  
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Таким образом, доказана следующая лемма. 
Лемма. Разложение (9) в ряд Тейлора имеет 

вид 
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Основной результат данной  статьи по 
управлению движением в малом для МКА со-
держится в следующей теореме, при этом нала-
гаемые на функции ограничения соответствуют 
практике эксплуатации МКА. 

Теорема. Если уравнения движения МКА 
содержат конечное число особых точек, если 
баллистическая функция МКА ),( txS  такова, 
что в разложении (16) первые коэффициенты до 
нечетного их порядка 12 r  тождественно рав-
ны нулю: 

,0)()()( 1232   ttt r          (17) 
следующий коэффициент четного порядка отли-
чен от нуля независимо от времени t: 

,2,0)(2 mrtr              (18) 
если к тому же в окрестности нуля существует 
свободная область, то начало координат дости-
жимо в малом для малого космического аппарата. 

Доказательство. Заметим, прежде всего, 
что ввиду конечности числа особых точек, без 
ограничения общности рассматриваемого вопро-
са, в качестве произвольной окрестности 0U  
можно выбрать свободную область.  

Представим уравнение движения МКА (6) в 
равносильном виде  

11

22

1

2

)(),(
)(),(
uttxs
uttxs

dx
dx







    (19) 

ввиду условий, наложенных на функции 
),,,(,),,,( 21 utxXutxX  . 

Векторные уравнения (19) в свою очередь 
распишем для двух случаев, различающихся 
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знаками при допустимых значениях управления, 
что возможно ввиду условия (4).  

Положив  в (19) 1)(  t , получим уравнение 
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а положив в (19) 1)(  t , получим уравнение  
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Выберем произвольную окрестность U(O) 
начала координат, в которой выполняются огра-
ничения на баллистическую функцию МКА. По 
условию теоремы первой ненулевой коэффици-
ент в равенстве (8) при высших степенях )1( s  - 
четный по порядку: 
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Из условия (22) следует, что для окрестности 
U(O) время пребывания траектории в ней разби-
вается на временные интервалы 
     21, ii ttt , на каждом из которых тра-
ектория МКА сохраняет характер выпуклости. 
Из уравнений (20), (21) следует, что характер 
этих выпуклостей для траекторий МКА для каж-
дого из этих интервалов  21, ii tt  противоположен 
для любого времени t [если одна часть траекто-
рии для (20) МКА выпукла вверх, то соответст-
вующая ей часть траектории  для (21) выпукла 
вниз и наоборот]. 

Построим в окрестности )0(U  так называе-
мую кривую переключения управления для 
МКА [11] (см. рисунок): 
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где L – полутраектория уравнения (20), являю-
щаяся объединением монотонных частей полу-
траекторий уравнения движения МКА (20), l – 
часть траектории (20), соответствующая времен-
ному интервалу iT , на котором траектория (20) 
выпукла вниз, и l

iT
 – это объединение всех та-

ких частей полутраекторий, l  – часть траекто-
рии (20), соответствующая временному интерва-
лу jT , ji  , на котором траектория (20) выпукла 

вверх, l
iT

 – объединение всех таких частей, 

общее число временных интервалов iT  и jT ко-
нечно, а время 0t  не может быть концом ни-
какого интервала. Полутраектория L  определя-

ется аналогично, причем, если на iT  для 
0L  час-

ти траектории (20) выпуклы вниз, то на тех же 
интервалах iT  для L  части траекторий (21) вы-
пуклы вверх. 

По условию (характерному для рассматри-
ваемых движений МКА) окрестность U(O) хотя 
и произвольна, но достаточно мала для того, 
чтобы полутраектории L и L  покидали окре-
стность U(O) за конечное отрицательное время. 

 
Построение области достижимости для МКА 

Построенная кривая переключения L непре-
рывна и потому разбивает окрестность U(O) на 
две части. Рассмотрим продолжение полутраек-
торий L и L  на время 0t , получим соответ-

ственно полутраектории M  и M . В силу 
взаимосвязей участков выпуклости и вогнутости 
полутраекторий L и L  и того факта, что нуле-
вое время не может быть точкой разбиения вре-
мени на интервалы, полутраектории M  и M  
лежат по разные стороны от L. 

Ту часть окрестности U(O), где лежит полу-
траектория M , обозначим как U , а другую 

часть как U . Возьмем на L и ее продолжении 
M  соответственно точки A  и A , а на L и ее 

продолжении M  соответственно точки B  и 
B . Пусть временные расстояния между A  и 
A , а также между B  и B  есть 1T  и 2T  соот-

ветственно. По теореме о непрерывной зависи-
мости решений от начальных данных [10, с.13] 
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для любой окрестности )( AU точки A , цели-
ком лежащей в U(O), существует такая окрест-
ность )()( OUAU  , что траектория движения 
МКА )(),,1,,,( 0001 AUxuttxx  , попадет в 
окрестность )( AU строго за время 1T , причем 
норма отклонения траектории 1 от траектории 

),1,,,0( 00 uttx  , есть 

 
 )(

2
1max 01,01

100




 AUd

Tttt
,    (24) 

где  )( AUd  – диаметр окрестности )( AU . 

Аналогично построим окрестности )( BU и 

)(BU точек B  и B соответственно, для которых 
текущие точки траекторий, стартуя из )(BU , по-

падают в )( BU  за время 2T , причем оценка ви-
да (24) сохраняется для соответствующих траек-
торий. Без ограничения общности можно пола-
гать, что окрестности   UBUUAU )(;)( . 

Как следствие проведенных построений, те-
кущая точка положительной полутраектории  

),1,,,( 00 uttxxM  , выходя из точки 

)(0 AUUx   , в момент 00 t перейдет за 
время 10 Tt   в окрестность U  и при этом с не-
обходимостью пересечет полутраекторию пере-
ключения L . 

Аналогично текущая точка положительной 
полутраектории ),1,,,( 00 uttxxM  , выхо-

дя из точки )(0 BUUx   , перейдет за время 

20 Tt  в окрестность U , с необходимостью пе-

ресекая полутраекторию L . 

Проведем в части )(AUU   радиус  1AA  
перпендикулярно к полутраектории L , а в час-

ти )(BUU   проведем радиус  1BB  перпенди-
кулярно к полутраектории L . Для текущих то-
чек полутраекторий, выходящих уже из точек 1A  
и 1B , проведем те же самые рассуждения (и по-
строения), которые были проведены абзацем 
выше для таких траекторий, выходящих из 0x . 
Точки пересечения построенных полутраекторий 
с линией переключения обозначим соответст-
венно как C и D (см. рисунок). 

В результате получается некая односвязная 
область DACBBAAOV 11)(  , содержащая в себе 
начало координат – точку O в качестве внутрен-

ней точки и обладающая следующим свойством: 
если выбрать в момент времени 0t  точку 

  ULVx )\(0  (без ограничения общности 
можно полагать, что 0x принадлежит внутренней 
части области  ULV )\( ), то полутраектория 

),1,,,( 00 uttxx   при 0tt  пересечет L в ко-

нечный момент времени 0
* tt  . Последнее озна-

чает, что, кроме перечисленных ее свойств, об-
ласть )(OV  еще и свободна. 

Покажем, что область )(OV  и  есть область 
локальной достижимости. В самом деле, ровно в 
момент *t  переключим управление с 1 на 

1 . Тогда текущая точка перейдет на траек-
торию L  и за конечное время, не превосходя-
щее 2T , достигнет начала координат, не выходя 
при этом за пределы окрестности .)\(  ULV  
Таким образом достигается управляемость в ма-
лом для МКА на области )(OV . Теорема доказана. 

Замечание 4. С теоретической и практиче-
ской точек зрения интересно, что, уменьшая 
диаметры областей )(AU  и )(BU , можно до-
биться того, что область достижимости в малом 
для МКА станет невыпуклой )(OV  (как на ри-
сунке). Увеличивая же диаметры областей )(AU  
и )(BU , не выходя при этом за окрестность 

)(OU , можно получить, что область )(OV  дос-
тижимости в малом для МКА стает выпуклой. 

Замечание 5. При математическом модели-
ровании достижимости цели в малом для МКА 
или в реальном эксперименте управления МКА 
может случиться так, что увеличение диаметра 
окрестности )(OU повлечет увеличение диамет-
ра окрестности )(OV . Если такое увеличение 

)(OV  накрывает всю плоскость R2 ),,( 21 xOx , 
то достижимость в малом становится глобальной 
и говорят уже  «достижимости цели для МКА в 
большом». 

Замечание 6. Обратим внимание на то, что 
построенное управление МКА по достижимости 
цели в малом осуществляется в классе кусочно-
постоянных управлений при допустимом управ-
лении 1)( t  или 1)( t , что соответствует 
физическим и техническим возможностям МКА, 
а переключение управления происходит только 
один раз, что соответствует энергетическим воз-
можностям МКА. 

Выводы. В статье доказано, что при опре-
деленных условиях, управляя движением малого 
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космического аппарата минимальными энерге-
тическими средствами в классе кусочно-
постоянных управлений, реализуемых малыми 
двигателями тяги, МКА можно доставить из од-
ной точки траектории в другую. 

Метод носит конструктивный характер, т.к. 
позволяет рассчитать время переключения 
управления с одного режима управления МКА 
на другой.  
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УДК 519.254 

В.В. Кираковский 
МОДЕЛЬ И АЛГОРИТМ ОПТИМИЗАЦИИ РАЗМЕЩЕНИЯ ЗДАНИЙ  

И СООРУЖЕНИЙ НА ТЕРРИТОРИИ ГРАДОСТРОИТЕЛЬНЫХ  
СИСТЕМ НАСЕЛЕННЫХ ПУНКТОВ 

Предложены модель и алгоритм оптимизации размещения зданий и со-
оружений на территории градостроительных систем населенных пунктов 
на основе теории множеств. Проведено сравнение указанного алгоритма с 
существующим алгоритмом размещения зданий. 

Ключевые слова: размещение зданий и сооружений, риск-состояние 
территории, пространство ресурсов, множества. 

Введение. В последнее время чрезвычайно 
выросли сложность и комплексность проблем, 
возникающих в процессе принятия управленче-
ских решений, особенно в практике планирова-
ния градостроительства [1], [5] – [7]. Одна из 
трудностей принятия решений состоит в необхо-
димости учета большого количества противоре-
чивых критериев [1], [7]. Другая трудность свя-
зана с высокой степенью неопределенности, 
обусловленной недостаточным уровнем инфор-
мации для принятия обоснованных решений [6]. 

В связи с постоянным ростом сложности за-
дач, возникающих в современном градострои-
тельстве, традиционные методы их решений ока-
зываются малоэффективными. Практика пока-
зывает, что если управленческие структуры, 
принимающие решения, опираются только на 
собственный опыт, то они часто принимают 
ошибочные решения, которые приводят к фа-
тальным последствиям [5], [7]. Цель работы — 
рассмотреть задачу о принятии планировочных 
решений в приложении к градостроительной 
системе населенного пункта (ГСНП) как задачу 
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о построении модели и алгоритма оптимизации 
размещения зданий и сооружений на территории 
этой системы. 

Представление ресурсов сетевой структу-
ры ГСНП на основе их формализованного 
описания. Определим для каждого элементар-
ного участка-таксона, на которые разбита иссле-
дуемая территория ГСНП, некоторое непустое 
множество ресурсов  dznixX z

ii ,1;,1:  , 
где d – количество возможных способов оценки 
ресурсов для каждого элементарного участка-
таксона; n – количество элементарных участков-
таксонов, которые полностью четко покрывают 
рассматриваемую территорию ГСНП. В таком 
случае каждый из элементов i

z
i Xx   будет 

представлять собой объект достаточно сложной 
структуры. 

Действительно, во-первых каждый элемен-
тарный участок-таксон характеризуется его гео-
динамическим риск-состоянием Gg k

i   

( ni ,1 , mk ,1 ), которое известно по оценкам, 
полученным ранее из различных источников, как 
экспертных, так и на основании данных матема-
тического моделирования. Геодинамические 
риск-состояния определяются следующим набо-
ром свойств: 1

ig  – «оползневые процессы»;      
2
ig  – «просадочные процессы»; 3

ig  – «карстово-

обвальные процессы»; 4
ig  – «деформационные 

процессы»; 5
ig – «градиентность топографиче-

ского рельефа местности» [2] – [4], [8], [9]. 
Во-вторых, риск-состояние элементарного 

участка-таксона определяется не только его гео-
динамическим состоянием, но и наличием или 
отсутствием в его пределах гидрологической 
либо гидрогеологической сети Rr j

i   

( ni ,1 , cj ,1 ). Эти риски определяются сле-

дующими свойствами: 1
ir  – «риски гидрологи-

ческой сети»; 2
ir  – «риски гидрогеологической 

сети»; 3
ir  – «риски морфоструктурных линеа-

ментов»; 4
ir  – «риски трещиноватости геологи-

ческой среды» [2] – [4], [8], [9]. 
Далее, каждый из элементарных участков-

таксонов может либо содержать, либо не содер-
жать планируемое место размещения здания или 
сооружения (далее СО – строительного объекта). 
То есть каждый участок-таксон будет также ха-
рактеризоваться свойствами СО или группы та-
ких объектов. Также будем предполагать для 

упрощения формализации нашей задачи, что в 
пределах одного таксона может располагаться 
единственный СО со своими свойствами Ss p

i   

( ni ,1 ; lp ,1 ). 
Определимся теперь со свойствами СО. Та-

кими свойствами будут: 1
is  – «строительные ре-

сурсы»; 2
is  – «энергетические ресурсы»;           

3
is  – «коммуникационные (транспортные) ре-

сурсы»; 4
is  – «людские ресурсы». 

Далее, поскольку наличие или отсутствие 
СО в пределах элементарного участка-таксона 
характеризует его свободность или занятость в 
случае изменения места расположения СО из 
какого-либо другого участка-таксона, необходи-
мо ввести такую характеристику элемента xi, как 
его пригодность для перемещения СО: Bbq

i   

( ni ,1 , tq ,1 ). Свойствами этой характери-

стики будут следующие: 1
ib  – «занятость другим 

СО»; 2
ib  – «медико-биологическая привлека-

тельность территории для строительства»; 3
ib  – 

«психолого-эстетическая привлекательность 
территории для строительства» [3]. 

Таким образом, с формальной точки зрения 
при описании ресурсов для каждого элементар-
ного участка-таксона в данном случае мы можем 
оперировать с элементами некоторого непустого 
множества  

  q
i

p
i

j
i

k
i

z
i

z
ii bsrgxxX ,,,:   

( ni ,1 ; mk ,1 ; cj ,1 ; lp ,1 ; tq ,1
dz ,1 ). 

Численно каждую из составляющих элемен-
тов множества iX  будем характеризовать вели-
чиной интенсивности проявления его свойств, на 
основании которых мы можем рассчитать инте-
гральные характеристики элементов множества 
ресурсов iX . 

Рассмотрим теперь вопрос о количественной 
оценке элементов множества ресурсов iX . Вве-
дем следующие обозначения: 

k
ig~ , j

ir~ , p
is~ , q

ib~  – абсолютные интенсив-

ности проявления свойств элементов Gg k
i  , 

Rr j
i  , Ss p

i  , Bbq
i  ; 

*~k
ig , *~ j

ir , *~ p
is , *~q

ib  – относительные ин-
тенсивности проявления свойств элементов 
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Gg k
i  , Rr j

i  , Ss p
i  , Bbq

i  , определяе-
мые по соотношениям вида: 

k
i

k
ik

i g
gg ~max

~~ *  , j
i

j
ij

i r
rr

max

~~ *  ,  

p
i

p
ip

i s
ss ~max

~~ *  , q
i

q
iq

i b
bb ~max

~~ *  ,   (1) 

где k
ig~max , j

ir~max , p
is~max , q

ib~max  – мак-
симальные абсолютные интенсивности проявле-
ния свойств элементов Gg k

i  , Rr j
i  , 

Ss p
i  , Bbq

i  . 
Тогда интенсивность проявления свойств 

элемента i
z
i Xx   будем обозначать следующим 

образом:    q
i

p
i

j
i

k
i

z
i bsrgx ~,~,~,~~ . Знаком 

суммы мы обозначаем линейную комбинацию 
относительных интенсивностей проявления 
свойств элементов Gg k

i  , Rr j
i  , Ss p

i  , 

Bbq
i   в предположении их равновесности в 

указанной комбинации. 
Множество элементов z

ix~  нами предложе-
но называть множеством RL . Также нами разра-
ботана аксиоматика этого множества и показано, 
что непустое множество RL  является абелевой 
группой, а совокупность непустых множеств 
элементов iX  (множеств ресурсов) и соответст-
вующие им абелевы группы RL  интенсивностей 
проявления свойств этих элементов мы называ-
ем пространством ресурсов X (не в алгебраиче-
ском смысле). 

Таким образом, нами предложен принципи-
ально новый подход к представлению разнород-
ных ресурсов (ресурсов различного генезиса) 
сетевых структур градостроительных систем на-
селенных пунктов, основанный на аксиоматиче-
ском задании и формализованном описании 
множества ресурсов. Подобное представление 
ресурсов в виде пространства позволяет опери-
ровать ресурсами на языке алгебры множеств, 
что дает возможность количественно оценивать 
ресурсы для каждого элементарного участка-
таксона и задавать их в сепарабельном виде. 

Математическая технология количест-
венной оценки состояния ресурсов сетевой 
структуры ГСНП. Рассмотрим теперь, каким 
образом будет производиться количественная 
оценка ресурсов. Изложим вначале в аксиомати-
ческом виде те упрощения, которые позволяют 
нам это сделать. 

Аксиома 1. Отдельный элементарный уча-
сток-таксон содержит не более одного строи-
тельного элемента. 

Аксиома 2. Строительные, коммуникацион-
ные, энергетические и людские ресурсы Ss p

i   

( ni ,1 ; lp ,1 ) для каждого отдельного эле-
ментарного участка-таксона полагаются одина-
ковыми и равными одной относительной услов-
ной единице. 

Аксиома 3. Ресурсы в пределах отдельного 
элементарного участка-таксона полностью опре-
деляются элементами Gg k

i   

( ni ,1 , mk ,1 ), Rr j
i   

( ni ,1 , cj ,1 ), Bbq
i   

( ni ,1 , tq ,1 ), Ss p
i    

( ni ,1 ; lp ,1 ) при consts p
i  . 

С этих позиций пространство ресурсов X мы 
можем рассматривать как некоторое пространст-
во, состояние которого в каждой точке этого 
пространства будет зависеть от риск-состояний 
среды градостроительной системы населенных 
пунктов. В связи с этим введем следующие по-
нятия. 

Определение 1. Невозмущенным режимом 
функционирования пространства ресурсов X в 
каждом его элементарном объеме будем назы-
вать поведение пространства при отсутствии 
проявлений на территории ГСНП опасных при-
родных и природно-техногенных процессов гео-
динамического происхождения. Состояние про-
странства X, соответствующее такому режиму 
его функционирования, назовем равновесным 
состоянием. 

Определение 2. Режим функционирования 
пространства X в каждом его элементарном объ-
еме в условиях проявления на территории ГСНП 
опасных природных и природно-техногенных 
процессов геодинамического происхождения 
будем называть возмущенным, а состояние про-
странства X – неравновесным состоянием. 

Определение 3. Полем состояний S про-
странства ресурсов X назовем упорядоченную 
совокупность состояний Si (i = 1, …, n), каждое 
из которых количественно характеризует вели-
чину отклонения поведения пространства X от 
его невозмущенного режима функционирования. 

Отдельные состояния будем называть эле-
ментами поля состояний, при этом значение 
элемента Si поля состояний S, соответствующего 
невозмущенному режиму функционирования 
пространства X, будем полагать величиной бес-
конечно малой. 
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Определение 4. Под масштабным парамет-
ром   будем понимать выраженную в относи-
тельных единицах линейную протяженность 
ГСНП вдоль приоритетного направления, т.е. 
того направления, вдоль которого оценивается 
величина определенных нами выше ресурсов для 
решения задачи об оптимальном размещении 
строительных объектов на территории ГСНП. 
При этом величина масштабного параметра 

 1;0 . 
Определение 5. Под интервалом характери-

стического времени   будем понимать период 
времени, на котором выполняется оценка режи-
мов функционирования пространства X ГСНП. 
Будем также полагать, что значения характери-
стического времени  1;0 . 

В таком случае проекции значений поля со-
стояний S пространства ресурсов X будем счи-
тать принадлежащими фазовому пространству 

),(  . 
Для количественной оценки поля состояний 

пространства ресурсов X градостроительной 
системы населенных пунктов введем следующие 
функции. 

Определение 6. Функцией состояний 
);( W  назовем функцию, определяющую в 

каждой точке фазового пространства ),(   ве-
личину значений поля состояний пространства 
ресурсов X. 

Определение 7. Функцией компенсации 
);( F  назовем функцию, определяющую в 

каждой точке фазового пространства ),(   из-
менение величины значений поля состояний 
пространства ресурсов X, т.е. величину «возму-
щения», стремящегося вернуть пространство 
ресурсов X в равновесное состояние. 

Функцию );( W  определим как функ-
цию, удовлетворяющую уравнению 

0);(22  W , так как поле состояний явля-
ется равновесной системой. Решением этого 
уравнения, как известно, является функция вида 

    
).sin(

);(






k

chkDBshkCAW
(2) 

Тогда функцию );( F  определим на ос-

новании соотношения ),();(  gradWF 


,  

т.е. 









 jWiWF





 ),(),();(


,  (3) 

где 

ji ,  – единичные векторы координатных 

осей   и   соответственно.  
В таком случае компоненты функции 

);( F  представляют собой: 

1) функцию 







),();( Wf p , опреде-

ляемую как частная производная по переменной 
  (масштабный параметр) на основании того, 
что часть компенсирующих факторов природно-
го и антропогенного характера существенным 
образом зависит от морфоструктурного типа 
территории, особенностей ландшафта, площади 
территории, гидрологической и гидрогеологиче-
ской сети и т.п. факторов; 

2) функцию 







),();( Wf s , опреде-

ляемую как частная производная по переменной 
  (характеристическое время), поскольку часть 

компенсирующих факторов природного и ан-
тропогенного характера проявляется только 
спустя некоторое время после реализации опас-
ного природного или природно-техногенного 
процесса геодинамического происхождения. 

Т.е. функцию );( pf  можно определить 
как функцию территориальной компенсации, а 
функцию );( sf  можно определить как функ-
цию временной компенсации, зависящую от 
времени реакции природной, техногенной и ан-
тропогенной сред на проявление опасных при-
родных или природно-техногенных процессов 
геодинамического происхождения. 

Тогда на основании выражений (2) и (3) 
компоненты функции компенсации );( F  бу-
дут находиться по следующим соотношениям: 

 
 

  
  


















































).sin(

),(

),cos(

),(













k
chkDCAk

shkCDBk
f

k
chkDB

shkCA
kf

s

p

   (4) 

Изменение значений элементов поля состоя-
ний пространства ресурсов X в каждой точке фа-
зового пространства );(   будем оценивать на 
основании следующего соотношения: 

),(),(,( 22  sp ffF  .   (5) 
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Приведем также систему расчетных уравне-
ний для определения функций );( pf  и 

);( sf : 

 
 

 


























































.1
)sin(

),(

,
1

)cos(
),(

1
0

1
0

m

n

nn

s

m

n

nn

p

chkk
shkk

kf
Ff

shkk
chkk

kf
Ff














   (6) 

По соотношениям системы (6) и выражению 
(5) были рассчитаны значения поля состояний 
пространства ресурсов для различных модель-
ных видов проявлений воздействий в среде 
ГСНП опасных факторов геодинамического 
происхождения. 

Фазовые диаграммы поля риск-состояний 
для среды ГСНП при модельных воздействиях 
параболического вида 21)(    (тип 1) и 

нормального вида 
2

2

2

2
1)( 







 e  (тип 2) 

приведены на рисунке 1 и рисунке 2. 
Подобная математическая технология по-

зволяет оценить интенсивности воздействий на 
среду ГСНП опасных факторов геодинамическо-
го происхождения и строить распределенные 
фазовые диаграммы риск-состояний для множе-
ства элементарных участков-таксонов, полно-
стью покрывающих территорию исследуемой 
ГСНП. 

Практическая реализация проблемы оп-
тимального размещения строительных объ-
ектов. Предположим, что на территории некото-
рой ГСНП планируется размещение некоторого 
множества строительных объектов (СО) 

 vhoO h ,1|   (рисунок 3). При этом извест-

ны свойства этих объектов Ss p
h   

( vh ,1 ; lp ,1 ), полностью удовлетворяющие 
условиям аксиом 1 и 2. Также предположим, что 
для участков-таксонов iy  ( ni ,1 ) нам извест-

ны их свойства Gg k
i   ( ni ,1 , mk ,1 ), 

Rr j
i   ( ni ,1 , cj ,1 ), Bbq

i   

( ni ,1 , tq ,1 ), полностью удовлетворяющие 
условиям аксиом 1 и 3. При этом полагается, что 

участки-таксоны полностью покрывают терри-
торию рассматриваемой ГСНП. 
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Рисунок 1  Фазовая диаграмма поля состояний 

пространства ресурсов  
(риск-состояний среды ГСНП) 
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Рисунок 2  Фазовая диаграмма поля состояний 
пространства ресурсов (риск-состояний среды 

ГСНП) при модельном воздействии нормального 
вида (тип 2) 

Требуется: 1) определить, насколько опти-
мально планируемое размещение СО в пределах 
территории ГСНП с точки зрения их безопасно-
сти в отношении проявления рисков геодинами-
ческой природы; 2) если ряд СО (или все СО) 
находятся на опасных участках, выполнить но-
вую планировку размещения этих строительных 
объектов с учетом оптимальности их перемеще-
ния на новые места. 
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Рисунок 3  Планируемое размещение  

строительных объектов на территории ГСНП.  
На рисунке схематично обозначена  

гидрологическая сеть. Цена единицы деления по 
осям координат составляет 100 м 

Рассмотрим идеологию решения этой задачи 
на примере некоторого конкретного строитель-
ного объекта Oot  . В первую очередь, необхо-
димо определить положение СО в пространстве 
координат ГСНП. Определим это пространство 
как пространство );;0( U , где   – условная 
долгота (x-координата);   – условная широта (y-
координата); 0 – начало отсчета. При этом будем 
полагать, что начало отсчета совмещено с левым 
нижним углом схемы, отображающей террито-
рию ГСНП. Тогда его координаты будут 

);( 00  . Поскольку множество строительных 
объектов удовлетворяет условиям аксиом 1 и 2, 
то мы значительно упрощаем нашу задачу, пола-
гая, что наш СО является «точечным» и принад-
лежащим конкретно одному определенному 
элементарному участку-таксону, и координаты 
конкретного объекта обозначим как );( tt  . 

В этом случае мы будем знать свойства сре-
ды этого таксона и соответственно величину 
риска 

toR  для строительного объекта Oot  . 

Если величина этого риска reaso RR
t
  ( reasR – 

величина допустимого риска; reasonable – «ра-
зумный»), то СО может оставаться на прежнем 
месте его размещения, если же reaso RR

t
 , то 

необходимо переместить строительный объект 
Oot   в другую позицию на территории ГСНП. 

При этом необходимо учитывать два сле-
дующих момента: 

1) на новом месте расположения СО (месте 
расположения с координатами );( tt    величина 
риска должна удовлетворять условию 

reaso RR
t
 ; 
2) перемещение необходимо производить 

таким образом, чтобы строительный объект ока-
зался бы на наименьшем расстоянии от преды-
дущего места расположения данного объекта, 
т.е. должно быть выполнено условие минимиза-
ции длины пути перемещения строительного 
объекта. 

Опишем теперь кратко алгоритм перемеще-
ния единичного «точечного» строительного объ-
екта Oot  . 

1. Выполняется оценка риска, т.е. оценка 
риск-состояний для каждого элементарного уча-
стка-таксона iy  ( ni ,1 ) вдоль совокупности 
взаимно-перпендикулярных профилей, на кото-
рые разбивается исследуемая территория ГСНП. 
Выполнение этой оценки представляет собой 
последовательность следующих действий. 

1.1. Вводится информация по величинам 
k
ig~ , j

ir~ , p
is~ , q

ib~ , являющимся составляющими 
элементов непустого множества ресурсов 

 dznixX z
ii ,1;,1:  . При этом полагается, 

что величины k
ig~ , j

ir~ , p
is~ , q

ib~  полностью 
удовлетворяют условиям аксиом 2 и 3. 

1.2. Определяются величины k
ig~max , 

j
ir~max , p

is~max , q
ib~max . 

1.3. Рассчитываются величины *~k
ig , *~ j

ir , 
*~ p

is , *~q
ib , определяемые по соотношениям вида 

(1). 
1.4. Находится интенсивность проявления 

свойств элементов i
z
i Xx   в соответствии с со-

отношением вида    q
i

p
i

j
i

k
i

z
i bsrgx ~,~,~,~~ . 

1.5. Вводятся линейные размеры территории 
ГСНП, а также временной интервал оценки со-
стояния исследуемой территории и на основании 
этого определяются масштабный параметр   и 
характеристическое время  .Тем самым зада-
ются параметры фазового пространства оценки 
риск-состояний ),(  . 

1.6. На основе информации об интенсивно-
сти проявления свойств элементов i

z
i Xx  , со-

отношений (5), (6) строится фазовая диаграмма 
поля состояний ресурсов (риск-состояний среды 
ГСНП) при воздействии на пространство ресур-
сов X, определяемое интенсивностями проявле-
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ния свойств элементов i
z
i Xx  . 

1.7. Выполняется обратный переход к ли-
нейным размерам территории на основе объеди-
нения информации по риск-состояниям для от-
дельных элементарных участков-таксонов. 

2. Проверка безопасности планируемого 
места расположения строительного объекта. Та-
кая проверка, как мы уже указывали выше, вы-
полняется на основании соотношения 

reaso RR
t
 , где reasR – величина допустимого 

риска, которая задается в ходе реализации алго-
ритма. Если это условие выполняется, то строи-
тельный объект остается на прежнем месте его 
размещения и работа алгоритма для данного 
объекта на этом завершается, если же 

reaso RR
t
 , то строительный объект необходимо 

переместить в другую позицию на территории 
ГСНП, т.е. алгоритм переходит к следующему 
этапу его реализации (при множестве объектов, 
требуемых к перемещению, формируется массив 
таких строительных объектов nO ). 

3. Выборка безопасного с точки зрения риск-
состояний элементарного участка-таксона, пред-
полагаемого для нового места размещения 
строительного объекта.  

4. Выполняется анализ массива участков-

таксонов nY~  (массив, в который включаются 
участки-таксоны, которые могут быть занятыми 
перемещенным строительным объектом) на 
предмет определения таксона, находящегося на 
минимальном расстоянии от предыдущего места 
расположения строительного объекта. Т.е. фак-
тически этап 3 и этап 4 представляют собой 
практическую реализацию линейных задач син-
теза сетевой структуры коммуникационного ти-
па. Если данная задача решается для одного кон-
кретного СО, то алгоритм завершается, если же 
она реализуется для некоторого множества СО, 
то переходим к выполнению следующего, по-
следнего этапа. 

5. Формируем массив участков-таксонов 

mY  , в который включаются участки-таксоны, 
занятые перемещенными строительными объек-
тами, и массив координат перемещенных СО 

lO , и переходим к выполнению п. 2. 
После исчерпания множества строительных 

объектов работа алгоритма завершается, и дан-
ные записываются в выходной файл в виде ко-
ординат новых мест размещения строительных 
объектов, который затем графически интерпре-
тируется в виде карты-схемы оптимизации раз-
мещения СО. 

Таким образом, пространство ресурсов X, 
поле его состояний S, набор соотношений (3) (5), 
(6), а также совокупность соответствующих им 
аксиом, правил и условий их обработки назовем 
моделью оптимизации размещения строитель-
ных объектов на территории градостроительной 
системы населенных пунктов, а последователь-
ность и правила практической реализации этой 
модели, изложенные выше, назовем алгоритмом 
оптимизации размещения строительных объек-
тов на территории градостроительной системы 
населенных пунктов. 

Приведем теперь конкретный пример прак-
тической реализации модели и алгоритма опти-
мизации размещения строительных объектов на 
территории градостроительной системы насе-
ленных пунктов, представленной на рисунке 3. 

В ходе реализации п. 1 алгоритма оптимиза-
ции размещения строительных объектов на тер-
ритории данной ГСНП была выполнена оценка 
риск-состояния среды этой системы (рисунок 4). 

 
Рисунок 4  Эквипотенциальное распределение 
величин риск-состояния для среды модельной 

ГСНП 

Затем была выполнена проверка безопасно-
сти планируемых мест расположения строитель-
ных объектов на территории исследуемой мо-
дельной ГСНП при принятом значении допус-
тимого риска 75.0reasR . Т.е. при значениях 
риска 75.0

toR  строительный объект должен 
быть перемещен на новое, более безопасное ме-
сто его расположения, туда, где в данном случае 

75.0
toR . Результаты такой проверки приве-

дены на рисунке 5 (черным цветом обозначены 
СО, находящиеся в местах повышенного риска). 
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Рисунок 5  Результаты проверки безопасности 
планируемых мест расположения строительных 
объектов на территории исследуемой модельной 

ГСНП 
Как видно из данных, представленных на 

рисунке 5, запланированные места расположе-
ния 40 из 274 строительных объектов находятся 
на участках со значениями риска, превышающи-
ми допустимую величину в 0.75. 

Представим теперь карту-схему оптималь-
ного размещения строительных объектов на тер-
ритории ГСНП, на которой обозначены новые 
места перемещенных СО после реализации ос-
тальных пунктов рассмотренного выше алго-
ритма (рисунок 6). 

 
Рисунок 6  Карта-схема оптимального размеще-
ния строительных объектов на территории ГСНП 

Как видно из информации, приведенной на 
рисунке 6, все перемещенные на новые места СО 

(обведены кружками) оказались на участках тер-
ритории ГСНП, на которых величина риска 
меньше принятого нами значения допустимого 
риска, что говорит о работоспособности и досто-
верности представленных модели и соответст-
вующего ей алгоритма оптимизации размещения 
строительных объектов. 

Заключение. В заключение настоящей ста-
тьи отметим следующее. 

Нами разработаны и предложены новые мо-
дель и алгоритм оптимального размещения пла-
нируемых строительных объектов на территории 
градостроительных систем населенных пунктов. 
Практическая реализация предложенной модели 
и соответствующего ей алгоритма показала их 
работоспособность и достоверность. Использо-
вание этой модели и алгоритма оптимизации 
размещения строительных объектов может быть 
рекомендовано не только в практических целях 
для разработки проектов планировочных реше-
ний, но также быть применено для предвари-
тельной оценки эффективности принимаемых 
решений при разработке стратегии управления 
развитием градостроительных систем населен-
ных пунктов. 
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ SVM-АЛГОРИТМА ДЛЯ УТОЧНЕНИЯ 

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КЛАССИФИКАЦИИ ОБЪЕКТОВ 
С ПРИМЕНЕНИЕМ АЛГОРИТМОВ КЛАСТЕРИЗАЦИИ 

Рассматривается задача классификации объектов с применением алго-
ритмов кластеризации. Показана целесообразность использования SVM-
алгоритма для уточнения классификационного решения, полученного с при-
менением алгоритмов кластеризации. Предложены способы формирования 
обучающей выборки для SVM-алгоритма, реализующие различные варианты 
учета классификационных решений, полученных с применением алгоритмов 
кластеризации. 

Ключевые слова: классификация, кластеризация, алгоритм кластериза-
ции, SVM-алгоритм, обучающая выборка. 

Введение. Один из современных подходов к 
решению задачи классификации объектов осно-
ван на использовании SVM-алгоритма (Support 
Vector Machines, SVM), предложенного В.Н. 
Вапником [1]. Классификаторы, разработанные 
на основе SVM-алгоритма, успешно использу-
ются для решения классификационных задач в 
различных прикладных областях. SVM-алгоритм 
реализует построение классификатора с макси-
мальным зазором и относится к группе гранич-
ных алгоритмов и методов классификации, так 
как определяет принадлежность объектов к 
классам с помощью границ областей и реализует 
«обучение с учителем» (обучение по прецеден-
там) [1]. 

SVM-алгоритм обеспечивает перевод ис-
ходных векторов характеристик классифици-
руемых объектов в пространство более высокой 
размерности и поиск разделяющей гиперплоско-
сти с максимальным зазором в этом пространст-
ве [1 – 3]. По обеим сторонам гиперплоскости, 
разделяющей классы, строятся две параллельных 
гиперплоскости, определяющие границы классов 
и находящиеся на максимально возможном рас-
стоянии друг от друга. Ближайшие к параллель-
ным гиперплоскостям векторы характеристик 
классифицируемых объектов называются опор-
ными векторами. SVM-алгоритм работает в 
предположении, что чем больше расстояние ме-
жду этими параллельными гиперплоскостями, 
тем меньше средняя ошибка классификатора. На 
рисунке 1 приведен пример построения разде-
ляющей гиперплоскости в пространстве D-2. 

Базовый SVM-алгоритм реализует решение 
задачи бинарной классификации объектов. При 

этом предполагается, что в обучающей и тесто-
вой выборках каждому объекту iz  ( si ,1 ) по-
ставлен в соответствие l -мерный вектор, описы-
вающий характеристики объекта iz  и принадле-
жащий некоторому гиперкубу в пространстве 
характеристик. В частности, координатами век-
тора характеристик объекта iz  могут быть чи-
словые значения из [0,1]. Целесообразность ра-
боты с гиперкубом данных объясняется тем, что 
в противном случае векторы, значения характе-
ристик которых имеют большие отклонения от 
средних значений характеристик всех векторов 
будут очень сильно влиять на формируемый 
SVM-классификатор, и, как следствие на резуль-
таты классификации. Кроме того, предполагает-
ся, что в обучающей и тестовой выборках каж-
дому объекту iz  поставлено в соответствие чис-
ло iy , принимающее значение −1 или 1, в зави-
симости от того, какому классу принадлежит 
объект iz . Таким образом, можно говорить о на-
личии пар вида «вход – выход» ),( ii yz  в обу-
чающей и тестовой выборках. 

 

 
Рисунок 1 – Линейное разделение классов 
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Для построения «наилучшего» SVM-
классификатора необходима реализация много-
кратного обучения и тестирования на разных 
случайным образом сформированных обучаю-
щей [размером S  ( sS  )] и тестовой (размером 

Ss  ) выборках с последующим определением 
«наилучшего» SVM-классификатора в смысле 
обеспечения максимально возможного качества 
классификации, для оценки которого обычно 
используют полноту и точность классификации 
[1 – 3]. 

При удовлетворительном качестве обучения 
и тестирования полученный SVM-
классификатор может быть применен для клас-
сификации новых объектов [1]. 

Успешность применения SVM-алгоритма 
при решении классификационных задач опреде-
ляется качеством используемых обучающей и 
тестовой выборок данных. Однако зачастую 
приходится решать вопросы классификации 
объектов в условиях отсутствия какой-либо ап-
риорной информации о возможной классовой 
принадлежности хотя бы части объектов, нали-
чие которой позволило бы сформировать обу-
чающую и тестовую выборки данных. 

В этом случае для классификации объектов 
может быть использован подход, основанный на 
применении тех или иных алгоритмов кластери-
зации, например, четкого алгоритма k-средних, 
EM-алгоритма, а также алгоритмов кластериза-
ции в условиях неопределенности, например, 
алгоритмов нечеткой, возможностной и возмож-
ностно-нечеткой кластеризации – FCM-, PCM- и 
PFCM-алгоритмов [4 – 8]. 

Как показывает анализ, главной проблемой 
при использовании алгоритмов кластеризации в 
условиях неопределенности для решения задачи 
классификации объектов, является то, что сама 
идея кластеризации основана на предположении, 
что кластеры, образуемые объектами кластериза-
ции, имеют гиперсферическую форму или фор-
му, близкую к ней. Поскольку в реальности кла-
стеры могут иметь произвольную форму, а в 
анализируемых данных могут присутствовать 
объекты-шумы, то полученные с помощью алго-
ритма кластеризации в условиях неопределенно-
сти (FCM-, PCM- или PFCM-алгоритма) резуль-
таты кластеризации, даже если они признаны 
удовлетворительными, могут содержать те или 
иные ошибки относительно кластерной принад-
лежности некоторых объектов (не говоря уже о 
возможных погрешностях оценки координат 
центров кластеров). В связи с этим целесообраз-
но выполнять уточнение результатов кластери-
зации. 

Совместное использование SVM-алгоритма 

и алгоритмов кластеризации в условиях неопре-
деленности, с одной стороны, позволит решить 
проблему формирования обучающей и тестовой 
выборок для построения SVM-классификатора, а 
с другой – обеспечит решение задачи уточнения 
результатов кластеризации. При этом очевидна 
перспективность одновременного анализа част-
ных результатов кластеризации объектов с при-
менением различных алгоритмов кластеризации 
с целью формирования консолидирующих обу-
чающей и тестовой выборок данных. 

Цель работы – разработка и исследование 
интеллектуальной технологии классификации 
объектов, основанной на совместном примене-
нии SVM-алгоритма и алгоритмов кластериза-
ции в условиях неопределенности. 

Теоретическая часть. Пусть X  – множест-
во объектов, подлежащих классификации. Каж-
дому объекту в соответствие ставится вектор 
числовых значений характеристик 

),,,( 21 l
iiii xxxx  , где j

ix – числовое значение    
j-й характеристики для i-го объекта ( ni ,1 ; 

lj ,1 ). 
Пусть, кроме того, имеется набор пар вида 

«вход – выход» ),( ii yz  ( si ,1 ), где iz  – объект, 
аналогичный объектам ix  ( ni ,1 ), подлежащим 
классификации; iy  – число (–1 или 1), характе-
ризующее классовую принадлежность объекта. 

Данный набор может быть использован для 
формирования обучающей и тестовой выборок 
при построении SVM-классификатора, который 
в дальнейшем может быть применен для клас-
сификации объектов ix  ( ni ,1 ) из множества 
X . 

Пусть из набора пар ),( ii yz  ( si ,1 ) случай-
ным образом выбраны S  пар и сформирована 
обучающая выборка. 

Разделяющая гиперперплоскость для объек-
тов из обучающей выборки может быть задана 
уравнением 0,  bzw , где w  − вектор-
перпендикуляр к разделяющей гиперплоскости; 
b  − параметр, соответствующий кратчайшему 
расстоянию от начала координат до гиперпло-
скости;  zw,  − скалярное произведение век-
торов w  и z  [3]. Условие 1,1  bzw  
задает полосу, которая разделяет классы, и чем 
шире полоса, тем увереннее можно классифици-
ровать объекты. При этом объекты, ближайшие 
к разделяющей гиперплоскости, расположены 
точно на границах полосы. 

В случае линейной разделимости классов 
можно выбрать гиперплоскости таким образом, 
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чтобы между ними не лежал ни один объект из 
обучающей выборки и затем максимизировать 
расстояние между гиперплоскостями (ширину 
полосы)  ww,2 , решив задачу квадратичной 
оптимизации: 








.S1,,1),w(y
,min,
ibz

ww

ii

                     (1) 

Поскольку при решении задачи классифика-
ции объектов приходится выполнять построение 
SVM-классификатора как в случае линейной раз-
делимости классов, так и в случае линейной не-
разделимости классов, то, с учетом теоремы Ку-
на-Таккера, в общем случае задача построения 
разделяющей гиперплоскости может быть пере-
формулирована как двойственная задача поиска 
седловой точки функции Лагранжа, которая сво-
дится к задаче квадратичного программирова-
ния, содержащей только двойственные перемен-
ные [1 – 3]: 
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где i  – двойственная переменная; iz  – объект из 
обучающей выборки; iy  – число (–1 или 1), ха-
рактеризующее классовую принадлежность объ-
екта iz  из обучающей выборки; ),( ji zzk  – функ-
ция ядра; C  – параметр регуляризации ( 0C ); 

 S  – количество объектов в обучающей выборке; 
Si 1, . 

В процессе обучения SVM-классификатора в 
l -мерном пространстве характеристик может 
быть реализована линейная классификация (в 
случае линейной разделимости классов в исход-
ном пространстве характеристик) с построением 
оптимальной разделяющей гиперплоскости либо 
нелинейная классификация (в случае линейной 
неразделимости классов в исходном пространст-
ве характеристик и необходимости повышения 
размерности пространства) [3]. При этом в слу-
чае линейной классификации в (2) вместо ядра 

),( ji zzk , позволяющего разделить объекты раз-
ных классов, используется скалярное произведе-
ние  ji zz , . 

В качестве ядер ),( ji zzk  используют функции 
[3]: 

 полиномиальную 
d

jiji zzzzk 1),(),(  ;                             (3) 

 радиальную базисную 

   ))2/(,(),( 2 jijiji zzzzexpzzk ;     (4) 

 сигмоидную 
             ),(),( 10  jiji zzkkthzzk ;               (5) 

где d  [ d (по умолчанию 3d )],   [ 0  
(по умолчанию 12  )], 0k  [ 00 k  (по умолча-
нию 10 k )] и 1k  [ 01 k  (по умолчанию 11 k )] 
– некоторые параметры; th  – гиперболический 
тангенс. 

В ходе обучения SVM-классификатора оп-
ределяются опорные векторы – векторы харак-
теристик объектов из обучающей выборки, для 
которых 0i  [3]. Опорные векторы находятся 
ближе всего к гиперплоскости, разделяющей 
классы, и несут всю информацию о разделении 
классов (поэтому остальные векторы характери-
стик обучающей выборки в дальнейшем уже не 
учитываются). 

Если задача (2) решена, то классификация 
некоторого объекта x  может быть выполнена с 
использованием следующего правила: 

)),(()(
1




S

i
iii bxzkysignx  ,              (6) 

где ii yzwb  , ; 



S

i
iii zyw

1
 . 

Реально суммирование в правиле (6) выпол-
няется лишь по опорным векторам (то есть по 
объектам из обучающей выборки, для которых 

0i ). 
При построении SVM-классификатора при-

ходится сталкиваться с рядом проблем, связан-
ных с выбором ядра ),( ji zzk  и его параметров, а 
также с выбором параметра регуляризации C , 
позволяющего найти компромисс между макси-
мизацией полосы, разделяющей классы, и мини-
мизацией суммарной ошибки SVM-
классификатора [3]. В связи с этим для определе-
ния оптимальных значений двойственных пере-
менных i  ( Si ,1 ) в (2) требуется многократное 
обучение SVM-классификатора. Так, например, 
обычно параметр C  выбирают, используя до-
вольно трудоёмкий критерий скользящего кон-
троля, а в случае одновременного поиска опти-
мальных значений параметра C  и параметров 
ядра реализуют переборный метод поиска по 
узлам сетки, что сопровождается еще большими 
вычислительными затратами [2]. При этом время 
обучения SVM-классификатора существенно за-
висит от количества опорных векторов: чем 
больше опорных векторов в классе, тем больше 
времени потребуется для обучения. 
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Зачастую при построении SVM-
классификатора возникает проблема выбора из 
общего списка характеристик объектов тех ха-
рактеристик, которые реально оказывают влия-
ние на результаты классификации. Несомненно, 
что решение этой проблемы также сопровожда-
ется значительными временными затратами. 

Для сокращения времени построения SVM-
классификатора, обеспечивающего получение 
адекватных результатов классификации объек-
тов с приемлемыми временными затратами, це-
лесообразно использование оптимизационных 
алгоритмов, в частности, генетических алгорит-
мов (ГА), хорошо зарекомендовавших себя при 
решении широкого спектра задач оптимизации 
[9]. 

Соответствующий выбор способа кодирова-
ния хромосомы в ГА позволит выполнить одно-
временную оптимизацию, например, по значе-
ниям параметра C  и параметрам ядра ),( ji zzk , а 
также – осуществить выбор характеристик объ-
ектов классификации, реально влияющих на ре-
зультаты классификации. Так, первые l  генов в 
хромосоме могут быть отведены под индикаторы 
влияния характеристик объектов на качество 
классификации, а несколько последних генов – 
под значение параметра C , а также под индика-
тор типа ядра и значение (значения) параметров 
ядра. 

В этом случае можно говорить о ГА с хро-
мосомой переменной длины, поскольку длина 
хромосомы будет определяться типом функции 
ядра [в соответствии с формулами (3) – (5)], и, 
следовательно, количеством параметров у этого 
типа функции ядра. При этом первые l  генов в 
хромосоме будут кодироваться числами 0 и 1, 
которые декларируют соответственно отсутст-
вие учета и необходимость учета некоторой ха-
рактеристики при разработке SVM-
классификатора; ( 1l ) ген – номером типа 
функции ядра (например, числами 1, 2 и 3), а 
последние один или два гена, соответствующи-
ми значениям параметров ядра. 

При реализации ГА предлагается в качестве 
точек скрещивания хромосом выбирать гены с 
номерами p  такими, что lp 1  ( Np ), а в 
качестве точек мутации – любые гены. При вы-
полнении операции мутации диапазоны измене-
ния значений последних одного или двух генов 
будут определяться значением гена, отвечающе-
го за тип функции ядра (если тип функции ядра в 
хромосоме-потомке совпадает с типом ядра в 
хромосоме-родителе, то значения последних од-
ного или двух генов могут подвергаться мутации 
в пределах своих диапазонов изменения; если 

тип функции ядра в хромосоме-потомке не сов-
падает с типом ядра в хромосоме-родителе, то 
значения последних одного или двух генов под-
вергаются обязательной мутации в пределах но-
вых диапазонов изменения, соответствующих 
новому типу ядра). 

В качестве функции соответствия ГА может 
использоваться, например, показатель точности 
классификации, вычисляемый как: 

                       )( FTT  ,                        (7) 
где T  (true) – количество объектов, правильно 
отнесенных к классу; F  (false) – количество 
объектов, неправильно отнесенных к классу. 

SVM-алгоритм реализует бинарную класси-
фикацию, но может быть применен для выпол-
нения мультиклассовой классификации при ис-
пользовании стратегий выбора решений «один 
против всех» (one-against-all) и «каждый против 
каждого» (one-against-one) [10]. В первом случае 
строится q  классификаторов так, что каждый 
класс r  сопоставляется с остальными ( 1q ) 
классами, то есть в каждом из r  случаев выбор 
осуществляется из двух вариантов: «класс r » и 
«не класс r ». Итоговое решение по всем клас-
сам принимается по схеме «победитель забирает 
всё» (winner takes all). Во втором случае класси-
фикаторы строятся для каждой пары классов для 
того, чтобы можно было однозначно разделить 
любые два класса. Количество классификаторов 
при этом равно 2)1(  qq . Каждый из обучен-
ных классификаторов определяет для классифи-
цируемого объекта информацию о его принад-
лежности одному из двух классов, участвовав-
ших в обучении. К полученному множеству ре-
шений о классовой принадлежности объекта 
применяется правило большинства голосов и 
класс, выбранный большинством классификато-
ров, принимается за искомый. 

Как показывает анализ, главной проблемой 
при использовании SVM-алгоритма для по-
строения SVM-классификатора является про-
блема низкого качества (репрезентативности) 
обучающей и тестовой выборок данных, а иногда 
и их отсутствия. 

Поскольку зачастую приходится выполнять 
классификацию объектов в условиях отсутствия 
априорной информации о возможной классовой 
принадлежности хотя бы части объектов (что по-
зволило бы сформировать обучающую и тесто-
вую выборки данных), то в этом случае для клас-
сификации объектов целесообразно использовать 
подход, основанный на применении алгоритмов 
кластеризации, в частности, алгоритмов класте-
ризации в условиях неопределенности (таких, как 
FCM-, PCM- и PFCM-алгоритмы) [4 – 8]. Так как 
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не всегда возможна однозначная классификация 
объектов, то целесообразно применять именно 
алгоритмы кластеризации в условиях неопреде-
ленности, основанные на использовании аппарата 
теории нечетких множеств и реализующие ту или 
иную интерпретацию неопределенности. Такие 
алгоритмы кластеризации допускают принадлеж-
ность объекта к нескольким кластерам одновре-
менно. 

При реализации алгоритмов кластеризации в 
условиях неопределенности для вычисления рас-
стояния ),( qi xxd  между объектами ix  и qx  в l -
мерном пространстве характеристик может быть 
использована функция, основанная на вычисле-
нии евклидовой метрики: 

          50

1

2 )( )()( .l

j

j
q

j
iqi xxx,xd 


 .                (8) 

FCM-алгоритм (алгоритм нечетких               
c -средних, fuzzy c -means) реализует нечеткую 
интерпретацию неопределенности и является 
итерационным алгоритмом, вычисляющим зна-
чения функций принадлежности (ФП) объектов 
кластерам и координаты центров кластеров в 
соответствии со значениями ФП [4]. 

FCM-алгоритм осуществляет минимизацию 
целевой функции [4]: 
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где )]([ ir xuU   – нечеткое c -разбиение множест-
ва объектов X  на основе ФП )( ir xu , опреде-
ляющих степень принадлежности i -го объекта 
r -му кластеру; ),...,( 1 cvvV   – центры кластеров; 

),( ir xvd  – расстояние между центром кластера 

rv  и объектом ix  в соответствии с (8); m  – фаз-
зификатор ( Rm , 1m ); c  – количество кла-
стеров; n  – количество объектов; ni ,1 ; cr ,1 . 

FCM-алгоритм предполагает выполнение 
следующих шагов [4]. 

1. Инициализация начального c -разбиения 
)]([ ir xuU  , удовлетворяющего условию (10). 

2. Вычисление координат центров класте-
ров: 
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3. Вычисление значений ФП: 
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4. Шаги 2 и 3 повторяются до тех пор, пока 
не будет выполнено заданное количество итера-
ций H  или не будет достигнута заданная точ-
ность  ),(),( VUJVUJ , где ),( VUJ , 

),( VUJ   – значения целевой функции (9) на двух 
последовательных итерациях. 

FCM-алгоритм не всегда точно оценивает 
координаты центров кластеров из-за используе-
мого возможностного принуждения, задаваемого 
ограничением (10) [4]. Поэтому атипичные объ-
екты (объекты-шумы), расположенные на оди-
наковом расстоянии от реальных центров кла-
стеров, могут сильно влиять на оценки коорди-
нат центров кластеров, и, следовательно, на 
окончательные результаты кластеризации. Для 
уменьшения влияния атипичных объектов на 
результаты кластеризации может быть использо-
ван PCM-алгоритм [4]. 

PCM-алгоритм (алгоритм возможностных 
c -средних, possibilistic c -means) реализует воз-
можностную интерпретацию неопределенности 
и является итерационным алгоритмом, вычис-
ляющим значения функций типичности (ФТ) 
объектов кластерам и координаты центров кла-
стеров в соответствии со значениями ФТ [4]. 

PCM-алгоритм осуществляет минимизацию 
целевой функции [4]: 

  
 

c

r

n

i
ir

m
ir xvdxeVEJ

1 1

2 ),())((),(  

 
 


с

r

n

i

m
irr xe

1 1

2 ))(1( ,                                (13) 

где )]([ ir xeE   – возможностное c -разбиение 
множества объектов X  на основе ФТ )( ir xe , 
определяющих степень типичности i -го объекта 
r -му кластеру; ),...,( 1 cvvV   – центры класте-
ров; ),( ir xvd  – расстояние между центром кла-
стера rv  и объектом ix  в соответствии с (8);      
m  – фаззификатор ( Rm , 1m ); r  ( cr ,1 ) – 
«ширина зоны», определяющая расстояние, на 
котором значение ФТ объекта r -му кластеру 
равно 0,5; c  – количество кластеров; n  – коли-
чество объектов; ni ,1 ; cr ,1 . 

ФТ могут быть вычислены как [4]: 
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При этом для каждого r -го кластера 
( cr ,1 ) должно выполняться условие: 
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В PCM-алгоритме координаты центров кла-
стеров находятся как [4]: 
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Обычно PCM-алгоритм инициализируется с 
помощью одного шага FCM-алгоритма, а значе-
ния «ширины зоны» r  ( cr ,1 ) определяются 
как [4]: 
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PCM-алгоритм предполагает выполнение 
следующих шагов [4]. 

1. Инициализация начального нечеткого раз-
биения )]([ ir xuU  , удовлетворяющего условию 
(10) с использованием одного шага FCM-
алгоритма. 

2. Вычисление значений «ширины зоны» r  
( cr ,1 ) в соответствии с (17). 

3. Вычисление значений ФТ в соответствии 
с (14). 

4. Вычисление координат центров кластеров 
в соответствии с (16). 

5. Шаги 3 и 4 повторяются до тех пор, пока 
не будет выполнено заданное количество итера-
ций T  или не будет достигнута заданная точ-
ность  ),(),( VEJVEJ , где ),( VEJ , 

),( VEJ   – значения целевой функции (13) на 
двух последовательных итерациях. 

Применение PCM-алгоритма является эф-
фективным, если множество объектов содержит 
объекты-шумы, однако может привести к фор-
мированию совпадающих кластеров, если цен-
тры кластеров близки друг к другу, так как ФТ 
объектов кластера не зависят от расстояний от 
объектов до центров других кластеров. В этом 
случае целесообразным является использование 
PFCM-алгоритма, реализующего одновременный 
учет свойств кластерной относительности и кла-
стерной типичности объектов [4]. 

PFCM-алгоритм (алгоритм возможностно-
нечетких c -средних, possibilistic fuzzy c -means) 
реализует возможностно-нечеткую интерпрета-
цию неопределенности и является итерацион-
ным алгоритмом, вычисляющим значения ФП 
(12) и ФТ (14) объектов кластерам, а также ко-
ординаты центров кластеров в соответствии со 
значениями ФП и ФТ [4]. 

PFCM-алгоритм осуществляет минимиза-
цию целевой функции [4]: 
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где )]([ ir xuU   – нечеткое c -разбиение множест-
ва объектов X  на основе ФП )( ir xu , опреде-
ляющих степень принадлежности i -го объекта 

r -му кластеру; )]([ ir xeE   – возможностное       
c -разбиение множества объектов X  на основе 
ФТ )( ir xe , определяющих степень типичности 
i -го объекта r -му кластеру; ),...,( 1 cvvV   – цен-
тры кластеров; ),( ir xvd  – расстояние между цен-
тром кластера rv  и объектом ix  в соответствии с 
(8); m  и m  – фаззификаторы ( Rmm , ; 1, mm ; 
обычно 2 mm ); c  – количество кластеров;   
n  – количество объектов; ni ,1 ; cr ,1 . 

При реализации PFCM-алгоритма координа-
ты центров кластеров находятся как [4]: 
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При этом для каждого объекта ix  ( ni ,1 ) и 
для каждого r -го ( cr ,1 ) кластера должны вы-
полняться соответственно ограничения (10) и 
(15). 

Как и PCM-алгоритм, PFCM-алгоритм 
обычно инициализируется с помощью одного 
шага FCM-алгоритма c последующим вычисле-
нием значений «ширины зоны» r  ( cr ,1 ) по 
формуле (17) [4], а затем осуществляется итера-
ционное уточнение значений ФП )( ir xu  и ФТ 

)( ir xe , а также расчет координат центров кла-
стеров в соответствии с (12), (14) и (19) (анало-
гично тому, как это выполняется для PCM-
алгоритма). 

При применении FCM-, PCM и PFCM-
алгоритмов определяются локально-
оптимальные разбиения объектов на кластеры, 
описываемые совокупностью ФП или/и ФТ, а 
также координаты центров кластеров. Для полу-
чения адекватных результатов кластеризации 
необходимо многократное выполнение данных 
алгоритмов при заданном количестве кластеров 
для различных исходных разбиений объектов на 
кластеры для принятия окончательного решения 
о результатах кластеризации [4]. Применение ГА 
при реализации того или иного алгоритма кла-
стеризации позволяет существенно сократить 
время поиска субоптимального разбиения на 
кластеры, то есть разбиения, для которого зна-
чение функции соответствия ГА, в качестве ко-
торой используется, например, целевая функция 
алгоритма кластеризации или некоторый показа-
тель качества кластеризации, будет минималь-
ным [4]. 

Поскольку количество кластеров зачастую 
заранее неизвестно, то целесообразно использо-
вать ГА с хромосомой переменной длины, что 
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позволит одновременно найти как само опти-
мальное количество кластеров, так и соответст-
вующее ему субоптимальное разбиение на кла-
стеры. При этом хромосому следует кодировать 
координатами центров всех кластеров [4]. Если 
искомое количество кластеров заранее неизвест-
но, а minc  и maxc  – минимально и максимально 
возможное количество кластеров, то длина хро-
мосомы может принимать значения от lcmin   до 

lcmax  , где l  – количество характеристик объек-
та. При этом первые l  генов хромосомы соот-
ветствуют координатам центра первого кластера, 
вторые l  генов – координатам центра второго 
кластера и т.п.  

В общем случае, хромосома, закодированная 
координатами центров кластеров, может быть 
представлена как [4]: 

   ),...,,,...,,...,,( 21
1

2
1

1
1

l
ccc

l vvvvvvg  ,               (20) 

где j
êv  – j -я координата r -го центра кластера; 

c  – количество кластеров; l  – количество ха-
рактеристик; cr ,1 ; lj 1, . 

При поиске субоптимального разбиения на 
кластеры может быть использован предложен-
ный в [4] комбинированный алгоритм кластери-
зации, позволяющий получить адекватные ре-
зультаты кластеризации объектов с приемлемы-
ми временными затратами и реализующий со-
вместное использование одного из алгоритмов 
кластеризации в условиях неопределенности 
(FCM-, PFCM- или PCM-алгоритма) и ГА. 

Как показывает анализ, главной проблемой 
при использовании алгоритмов кластеризации в 
условиях неопределенности для решения задачи 
классификации объектов, является то, что сама 
идея кластеризации основана на предположении, 
что кластеры, образуемые объектами кластериза-
ции, имеют гиперсферическую форму или фор-
му, близкую к ней. 

Для решения проблемы формирования обу-
чающей и тестовой выборок данных при приме-
нении SVM-алгоритма для построения SVM-
классификатора предлагается использовать ре-
зультаты кластеризации объектов, полученные с 
применением одного или нескольких алгоритмов 
кластеризации. 

Для решения проблемы уточнения результа-
тов кластеризации объектов, полученных с при-
менением одного или нескольких алгоритмов 
кластеризации, предлагается использовать SVM- 
классификатор, построенный с применением 
SVM-алгоритма [11]. 

В обоих случаях при решении классифика-
ционных задач следует обратить особое внима-
ние на способы формирования набора эталонных 

объектов, который в дальнейшем может быть 
использован для создания обучающей и тестовой 
выборок, применяемых при построении SVM-
классификатора. 

Пусть   – доля объектов исходного множе-
ства X , используемая для формирования выше-
названного набора эталонных объектов. Для 
обеспечения репрезентативности обучающей и 
тестовой выборок целесообразно выбирать долю 
 , равной от 50 % до 80 % от объема множества 
X . 

Предлагается при формировании набора эта-
лонных объектов использовать один из следую-
щих способов (в зависимости особенностей от 
решаемой классификационной задачи). 

Способ 1. При использовании только одного 
алгоритма кластеризации (например, FCM-, 
PCM- или PFCM-алгоритма) для уточнения ре-
зультатов кластеризации предлагается на основе 
уже имеющихся данных о принадлежности объ-
ектов к кластерам сформировать набор эталон-
ных объектов, выбрав в каждом кластере напе-
ред заданную долю   объектов, наиболее близ-
ко расположенных к центру кластера. Принад-
лежность к кластеру для таких близко располо-
женных к центру кластера объектов полагается 
эталонной. 

Способ 2. При использовании нескольких 
частных алгоритмов кластеризации (например, 
FCM-, PCM- и PFCM-алгоритмов) для уточнения 
результатов кластеризации предлагается на ос-
нове уже имеющихся данных о принадлежности 
объектов к кластерам, полученных с применени-
ем частных алгоритмов кластеризации, сформи-
ровать набор эталонных объектов из объектов, 
принадлежность к кластерам для которых совпа-
дает для всех частных алгоритмов кластеризации 
(при этом отбрасывается требование о выборе в 
каждом кластере некоторой наперед заданной 
доли   объектов, наиболее близко расположен-
ных к центру кластера). Принадлежность к кла-
стеру для таких объектов полагается эталонной. 

Способ 3. При использовании нескольких 
частных алгоритмов кластеризации для уточне-
ния результатов кластеризации предлагается на 
основе уже имеющихся данных о принадлежно-
сти объектов к кластерам, полученных с приме-
нением частных алгоритмов кластеризации, 
сформировать набор эталонных объектов из объ-
ектов, результирующая принадлежность к кла-
стерам для которых определяется по правилу 
большинства голосов или по правилу квалифи-
цированного большинства голосов, где под го-
лосом понимается решение частного алгоритма 
кластеризации о принадлежности объекта к кла-
стеру (при этом отбрасывается требование о вы-
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боре в каждом кластере некоторой наперед за-
данной доли   объектов, наиболее близко рас-
положенных к центру кластера). Принадлеж-
ность к кластеру для таких объектов полагается 
эталонной. 

Способ 4. При использовании нескольких 
частных алгоритмов кластеризации для уточне-
ния результатов кластеризации предлагается на 
основе уже имеющихся данных о принадлежно-
сти объектов к кластерам, полученных с приме-
нением частных алгоритмов кластеризации, 
сформировать набор эталонных объектов из объ-
ектов, результирующая принадлежность к кла-
стерам для которых определяется с применением 
кластерного ансамбля на основе матрицы подо-
бия векторов меток кластеров и алгоритма спек-
тральной факторизации [8]. При этом в каждом 
кластере выбирается наперед заданная доля   
объектов, наиболее близко расположенных к 
центру кластера. Принадлежность к кластеру для 
таких объектов полагается эталонной. 

Главная проблема при использовании спо-
соба 2 заключается в обеспечении возможности 
создания набора эталонных объектов, в котором 
доля   объектов должна быть не меньше 50 % 
от объема множества X . При этом дополни-
тельным требованием является требование о 
том, что для каждого кластера доля   объектов, 
попавших в набор, должна составлять не меньше 
50 % от среднего объема объектов в данном кла-
стере (по результатам кластеризации с примене-
нием всех частных алгоритмов кластеризации). 
При использовании способов 3 и 4 в большинст-
ве случаев удается решить проблему обеспече-
ния репрезентативности обучающей и тестовой 
выборок. При наличии существенных расхожде-
ний в результатах кластеризации с применением 
частных алгоритмов кластеризации использова-
ние способа 4 является более предпочтитель-
ным, поскольку обеспечивает создание более 
качественного набора эталонных объектов [8]. 

Сформировав в соответствии с тем или 
иным способом набор эталонных объектов, обу-
чив и протестировав SVM-классификатор, мож-
но выполнить уточнение принадлежности к кла-
стерам для других объектов, не попавших в на-
бор эталонных объектов. 

В случае применения SVM-алгоритма для 
уточнения результатов кластеризации объектов 
можно отказаться от применения ГА и использо-
вать результаты кластеризации, полученные при 
выполнении нескольких частных прогонов како-
го-либо алгоритма кластеризации, для формиро-
вания набора эталонных объектов, который мо-
жет быть использован для создания обучающей 
и тестовой выборок, в соответствии со способа-
ми 2 – 4. 

Комплексное использование SVM-алгоритма 
и алгоритмов кластеризации в условиях неопреде-
ленности (в частности, FCM-, PCM- и PFCM-
алгоритмов) при решении задачи классификации 
объектов позволяет говорить о разработке новой 
интеллектуальной технологии классификации 
объектов. 

Экспериментальные исследования. Апро-
бация предложенной интеллектуальной техноло-
гии классификации объектов была выполнена на 
тестовых и реальных данных. 

На рисунке 2 в пространстве D-2 приведен 
пример тестового множества объектов, подлежа-
щих классификации. На рисунках 2 – 4 отражены 
этапы применения интеллектуальной технологии 
классификации объектов (кластеризация объектов 
с применением FCM-алгоритма; построение SVM-
классификатора; уточнение результатов кластери-
зации объектов с применением SVM-
классификатора). 

Тестовое множество содержит 300 объектов, 
которые сгруппированы в 2 кластера (объекты в 
которых помечены маркерами «плюс» и «звез-
дочка»), хорошо отделимых друг от друга визу-
ально (рисунок 2). Кластеры имеют одинаковую 
структуру (одинаковое количество объектов и 
одинаковое их расположение относительно друг 
друга), но разную ориентацию в пространстве D-
2. 

На рисунке 3 приведены результаты класте-
ризации тестового множества объектов на 2 кла-
стера с применением FCM-алгоритма (центры 
кластеров помечены «кружочками»). 

 

 
Рисунок 2 – Тестовое множество объектов 

Ввиду особенностей FCM-алгоритма, хорошо 
работающего с кластерами гиперсферической 
формы или формы, близкой к ней, оказалось, что 
по два объекта в каждом кластере классифициро-
ваны неверно (вторые слева в первой и второй 
верхних «строках» и вторые справа в первой и 
второй нижней «строках» на рисунке 3). 
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Рисунок 3 – Кластеризация тестового множества 

объектов с применением FCM-алгоритма 
(центры кластеров помечены «кружочками») 

 
Рисунок 4 – Построение SVM-классификатора 

на основе обучающего множества 
(опорные векторы обведены в «кружочек») 

 
Рисунок 5 – Уточнение результатов кластеризации 

с применением SVM-классификатора 
(опорные векторы обведены в «кружочек»; 
доклассифицированные объекты помечены 

маркерами «крестик» и «точка») 

Для уточнения результатов кластеризации был 
сформирован набор из 240 эталонных объектов, наи-
более близко расположенных к своим центрам кла-
стеров. Обучение и тестирование SVM-
классификатора было выполнено при параметре 

8,0C  и радиальной базисной функции ядра с 
параметром 8,0  (рисунок 4). При этом коли-

чество опорных векторов, помеченных на рисун-
ке 3 «кружочками», оказалось равно 24 (по 12 для 
каждого класса). При применении SVM-
классификатора к набору из 60 объектов, не по-
павших в набор эталонных объектов, удалось 
уточнить кластерную принадлежность всех 4 объ-
ектов, ошибочно классифицированных FCM-
алгоритмом (рисунок 5). 

Модельные данные для проведения экспе-
риментальных исследований были взяты из ре-
позитория задач машинного обучения UCI 
Machine Learning Repository (University of 
California, School of Information and Computer 
Sciences, Irvine, California – Калифорнийский уни-
верситет, школа информационных и компьютер-
ных наук, Ирвин, Калифорния). В частности, была 
использована выборка данных о заявках на потре-
бительские кредиты в Австралии, содержащая ин-
формацию о 308 одобренных заявках и 382 не-
одобренных заявках (http://www.ics.uci.edu/~mlearn/ 
databases/statlog/australian/). Каждая заявка описыва-
ется набором из 14 характеристик, среди кото-
рых 6 числовых и 8 категорийных. Все названия 
характеристик и их значения изменены на неин-
формативные (не несущие смысловую нагрузку) 
символы, чтобы защитить конфиденциальность 
данных. При этом 37 заявок (5%) изначально 
имели одну или несколько характеристик с от-
сутствующими значениями, которые были вос-
становлены как значение моды (значение, 
имеющее наибольшую частоту) характеристики 
в выборке данных (если характеристика катего-
рийная), как среднее значение характеристики в 
выборке данных (если характеристика числовая). 

Первоначально была выполнена кластериза-
ция выборки данных, содержащей информацию 
о всех 690 заявках, на 2 кластера с применением 
FCM-алгоритма. При этом оказалось, что 561 
заявка классифицирована верно (263 одобрен-
ных и 298 неодобренных). На основе данных о 
561 заявке, классифицированной верно, был соз-
дан набор эталонных заявок, который использо-
вался для создания случайным образом обучаю-
щей и тестовой выборок при разработке SVM-
классификатора. 

При разработке SVM-классификатора с ра-
диальной базисной функцией ядра был исполь-
зован генетический алгоритм, который позволил 
на дискретной сетке c координатами (C , ) 
( 2001  C ; 2001  , 1 hhC , где Ch , h  
– соответственно шаги по координатам C  и  ) 
по результатом 50 прогонов SVM-алгоритма вы-
брать SVM-классификатор, обеспечивающий 
минимизацию ошибок на обучающей и тестовой 
выборках данных. При этом в качестве лучшего 
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из двух SVM-классификаторов, имеющих рав-
ные значения ошибок на обучающей и тестовой 
выборках данных, выбирался SVM-
классификатор, имеющий большее количество 
опорных векторов (что позволило построить бо-
лее точную границу разделения классов). 

В результате в качестве лучшего был опре-
делен SVM-классификатор с параметром регу-
ляризации 1C  и параметром радиальной ба-
зисной функции ядра 2 , обеспечивший ми-
нимальные ошибки на обучающей и тестовой 
выборках данных, равные соответственно 0 и 2. 
При этом количество опорных векторов оказалось 
равным 157. 

Построенный SVM-классификатор был при-
менен для уточнения результатов кластеризации 
данных о 129 заявках, неверно классифициро-
ванных с применением FCM-алгоритма и не по-
павших в набор из 561 эталонной заявке, клас-
сифицированных верно. 

В результате применения SVM-
классификатора удалось уточнить результаты 
кластеризации о еще 44 заявках (12 одобренных 
и 32 неодобренных), что составило 34 % от объ-
ема выборки данных, подлежавших классифика-
ции (то есть тех, для которых необходимо было 
выполнить уточнение результатов кластериза-
ции). В целом на исходной выборке заявок на 
потребительские кредиты при использовании 
описанной выше методики, удалось верно клас-
сифицировать 84,35 % заявок. 

Исследования по оценке эффективности при-
менения предлагаемых способов формирования 
набора эталонных объектов были выполнены при 
параметре регуляризации 1C  и параметре ра-
диальной базисной функции ядра 2 , подоб-
ранных ранее. 

При использовании способа 1 для формиро-
вания набора эталонных объектов, предпола-
гающего извлечение из результатов кластериза-
ции с применением FCM-алгоритма из каждого 
кластера 77 % заявок, наиболее близко располо-
женных к центру кластера, удалось уточнить 
результаты кластеризации для 51 заявки (22 
одобренных и 29 неодобренных), что составило 
39 % от объема выборки данных, подлежавших 
классификации (то есть не попавших в набор 
эталонных заявок). В целом на исходной выбор-
ке заявок на потребительские кредиты при ис-
пользовании способа 1, удалось верно классифи-
цировать 85,22 % заявок. 

При построении SVM-классификатора с ис-
пользованием способов 2, 3 и 4 для формирова-
ния набора эталонных объектов были использо-
ваны 3 алгоритма кластеризации: FCM-, PCM- и 
PFCM-алгоритмы. Применение способов 2 и 3 

позволило повысить точность классификации на 
1,63 % и 1,96 %. Применение способа 4 для 
формирования набора эталонных объектов, 
предполагающего использование матрицы подо-
бия векторов меток кластеров для консолидации 
результатов кластеризации, полученных с при-
менением частных алгоритмов кластеризации с 
целью формирования набора эталонных заявок, 
позволило повысить точность классификации на 
2,57 %. 

В работе [2] для этой же выборки данных о 
заявках на потребительские кредиты c примене-
нием стандартного подхода к обучению и тести-
рованию SVM-классификатора удалось построить 
SVM-классификатор, обеспечивший при значе-
ниях параметра регуляризации 50C  и парамет-
ре радиальной базисной функции ядра 5,015 , 
найденных методом проб и ошибок [2], соответ-
ственно 88,44 % и 74,59 % верно классифициро-
ванных одобренных и неодобренных заявок. Ре-
зультирующая точность классификации состави-
ла 81,51 %. 

Сравнение полученных результатов класси-
фикации с результатами классификации с при-
менением SVM-классификатора, приведенными 
в работе [2], свидетельствует о перспективности 
предлагаемой интеллектуальной технологии 
классификации объектов. При этом наиболее 
перспективным является применение способа 4 
для формирования набора эталонных объектов. 

Особый интерес представляет использова-
ние предлагаемой интеллектуальной технологии 
классификации объектов при решении реальных 
задач классификации, в частности, при решении 
задач классификации инвестиционных проектов, 
конкурсных заявок и т.п. (наряду с другими под-
ходами к классификации) [12 – 15]. 

Выводы. Результаты экспериментальных 
исследований подтверждают эффективность ин-
теллектуальной технологии классификации объ-
ектов, основанной на комплексном использова-
нии SVM-алгоритма и алгоритмов кластериза-
ции в условиях неопределенности и позволяют 
говорить о перспективности дальнейшей разви-
тия предложенного подхода к классификации 
объектов. 

По результатам выполненных исследований 
предлагается использовать следующую интел-
лектуальную технологию классификации объек-
тов. 

1. Применение к множеству объектов клас-
сификации алгоритмов кластеризации в услови-
ях неопределенности. 

2. Уточнение полученных с применением 
алгоритмов кластеризации в условиях неопреде-
ленности результатов классификации объектов 
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посредством использования SVM-алгоритма для 
построения SVM-классификатора. 

3. Применение SVM-классификатора для 
классификации новых объектов. 

Дальнейшие исследования могут быть на-
правлены на апробацию предложенных способов 
формирования набора эталонных объектов, ис-
пользуемого для получения обучающей и тесто-
вой выборок при разработке SVM-
классификатора. 
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УДК 517.925 

В.В. Абрамов, Н.М. Кудряшова 
СТАБИЛИЗАЦИЯ СОСТОЯНИЯ РАВНОВЕСИЯ  

В МОДЕЛИ ТИПА СОЛОУ 

Предложен алгоритм регулирования, приводящего к стабилизации про-
дуктивного состояния равновесия в модели односекторной экономики типа 
Солоу, учитывающей зависимость прироста использованного труда от 
уровня потребления, в случае наличия собственной циклической динамики. 

Ключевые слова: модель Солоу, регулирование, устойчивость, система 
дифференциальных уравнений, оператор монодромии. 
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Введение. Для изучения долговременных 
тенденций и факторов роста экономики приме-
няется односекторная модель экономического 
роста Р. Солоу [1], в которой экономическая 
система рассматривается как единое целое, про-
изводит один универсальный продукт, исполь-
зующийся для потребления или инвестирования. 

Представляется актуальным модифициро-
вать данную модель, учитывая, что динамика 
труда зависит от уровня потребления [2]. 

Для автономной модели типа Солоу харак-
терны стационарные предельные состояния, реа-
лизуемость которых зависит от их устойчивости. 
Для обеспечения устойчивости может использо-
ваться регулирование [2]. 

Цель работы – предложить алгоритм по-
строения регулятора, стабилизирующего ста-
ционарное состояние в модели типа Солоу, учи-
тывающей влияние потребления на скорость из-
менения использованного труда, при наличии 
внутренней сезонной динамики. 

Постановка задачи. Рассмотрим модифи-
цированную модель Солоу: 
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
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LKQLKagLL
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



          (1)

 где K  – использованные фонды, L  – использо-
ванный труд,   – доля выбывших фондов за 
единицу времени,   – норма накопления, 
 ,  1,0 , ),( LKF  – производственная функ-
ция,   – годовой темп естественного прироста 
использованного труда,       sLKFLKg ,1,   
– функция, имеющая постоянную эластичность 

1s  относительно уровня потребления (функ-
ция потребления) и выражающая тот факт, что 
потребление рассматривается как инвестирова-
ние в труд, а  – коэффициент зависимости при-
роста использованного труда от функции по-
требления. 

Рассмотрим случай среднемасштабной эко-
номики, когда производственная функция имеет 
вид: 21),(  LAKLKF  , где A  – коэффициент 
нейтрального технического прогресса, 1 , 2  – 
эластичности ВОП по фондам и по труду, при 
неоклассических условиях 1,0 21   . 

Стабилизация экономики в стационарном 
состоянии может быть первым этапом пере-
стройки производственного уклада, при которой 
изменяется и модель экономики. Поэтому дос-
тижение стационарного состояния может быть 
целесообразным промежуточным этапом разви-
тия экономики. Положения равновесия, пред-
ставляющие практический интерес для экономи-
ки, должны быть реализуемыми, что возможно 

лишь при их асимптотической устойчивости, а 
также продуктивными, то есть в этих состояниях 
производственная функция должна иметь поло-
жительное значение. 

Лемма 1. Если 0121   s , 0/ a , то 
система (1) имеет единственное стационарное 
положительное решение: 
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По условию леммы 1 темпы естественного 
роста труда и прироста труда, спровоци-
рованного уровнем потребления, имеют 
противоположные знаки. Очевидно, это условие 
необходимо для наличия стационарного состоя-
ния. Значение 121   s  условно назовем де-
фектом эластичностей инвестиций, здесь 

21  s  – суммарная эластичность инвестиций 
λF  в фонды по K  и инвестиций в труд ag  по 
L .  

Для системы (1)   0, 00 LKF . В этом смыс-
ле положение равновесия (2) продуктивно.  

Для исследования положения равновесия  
(2) на устойчивость по линейному приближению 
рассмотрим систему в вариациях Axx  , где 
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A  вычислена в точке (2) [3]. Для нее  

 ,1det 21   sA  
   21 11tr  sA  . 

Задача – исследовать вопрос об устойчиво-
сти стационарного состояния при наличии цик-
личной (сезонной) составляющей собственной 
динамики. Формально это критический случай 
устойчивости при наличии пары чисто мнимых 
корней системы в вариациях, когда  

  0121   s , 
1

1

2

1











s
.             (3) 

Условия (3) означают, что наличие собст-
венной цикличной динамики по линейному при-
ближению вблизи стационарного состояния на-
блюдается в рассматриваемой системе, если: 

1) коэффициент естественного прироста 
труда   и дефект эластичностей инвестиций 
имеют одинаковые знаки; 

2) отношение эластичности 12 s  по L  
функции Lag  (инвестиции на единицу труда) к 
эластичности 11   по K  функции KF  (ин-
вестиции на единицу фондов) равно отношению 
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коэффициента   естественного прироста труда  
к доле   выбывших за единицу времени фон-
дов.  

Теоретическая часть. Для решения постав-
ленной задачи установим признаки устойчивости 
стационарного состояния периодической системы. 

Пусть дана система  
),( xtfx  ,                             (4) 

для которой nRx  , функция  xt,f  –  -
периодическая интегрируемая по t  и достаточно 
гладкая по x  в окрестности точки nx 0 , 
  nnt,f 00  , то есть система (5) имеет нулевое 

решение. При этом для системы (4) обеспечено 
условие существования и единственности реше-
ния  at,x ,   aa,x 0  и его продолжимости при 

 ,0t , если a  достаточно мало [4]. 
Для системы (4) найдем условие устойчиво-

сти решения nx 0 , используя свойство опера-
тора монодромии  axUa ,  [5–7]. При усло-
вии достаточной продолжимости можно опреде-
лить степени      akxxakxaU k ,1,,   , 

Nk  , оператора монодромии. По свойствам 
этих степеней решим вопрос об устойчивости. 
Используем аналог леммы 9.1 [4]. 

Лемма 2. Пусть в некоторой окрестности 
точки na 0  определены все степени aU k , 

Nk  , и пусть для любого 0  существует 
0 , для которого из условия a  следует 

оценка aU k , Nk  . Тогда решение nx 0  
устойчиво по Ляпунову. 

Лемма 3 [6, 7]. Если при всех достаточно 
малых na 0  верна оценка aUa  , то реше-
ние nx 0  системы (4) устойчиво. Если при этом 

0lim 


aU k

k  для всех a , то решение nx 0  

системы (4) асимптотически устойчиво.  
В силу гладкости правой части системы (4) 

предположим, что она имеет вид:  
   xt,gxtAx  ,                       (5) 

где  xtg ,  – достаточно гладкая функция от x  в 
вблизи точки nx 0 ,   nntg 00,  ,   nnx tg 00,  . 

Пусть  tX  – фундаментальная матрица сис-
темы  xtAx  , нормированная условием 
  EX 0 . Обозначим  XX   матрицу моно-

дромии. 
Решение системы (5) можно представить в 

виде      atyatXatx ,,   в окрестности точки 

na 0 , где          
t

daxgXtXaty
0

1 ,,,   – 

решение системы дифференциальных уравнений 
    yatXtgytAy  , , имеющее начальное 

значение   nay 0,0   и удовлетворяющее равен-
ству   nna ty 00,   [5–7]. 

При этом свойства системы (5) и вид ее ре-
шения позволяют предположить, что с помощью 
формулы Тейлора в окрестности точки na 0  
для оператора монодромии получено представ-
ление вида [5–7] 

      apadaXaω,x  ,               (6) 

в котором  ad  – первое нелинейное однородное 
приближение в виде вектор-формы, выделенное 
по формуле Тейлора из известной функции 

     



0

1 , dtaXgX  в силу ее гладкости, 

   adad k   для любого R , Nk , 1k  
(далее будем полагать, что k  нечетно), а вектор-
функция  ap  определена лишь условием: 

  0lim
0




apk 


 (в смысле равномерной схо-

димости). 
Допустим,    aaDad  , где  aD  – nn  

матрица (очевидно, такое представление неодно-
значно). При этом    aDaD k 1 . 

Теорема 1. Если при некоторой матричной 
нормировке и при каком-либо способе выбора 
подходящей матрицы  aD  оказывается, что 

1X  и   11  kacaDE  для всех малых 
a , где 0c , то решение nx 0  системы (5) 

асимптотически устойчиво. 
Доказательство. С помощью (6) получим 

оценку 
      

   
.a

a
ap

aDEX

apadaXaω,x















          

(7) 

Так как   0lim 


apk 


, где 1k , то су-

ществует 0  такое, что 
  1

2
 kac

a
ap

. Тогда 

в силу (7)      2/1, 11 kk acacaax   

  aaca k   2/1 1 . Следовательно, по лем-
ме 3 решение nx 0  устойчиво.  

Из условия    2/1, 1 kacaax   сле-
дует, что при любом малом a  последователь-
ность aU k  является фундаментальной. Допус-
тим, существует такое начальное значение 

0aa  , что n
k

k
aaU 0lim 0 


. Тогда очевидно 
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n
k

k
aaU 0lim 0

1 


. В силу непрерывной зави-

симости решения системы (5) от начального зна-
чения перейдем к пределу при k  в равен-
стве )( 00

1 aUUaU kk  . Получим aUa  , что 
противоречит полученной выше оценке 

aUa  . Значит, 0lim 


aU k

k  для всех a , то 

есть решение nx 0  системы (5) асимптотически 
устойчиво по лемме 3. Теорема доказана. 

Аналогично, может быть установлено сле-
дующее утверждение. 

Теорема 2. Если    11  kacaDEX  при 
некотором 0c  и всех малых a , то решение 

nx 0  системы (5) асимптотически устойчиво. 
В силу постановки задачи при исследовании 

модели (1): 2n ; при условии (3) можно вы-

брать период 
 1

2

21 





s
, тогда 

EX  ; при вычислении функции  ad  с учетом 
периодичности  tX  и автономности системы 
оказывается, что среднее интегральное по пе-
риоду для квадратичных слагаемых равно нулю. 
Поэтому далее определим на основе теорем 1, 2 
коэффициентные условия устойчивости нулево-
го решения системы вида (5) при 2n , 3k . 

Пусть в разложении (6) 

  















3
24

2
2132

2
12

3
11

3
24

2
2132

2
12

3
11

aqaaqaaqaq

apaapaapap
ad .      (8) 

Допустим,     aaDad  , где 

  









2221

1211

DD
DD

aD , 

2
2322121

2
1111 apαaapαapD  ,

    2
242132

2
12112 11 apaapαapαD  , 
    2

2322121
2
1121 11 aqβaaqβaqD  , 

2
242132

2
12122 aqaaqβaqβD  . 

i , i  – параметры, 2,1i . 
Чтобы проверить справедливость оценки 
  11 k-acaE+D   в условиях теоремы 1, рас-

смотрим матричную норму 


 . При этом 

  
   

   
.

111

,11

1max

2
242132

2
121

2
2322121

2
11

2
242132

2
121

2
2322121

2
11

aqaaqβ

aqβaqβaaqβaq

apaapαapα

apαaapαapaDE










 

Тогда по теореме 1 и по критерию Сильве-
стра [8] справедливо следующее утверждение. 

Теорема 3. Если в системе (5) 2n , для со-
ответствующего представления (6) имеет место 
равенство (8) и выполняются условия: 

1) существует 1 , при котором 

  












,0,1max
,0

,0

2143211

31

1

ppppp
pp

p

  
или  

 

      









;0
4
11

,01

2
2143211

211

ppppp

pp




 

2) существует 2 , при котором 

  












,01,max
,0

,0

3232412

42

2

qqqqq
qq

q



 

или 

      









,0
4
11

,0

2
3232412

12

qqqqq

qq


 

то решение nx 0  системы (5) асимптотически 
устойчиво. 

Аналогичные теореме 3 коэффициентные 
признаки асимптотической устойчивости, полу-
ченные при других способах нормировки, сфор-
мулированы в работах [6, 7]. 

Численный эксперимент. При выборе раз-
личных сочетаний коэффициентов в системе ви-
да (1) для критического случая (3) получаем, что 
стационарное состояние  (2)  00 L,K  – это центр. 
То есть имеет место случай неасимптотической 
устойчивости. При этом стационарное состояние 
(2) не является реализуемым. Важно отметить, 
что достаточные условия устойчивости типа 
теоремы 3 в таких случаях не выполняются.  

Например, для системы (1) с набором пара-
метров 

2/11  , 3/12  , 1A , 
2s , 3a ,

 
3/2 , 3/1 , 

9/2 , 
(9) 

траектории представлены на рисунке 1 (по-
строение произведено в пакете Maple).  

Итак, в критическом случае (3) подбор ко-
эффициентных условий асимптотической устой-
чивости не гарантирован. В то же время требует-
ся найти сочетания параметров модели, обеспе-
чивающие реализуемость стационарного состоя-
ния. Поэтому возникает идея добавить в систему 
(1) «регулятор», стабилизирующий стационар-
ное состояние (2).  
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Рисунок 1 – Траектории системы вида (1) 

 в случае (9) 

Алгоритм регулирования. В силу специ-
фики системы (1) выберем нелинейный регуля-
тор, имеющий порядок однородности 3 относи-
тельно возмущений стационарного состояния. 
При этом в линейном приближении сохраняется  
внутренняя сезонная динамика системы вблизи 
стационарного состояния, а регулирование явля-
ется менее интенсивным, чем линейное. Кроме 
того, с технической точки зрения для вычисле-
ния параметров регулятора появляется возмож-
ность использования признаков типа теоремы 3.  

Рассмотрим модель регулируемой экономи-
ки типа (1)  

     
     







,,,
,,,

0

0

LKfLLLKQL
LKfKKLKPK





    
    (10) 

где      202
2

01, LLKKLKf    – изме-
ряемое евклидово отклонение от стационарного 
состояния (2), 01  , 02   – приоритеты от-
клонений по K  и по L . С прикладной точки 
зрения слагаемые, добавленные в правые части 
системы (1), в зависимости от знака количест-
венно характеризуют согласованные с состояни-
ем экономики приток или отток средств в дина-
мику фондов и труда.  

Для решения задачи подбора параметров 1  и 

2  регулятора в системе (10) в условиях леммы 1 
для случая (3), когда в линейном приближении вбли-
зи стационарного состояния (2) состояние 
экономики (1) совершает колебания с периодом 

 1
2

21 





s
, может использоваться 

следующий алгоритм. 
1. Задаются коэффициенты модели (1). 

2. Вычисляется стационарное состояние (2). 
3. Вводится система вида (10).  
4. Строится система возмущенных движений 

типа (5), в которой 




















0

0

2

1
LL
KK

x
x

x . 

5. Для соответствующей линейной системы 
вычисляется фундаментальная матрица  tX . 

6. Вычисляется вектор-форма )(ad  вида (8) 
из равенства (6) для оператора монодромии: 
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7. К вектор-форме  ad  применяется подхо-
дящий коэффициентный признак устойчивости 
типа теоремы 3 (см. также [6, 7]). В итоге 
строится система неравенств для оценки значе-
ний параметров регулятора 1  и 2 . 

Пример. Рассмотрим систему (1) с набором 
коэффициентов (9). По лемме 1 система (1) име-

ет положение равновесия 







.729/1
,9/1

0

0

L
K

 При этом 

выполняется условие (3). Для соответствующей 
линейной однородной системы вычисляется 
фундаментальная матрица:  

 



















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

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





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



























9
sin

9
cos

9
sin

27
1

9
sin54

9
sin

9
cos

ttt

ttt

tX . 

Очевидно, в линейном приближении эконо-
мика имеет циклическую динамику. Выберем 

 18  в качестве периода правой части систе-
мы (1) по t .  

Введем модель регулирования типа (10).  
Вектор-форма  ad  вида (8) имеет коэффи-

циенты (здесь и далее вычисления проведены в 
пакете Maple): 

,169863,5789
3102807560,00973355,113 211


 p

 

,10616767112,5

03834613,23628060,3053
5

212



 p
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,10188993275,2

6813489,79110297918305,3
7
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5

3
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884179,916010335656913,1
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21
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,8241006,170
420043094549,0283185308,6 211


 q  

,83300,12659
1551403780,06813487,791 212


 q  

,10345694432,4

094395102,290866,33589
5

213
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21
5

4
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 q  

Применим к этим коэффициентам условие 1 
теоремы 3 при 11  :  

 

      
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ppppp
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


(11) 

Условию (11) удовлетворяет 02  , если 
1 26,6977. Положим 271  . Тогда при 

9705980,4543913792,941 2    условие (11) 
выполняется. В частности, при 02   регулятор 
реагирует лишь на отклонение экономики от 
равновесного значения фондов 0K . Возьмем, 
например, 1132  . Тогда при 11   выполня-
ется  условие 2 теоремы 3: 

      


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Итак, для набора коэффициентов (9) при 
271   и 1132   стационарное состояние сис-

темы типа (10) по теореме 3 асимптотически ус-
тойчиво. Траектории регулируемой системы, 
построенные в пакете Maple, показаны на рисун-
ке 2. С формальной точки зрения особая точка 
системы дифференциальных уравнений – фокус 
(по нелинейному приближению).  

Таким образом, в рассмотренном случае 
стационарное состояние экономики продуктив-
ное, имеет собственную циклическую динамику 
и при наличии регулятора реализуемое.  

Заключение. В статье предложен алгоритм 
регулирования, стабилизирующего стационар-
ное состояние в модифицированной модели типа 
Солоу, сводящийся к вычислению приоритетов 
учета возмущений состояния экономики по фон-

дам и по числу занятых, при наличии собствен-
ной циклической динамики. 

 
Рисунок 2 – Траектории системы вида (10)  

в случае (9), если 113 ,27 21    
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