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Н.М. Турусикова 
О РАЗРЕШИМОСТИ ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

УПРАВЛЯЕМОЙ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Рассматривается задача нахождения управления, при котором объект, 
описываемый системой дифференциальных уравнений, переходит из начала 
координат в конечное состояние за заданный промежуток времени. Уста-
новлены достаточные условия разрешимости двухточечной краевой задачи в 
предположении, что импульсная переходная матрица объекта является не-
особенной. 

1. Введение. Реальные процессы окружаю-
щего мира зачастую являются управляемыми, то 
есть протекают в зависимости от конкретного 
воздействия на них управляющей стороны. В 
последнее время интерес к задаче управления 
особенно возрос, что связано, в частности, с ог-
раниченностью природных ресурсов, развитием 
техники, ростом возможностей ЭВМ, благодаря 
которым стали осуществимы расчет и реализа-
ция сложных законов управления. При исследо-
вании математических моделей часто возникает 
задача о построении управляющего воздействия, 
которое переводит объект из начального состоя-
ния в некоторое конечное. 

В данной работе описан процесс построения 
управления при разбиении исходного промежут-
ка времени на части, конечное состояние не яв-
ляется заранее заданным. 

2. Постановка задачи. В качестве матема-
тической модели объекта управления выбран 
процесс, удовлетворяющий нелинейной системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений  
 ( ) ( ) ( , , )x A t x B t u f t x u   , (1) 
в которой nEx , nEu , u – управление, 

 Tt ,0 , Т – некоторое положительное число, 

kE  – k-мерное векторное пространство. 
Введем следующие обозначения: 
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некоторое число. 
Предположим, что выполняются условия: 

1) )(),( tBtA непрерывные на сегменте  T,0  
матрицы,  tB  – неособенная матрица; 

2) ),,( uxtf  – n-мерная вектор-функция, непре-
рывная на множестве  

0
D ; 
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 0 0 , равномерно относительно 
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Здесь 0 ─ n-мерный нулевой вектор. 
В качестве допустимых управлений будем 

рассматривать кусочно-непрерывные на сегмен-
те  T,0  n-мерные вектор-функции  tu , удовле-
творяющие условию 0(.) u . Множество всех 
допустимых управлений обозначим )( 0U .  

Ставится задача – найти управление 
  )( 0Uu  , при котором система (1) имеет ре-

шение, удовлетворяющее равенствам 
  0 , ( )x x T  0 . (2) 
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1,i n , – вектор-столбец матрицы  tTH , , 
        BХtXtH 1,   − импульсная переход-

ная матрица,  tX  – фундаментальная матрица 
системы  xtAx  ,   EX 0 , Е – единичная 
матрица,  
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транспонирования. 
Заметим, что в силу условия 1) матрица 

 ,tH  является неособенной на сегменте  T,0 . 
Это значит, что вектор-функции   ,th i , ni ,1 , 
линейно независимы на сегменте  T,0 , то есть 
не существует такой системы чисел n ...,,, 21 , 
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3. Преобразование системы, разбиение 

промежутка времени. Положим 
T
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Тогда систему (1) можно свести к системе 

       ),,( u
T

tytftсutBytAy 
 , (3) 

где    
TT

ttAtс 
 , ( , , )tf t y u u

T
  0  при 

u  0  равномерно по  Тt ,0  и 
T

ty 
   та-
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Условия (2) для переменной y будут иметь 

вид 
   00  )(,0 Tyy . (4) 

Под решением системы (3) будем понимать 
непрерывную, кусочно-дифференцируемую на 
сегменте  Т,0  вектор-функцию  ty , удовлетво-
ряющую всюду в точках дифференцируемости 
на этом сегменте системе (3). 

Лемма. Пусть при любом  Тt ,0  

    0,det  ddtBtB T  – некоторое число. Тогда 
найдется такое число 0 , что для любых зна-
чений  Тtt ,0,   выполняется неравенство 
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Доказательство леммы проводится методом 
от противного. 
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4. Доказательство теоремы о разрешимо-

сти задачи управления. Пусть  0iM  – мно-
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Рассмотрим произвольный промежуток 
   sitt ii ,...,2,1,,1  , разбиения сегмента  Т,0  на 
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где       1,  ХtXtX . 
Равенство (5) определяет преобразование 

вектор-функции  tyi
0  в вектор-функцию  tyi

1 . 

Запишем равенство (5) при  1,
i i i

t t y t  0 . Со-
гласно теореме о среднем и виду управления 
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элементам матрицы i . В силу непрерывности 
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Теорема. Пусть выполняются условия 1), 2), 
3). Тогда существует вектор β, при котором за-
дача (3), (4) имеет решение. 

Доказательство. Воспользуемся принципом 
неподвижной точки и убедимся, что оператор iF  
имеет неподвижную точку на множестве  0iZ . 

Из равенств (6), (7) следует, что оператор iF  
вполне непрерывный на множестве  0iZ . 

Докажем, что существует 0~
  такое, что 

оператор iF  отображает множество  ~iZ  в себя. 
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Причем    1 1 1,i i i i i iF y t F y t  0 0 . 

Так как      ~,max 21  iiiiii lFyFzF , то 

для любого    ~ii Zz   выполняется 
   

~
iii ZzF  , следовательно, данный оператор 

отображает множество  ~iZ  в себя. 
Итак, вполне непрерывный оператор iF  ото-

бражает ограниченное выпуклое замкнутое 
множество  ~iZ  в себя. Согласно принципу не-
подвижной точки Ю. Шаудера [1] существует 
неподвижная точка   ** ,

i
lty

i
 оператора iF . Сле-

довательно, мы можем построить кусочно-
непрерывное управление  tu* , определенное на 
всем отрезке  Т,0 , равное вектор-функции 
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 , при кото-

ром система (3) имеет решение  ty* , удовле-
творяющее краевым условиям (4). Теорема дока-
зана. 

Чтобы получить решение задачи (1), (2), 
достаточно выполнить обратную замену пере-
менных.  

5. Выводы. Исследована двухточечная 
краевая задача управляемой системы дифферен-
циальных уравнений, получены условия сущест-
вования управления, при котором система (1) 
имеет решение  tx , удовлетворяющее краевым 
условиям (2). 

Полученные результаты могут быть исполь-
зованы в задачах об управлении, то есть в зада-
чах об определении управляющих сил, которые 
переводят динамическую систему, описываемую 
системой дифференциальных уравнений, из на-
чального состояния в некоторое конечное, в ча-
стности, материал может быть полезен при ис-
следовании математических моделей биологиче-
ских, социально-экономических, химических, 
экологических процессов. 
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