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УДК 517.1 

В.А. Саблина 
О ПОРЯДКАХ ЗАМКНУТЫХ КЛАССОВ В ТРЕХЗНАЧНОЙ ЛОГИКЕ, I 

Рассмотрены вопросы определения порядка замкнутого класса и выра-
зимости функций замкнутого класса формулами над базисной системой на 
примере двух классов трехзначной логики: класса всех функций, сохраняющих 
основание {x}, и класса всех функций, сохраняющих основание {0,x}. Доказа-
но, что оба рассмотренных класса имеют порядок 2. Указаны способы вы-
ражения функций классов формулами над базисными системами данных 
классов. 

Введение. Проблема функциональной выра-
зимости в многозначной логике kP  в наиболее 
общей постановке заключается в описании ре-
шетки всех замкнутых классов с указанием, ко-
гда это возможно, базисов и порядков. Полно-
стью эта проблема решена лишь в двузначном 
случае [1]. Кроме того, проводились исследова-
ния замкнутых классов многозначной логики 

)2( kPk  [2-5]. Выяснилось, что при изучении 
решетки замкнутых классов многозначной логи-
ки уже при 3k  чувствуется нехватка методов 
определения порядков замкнутых классов, мето-
дов выразимости функций замкнутого класса 
формулами над базисной системой данного 
класса. 

Обычно для описания замкнутых классов 
используется язык предикатов, предложенный 
А.В. Кузнецовым [6]. Однако, как показал 
И.А. Черепов [7], предикатно описуемые замк-
нутые классы описываются и как  классы сохра-
нения основания [8], что при описании решетки 
замкнутых классов в kP  не только более удобно 
в обращении, но и позволяет ввести перечень 
оснований (как, например, в [9]), который будет 
дисциплинировать исследование решетки замк-
нутых классов в kP . В противном случае иссле-
дования приобретают характер хаоса [3,10,11]. 

Цель работы. В настоящей работе автор 
полагает начало развитию методов определения 
порядков замкнутых классов с указанием схем 
реализуемости функций в базисе того же поряд-
ка согласно перечню [9]; исследован поставлен-
ный вопрос относительно первых двух классов 
сохранения основания: }{x  и },0{ x . 

Класс ПС1 
Назовем функцию )~(xf   -функцией, если 

xxxf ),...,( . Везде в дальнейшем ),...,(~
1 nxxx  , 

n  – количество аргументов функции. 

Рассмотрим класс всех  -функций 
}),...,(|)~({1 xxxfxfПС   (первый класс пе-

речня [9]) из 3P . Легко показать, что  -функция 
)3 (mod 22 21 xx   порождает линейную функ-

цию: 
1 2 3 42(2 2 ) 2(2 2 )x x x x   

)3 (mod )(4 43214321 xxxxxxxx  . 
Полученная линейная функция, в свою оче-

редь, порождает линейные функции вида 
)3 (mod ... 1321  lxxx  для любого нату-

рального l . 

 Пусть 
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Отсюда 















случаях,остальных  в 0

,2~~ при 2

,1~~ при 1

)~(1
~

x

x

x  












случаях.остальных  в 0

),2,2(),( при 2
),1,1(),( при 1

),( 21

21

21
11 xx

xx
xx  
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11 xx  порождает функцию 
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причем }2,1,0{ ),,...,(~
 bbb . 

Отсюда для }2,1,0{, ; 2121  : 
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Лемма 1. Функции )~(1
~
~ x  выражаются че-

рез функции системы ),( 21
11

),( 21
xx  и )~(1

~
x ; 

}2,1,0{ ),,...,(~
 bbb . 

∆ Пусть ~  имеет вид )2,...,2,1,...,1,0,...,0(~0


r

 . 

Тогда для такого 0~
  получим 
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 .  (2) 

Пусть ~  произвольно. Переставим столбцы 

матрицы 





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
~
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 так, чтобы матрица имела вид 
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. В левой части (2) произведем 

переименование переменных согласно подста-

новке 








njj

n

xx
xx
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...

1

1 . Получим требуемое. ▲ 

Теорема 1. Система  -функций 21 22 xx  , 
),( 21

11 xx , ),( 21
11

),( 21
xx , }2,1,0{, ; 2121   

является базисом класса 1ПС , то есть класс 
1ПС  имеет порядок 2. 
∆ Произвольная  -функция может быть по-

лучена следующим суммированием по моду-
лю 3: 
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где }2,1,0{ ),,...,(~
 bbb , m  – необходимое ко-

личество «нулей», дополняющее число сумми-
руемых функций до 13 l , так как подстановка 
осуществляется в функцию 1 2 ...x x    

3 1  (mod  3)lx  . 
Выше показано, что линейная функция 

)3 (mod ... 1321  lxxx  порождается функцией 

21 22 xx  , функция )~(1
~

x  – функцией ),( 21
11 xx , 

функции )~(1
~
~ x  – функциями )~(1

~
x  и 

),( 21
11

),( 21
xx , }2,1,0{ ),,...,(~

 bbb . ▲ 
Класс ПС2 
Назовем функцию )~(xf   -функцией, если 

0),...,( xxf . 
Рассмотрим теперь класс функций 2ПС  

(второй класс перечня [9]) из 3P . 
}},0{)},0({|)~({2 xxfxfПС n  . 

Функция 2)~( ПСxf   на подкубе n}1,0{  не 
принимает значения 2, так как из определения 
класса 2ПС  следует, что }1,0{)}1,0({ nf , то 
есть функции класса 2ПС  сохраняют множест-
во }1,0{ . 

Лемма 2.1. Функция 2)~( ПСxf  , опреде-
ленная на подкубе n}1,0{ , на подкубе n}2,0{  оп-
ределяется автоматически. 

∆ Рассмотрим набор n}1,0{~ . Составим 

матрицу  T ~2~0 , состоящую из столб-
цов    TT 210 ,000 . 

Тогда либо    TTfff 000)~2()~()0(  , 
либо    TTfff 210)~2()~()0(  . ▲ 

Следствие. Функции 2)~( ПСxf   на наборах 

~ , где 2,1   ,  jiji , независимо пробегают 
все значения из множества }2,1,0{ . 

Класс 2ПС  содержит функцию ),max( 21 xx , 
поскольку xxxxx  )0,max(),0max(),max( , 

0)0,0max(  , а также функцию 
)),...,max(,max()~max( 21 nxxxx  . 

Определим функции  



 


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,~~ при )~(
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где }2,1{ ; ~  такое, что 2,1   ,  jiji . 

0)},0({
~
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

nx , поэтому 2)~(
~

ПСx 
 . 

Для случая двух переменных имеем: 


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 
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где 2121 },2,1{,,  . 
Рассмотрим функцию )~(

~
x , определенную 

в (1). 
Для случая двух переменных имеем: 
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где )0,0(),(};1,0{, 2121  . 
Функции )~(

~
x  выражаются через функции 

),( 21
),( 21 xx  следующим образом: 

)),,...,,,...,(,()~( 111
),...,,,...,()1,(~

111
niii xxxxxx niii


 

где i  выбираем таким образом, чтобы 
0~),...,,,...,( 111   nii . 
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Лемма 2.2. Функции )~(
~

x
 , }2,1{ , 


~  такое, что 2,1   ,  jiji , выражаются ли-

бо через функции системы ),( 21
),( 21 xx

 , если 

набор n}2,1{~
 , либо через функции  системы 

),( 21
),( 21 xx

   и функцию ),( 21
01 xx  в против-

ном случае; 2121 },2,1{,,  . 
∆ Рассмотрим случай, когда набор n}2,1{~

 . 
Однако 1~~

  и 2~~
 , что следует из определе-

ния функций )~(
~

x
 . Тогда можно выразить: 

)),,...,,,...,(,()~( 111
),...,,,...,(),(~

111
0

0
niii xxxxxx niii













где i  такое, что ijj ji  ,   ; выбираем 
1 если ,2 и ,2 если ,1 : 0i00  i . 

Рассмотрим теперь случай, когда набор 
n}2,1{~

 . Учитываем ограничения, наложенные 

на ~  при определении функций )~(
~

x
 , а именно 

то, что 2,1   ,  jiji ; это означает, что на-

бор ~ , кроме 1 и 2, содержит один или несколь-
ко 0. Тогда получаем: 

)),,...,,,...,(,()~( 111
),...,,,...,(01~

111
niii xxxxxx nii










где i  выбираем такое, чтобы 0i . Если в по-
лученном наборе ),...,,,...,( 111 nii    есть еще 
0, повторяем аналогичное разложение для 

),...,,,...,( 111
),...,,,...,( 111

nii xxxxnii





 , иначе 
дальнейшее разложение сводится к первому 
случаю. ▲ 

Теорема 2. Система функций из 2ПС  
),max( 21 xx , ),( 21

),( 21 xx
 , 2121 },2,1{,,  , 

),( 21
),( 21 xx , )0,0(),(};1,0{, 2121   является 

базисом класса 2ПС , то есть класс 2ПС  име-
ет порядок 2. 

∆ Произвольная функция 2)~( ПСxf  , кроме 
функции 0)~( xf , может быть получена сле-
дующим образом: 

)}~(max),~(maxmax{)~(
~

)~(:~

~

1)~(:~
xxxf

ff









 , 

где }0~{\}1,0{~ n , }2,1{ , 
~  такое, что 

2,1   ,  jiji . 

Таким образом, с помощью функций )~(
~

x  
определяем значения функции )~(xf  на подкубе 

n}1,0{  и, следовательно, на подкубе n}2,0{ , а с 

помощью функций )~(
~

x
  – значения на остав-

шихся наборах ~ . 

Выше показано, что функция )~max(x  поро-

ждается функцией ),max( 21 xx ; )~(
~

x  – функ-

циями ),( 21
),( 21 xx , }0~{\}1,0{~ n ; )~(

~
x

  – 

функциями ),( 21
),( 21 xx

  либо функциями 

),( 21
),( 21 xx

  и функцией ),( 21
01 xx , }2,1{ , ~  

такое, что 2,1   ,  jiji . ▲ 
Заключение. В статье предложены способы 

выражения функций двух рассмотренных клас-
сов сохранения основания через функции их ба-
зисов. Доказано, что данные классы трехзначной 
логики имеют порядок 2. 

В заключение автор выражает свою благо-
дарность В.В. Тарасову, под руководством кото-
рого выполнена эта работа. 
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