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С.А. Бельман 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СТАБИЛЬНОГО РАЗВИТИЯ 

МНОГОСЕКТОРНОЙ ЭКОНОМИКИ 

Исследована математическая модель, и получены условия циклического 
развития многосекторной экономики. 

Введение. В статье исследуется математи-
ческая модель стабильного развития многосек-
торной экономики. Пусть y  − объем производ-
ственных фондов,   определяет внешние воз-
действия (уплата налогов, конкуренция и другие 
факторы), y  − скорость изменения фондов y , 
которая пропорциональна наличному объему 
фондов Aу , зависит от объема регулярных об-
новлений ),( yC  и внешних инвестиций 

),( yD . 
Математической моделью такой многосек-

торной экономики является следующее диффе-
ренциальное уравнение: 
 ),(),(  yDyCAyy , (1) 

где при ji   матрица  nijаА
1

 определяет зави-
симость скорости изменения i -го объема произ-
водственного фонда от его наличного количест-
ва, при ji   определяет влияние i -го объема 
производственного фонда на j -й объем, 

),( yC , форма порядка s , определяет объем 
внутренних резервов, ),( yD  – конечная сумма 
форм порядка более высокого, чем s , характе-
ризует объем внешних инвестиций, используе-
мых для регулярного обновления производст-
венных фондов; nEy , 1s , kE ,   – пара-
метр, pE  – p -мерное векторное пространство. 

Предполагается, что при заранее определен-
ных внешних воздействиях   (при неизменных 
правилах сборов налогов, при стабильных тари-
фах на электроэнергию и т.д.) объем производ-
ственных фондов не меняется. Но так как внеш-
ние воздействия регулярно меняются (изменя-
ются правила сбора налогов, тарифов на газ, 
электроэнергию и т.д.), то происходит измене-
ние объема производственных фондов с течени-
ем времени. 

Экономическая задача ставится так: опреде-
лить условия развития многосекторной эконо-
мики так, чтобы при изменившихся внешних 
воздействиях объем производственных фондов 

через определенные промежутки времени дости-
гал своего начального значения, то есть имело 
бы место стабильное развитие многосекторной 
экономики. 

Пусть 0y , 0  таковы, что правая часть 
уравнения (1) равна нулю. Это означает, что 0y  
определяет работу многосекторной экономики, 
описываемой моделью (1), при условии неиз-
менности внешних воздействий 0  (остаются 
неизменными правила сбора налогов, тарифы на 
газ, электроэнергию). Соответствующая матема-
тическая задача формулируется так: определить 
условия существования периодического реше-
ния системы дифференциальных уравнений с 
параметром (1) в окрестности 0y . 

Теоретические исследования 
Введем следующие обозначения: 

   00 :  kE , 00   – некоторое чис-

ло,  ii
uu max , QuQ

u 1
max


 ,  Q  – матрица, 

N  – множество всех натуральных чисел. 
Предположим, что при любом фиксирован-

ном  0  систему (1) можно представить 
равенством  

       yy ,*  

           yDyC ,,,, ** , 

где    00,,* C ,    00,,* D . Следо-
вательно,   y  – решение системы (1) при 
любом значении  , где индекс   характеризует 
один из возможных вариантов поведения иссле-
дуемой экономики,  r,,2,1  . 

Введем следующие замены переменных: 
  yx ,  0 , где 00   – некото-

рое число,   – параметр  0 , 

    λΚΑ  ,* ,      ,,,* xCxC , 

     ,,,* xDxD , систему (1) запишем в 
виде 
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Периодическому решению системы (2) со-
ответствует ненулевое периодическое решение 
системы (1). Дальнейшие исследования посвя-
щены нахождению решения уравнения (2). 

Рассмотрим множество nΜ  всех тригоно-
метрических рядов вида 

ktbktaa k
k

k sincos
1

0 



, где 0a , ka , kb  – n -

мерные векторы (коэффициенты ряда). Ряд с ну-
левыми коэффициентами назовем нулевым эле-
ментом множества n . 

Определение 1. Элемент множества 
nMх 0  назовем периодическим решением сис-

темы (2) при некотором )( 0 , если 
),,( 0 xR  – нулевой элемент множества nM .  

Оператор В определим равенством  
AxxBx 0  . 

Определение 2. Ненулевой элемент 
nMx 0 назовем собственным элементом опера-

тора В, если существует действительное число 
 , при котором 00 xBx   – нулевой элемент 
множества nM , а число   – собственным значе-
нием оператора B , соответствующим собствен-
ному элементу 0x . 

Заметим, что согласно определению нулево-
го элемента множества nM , при любом nMk , 
система zВх  эквивалентна системе уравне-
ний: 000 cАa  , ckEbАa kk  0 , 

kkk dAbkEa  0 .  
Положим      ,,,0 kEcolonkEAcolonkL   

A0 , при 0k  AL 0)0(  . 
Можно показать, что необходимым услови-

ем существования ненулевого периодического 
решения системы (2) является существование 
такого положительного ω0, при котором опера-
тор B  имеет нулевое собственное значение, что 
равносильно условию   0det kL  при некотором 
k . Далее полагаем ω0 таким, что у оператора B  
существует нулевое собственное значение. 

Разбивая пространство nM  на сумму под-
пространств (пространства собственных элемен-
тов 0W , соответствующих нулевому собствен-
ному значению оператора B , инвариантного 
пространства 1W  и пространства 2W  такого, что 

  2101 WWWlM n  ), задачу поиска элемента 

nMx , удовлетворяющего равенству 

0),,( xR , сведем к задаче поиска элемента 
)( 1lMx n , удовлетворяющего операторным 

уравнениям:  
 0)),,(( xRP , (3) 
    0,,  xR ,    0,,  xR , (4) 
где Px  – оператор проектирования пространства 

 1lM n  в пространство 2W , )(x , )(x  - линей-
ные функционалы, определенные соответствен-

но равенствами dthxx jj 



2

02
1)(ξ , 






2

02
1)(η dtxgx jj ,  ),...,(),()(ξ 21 xxx   

)(xm ,  )(),...,(,),()( 21 xxxx l , при лю-
бых  qj ,...,2,1 . Под произведением коэффи-
циентов понимаем скалярное произведение век-
торов. Непосредственным вычислением уста-
навливаем, что для любого элемента 2Wx , 

0)(  x , 0)(  x . 
Решение системы уравнений (3), (4) будем 

искать в виде 


m

i
ii hxx

1
),(P),(  




l

i
ii g

1
, где α=(α1, α2,…, αm), β=(β1, β2, …, βl) – 

постоянные векторы, подлежащие определению.  
Нормы векторов α, β задаются соответственно 

равенствами ||α|| =


m

i 1
|αi|, ||β|| = =



l

i 1
|βi|. 

Согласно работе [1] для того, чтобы x(α, β) 
было решением системы (1), необходимо и дос-
таточно, чтобы векторы α и β удовлетворяли 
операторным уравнениям 
          0,,,,,B  fJPx , (5) 
          0,,,,,B  fJPx , (6) 

где   


l

i
ii

m

i
ii ghJ

11
, ,   ,,,f  

        ,00 xCxKAx  
    ,0 xD .  

Исследуем каждое слагаемое уравнения (5) в 
отдельности.       ,, JPxB  
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ii BgBhBPx

11
, . Из 

свойств операторов  , B , P  следует, что 
  2, WBPx  . Отсюда    0,  BPx . Для лю-

бого  mi ,...,2,1  ih является собственным эле-
ментом оператора B , соответствующим нулево-
му собственному значению. Следовательно, 

0
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ii Bh . Пусть 1M  
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1
. Тогда 

   ,PxB  ,J  1M . Из линейности 
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функционала   и условия Липшица для вектор-
форм  ,xС ,  ,xD  слагаемое    ,,,f  
можно записать        ~~,,, 1Kf  

   s 11 , где  1K~  – диагональная мат-
рица,  m ,...,,colon~

210 ,   0lim 10



, 

  0/lim 10




ss . Поэтому уравнение (5) равно-

сильно следующему уравнению: 
       0~~M 1111  sK . (7) 

Аналогично, операторное уравнение (6) 
примет вид  
       0~~M 2222  sK , (8) 

где 









l

i
ii BgM

1
2 ,  2K~ - диагональная 

матрица,  m ,...,,colon~
210 , 

  0lim 20



,   0/lim 20




ss . 

Положив  21,colon MMM  ,  K~  
     21

~,~colon KK ,  
~,~colon~γ ,  O~  

     21 ,colon ,       sss  21 ,colon~ , 
систему уравнений (7) и (8) запишем следую-
щим образом: 
       0~~M  sK , (9) 
где М – (m+l)×l-матрица. 
Исследуем уравнение (9) при 0M . Преобра-

зуем слагаемые )(~   и )(~ s  следующим обра-
зом:  ~)()(~ * ,  ~)()(~ *s O , при 2s . 
После подстановки получим уравнение: 
   0~)()()(~ ** K . (10) 
Введем обозначение:  )()(~),,( *KH  

)(*  , где    lm
jiijhH 



1,

,,),,( , 

)()()(),,(  ijijijij kh . Пусть 
 21 , , 1 -вектор размерности lm  , 2 -

вектор размерности )( lmk  .  
Для того чтобы выполнялось равенство 

0~),,( H , необходимо и достаточно, чтобы 
хотя бы один из столбцов был равным нулю. Для 
определенности положим равным нулю послед-
ний столбец матрицы ),,( H . Рассмотрим 
структуру произвольно зафиксированного эле-
мента последнего столбца 

0)()()(),,(   l)i(ml)i(ml)i(ml)i(m kh
или после замены  21,  : 

   
.0)()(

,,),,( 2
2

1
1
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1

)()( . По-
лучим уравнение 

      021 R . 
Предположим, что 0det R . Выразим 1  в яв-
ном виде 

       
2

1
1 R . 

Символом ),,( 2   обозначим оператор, опре-
деляемый правой частью последнего равенства. 
Отсюда  

        11
2

1
12 ),,( RRR . 

Теорема. Существует такое число 0 , что 
оператор ),,( 2   имеет на выпуклом, замкну-
том ограниченном множестве неподвижную 
точку. 

Доказательство. Покажем, что оператор 
),,( 2   отображает замкнутое, выпуклое, ог-

раниченное множество в себя.  
Так как   0lim 1

0



R , то по определению 

предела для любого 0 , 3/1 , найдется 
0  такое, что при    /)(1R . Тогда 

  3/ . 

Из равенства 0)(lim 1

0



R  следует, что 

для 0  найдется 1 , что при  1  

  3/1  OR . Аналогично по определению 

предела   0lim 2
1

02




R  существует 2  

такое, что из 22   следует   3/2
1  OR . 

Таким образом, для любого 1   1 , для 
любого фиксированного    1 , для любого 
фиксированного 2   22   выполнено нера-
венство  

      .),,( 11
2

1
12   RRR  

Значит, непрерывный по построению оператор 
),,( 2   множество   11 :  отобра-

жает в себя. Множество  является замкнутым, 
выпуклым, ограниченным. Поэтому выполнены 
все условия теоремы Боля-Брауэра, по которой 
на множестве   оператор ),,( 2   имеет не-
подвижную точку. Что и требовалось доказать. 

Из теоремы следует, что при некоторых 
фиксированных * , *   **  , *   **  , 

*   **  , *   **   оператор 
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),,( ***
2   имеет неподвижную точку. Пусть 

это будет *
1 . Тогда последний столбец матрицы 

 ***
2 ,, H  равен нулю. Отсюда решение сис-

темы (10) есть вектор, все координаты которого 
нули, кроме последнего 0*

l  . Что и определя-
ет существование ненулевого периодического 
решения системы (1). 

Вывод. Выполненное исследование позво-
ляет определить условия стабильного развития 
многосекторной экономики, функционирование 
которой описывается математической моделью 
(1) при наличии внешних воздействий. Найдены 
границы внешних воздействий, при которых 

многосекторная экономика развивается стабиль-
но, условия циклического развития объема про-
изводственных фондов, оценка периода цикли-
ческого развития фондов. Математически это 
означает, что определена окрестность точки 0y , 
в которой уравнение (1) имеет периодическое 
решение при значении   из окрестности 0 . 
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