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УСОВЕРШЕНСТВОВАННЫЙ АЛГОРИТМ  

ВРЕМЕННОЙ СИНХРОНИЗАЦИИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ  
ДРОБНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ 

Исследуются возможности применения дробного преобразования Фурье 
к решению задачи временной синхронизации сигналов. Показана целесообраз-
ность применения этого преобразования для идентификации временного 
рассогласования при приеме полифазных последовательностей Задова-Чу. 
Предложен новый алгоритм оценки временного положения синхросимвола на 
основе последовательности Задова-Чу с использованием дробного преобра-
зования Фурье. Приводятся результаты имитационного моделирования раз-
работанного алгоритма синхронизации для многолучевой модели беспровод-
ного канала связи, подтверждающие преимущество предложенного алго-
ритма временной синхронизации. 
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Введение. Идея дробного преобразования 
Фурье (Fractional Fourier Transform, FrFT) воз-
никла в математической литературе более 80 лет 
назад и впоследствии нашла широкое применение 
в квантовой физике и оптике. Дробное преобразо-
вание Фурье представляет собой математическое 
обобщение обычного преобразования Фурье, ко-
торое является частным случаем FrFT при поворо-
те частотно-временной плоскости на 90°. В радио-
технических приложениях особое внимание к это-
му преобразованию возникло в начале 90-х годов в 
области радиолокации при обработке сигналов с 
линейной частотной модуляцией (ЛЧМ). Связан-
ное с поворотом частотно-временной плоскости на 
произвольный угол это преобразование стало эф-
фективным инструментом при решении задач об-
наружения и оценки параметров сигналов с ЛЧМ, 
а также в задачах фильтрации сигналов на фоне 
помех. Особую эффективность FrFT позволяет 
получить в классе сигналов с линейным изменени-
ем частоты, поскольку обеспечивает существен-
ную локализацию спектра таких сигналов, практи-
чески неизменную при частотно-временных рассо-
гласованиях. 

В этих условиях представляется перспек-
тивным применение FrFT для обработки поли-
фазных последовательностей Задова-Чу (Zadoff-
Chu) [1, 2], получивших широкое применение 
при решении задач временной и частотной син-
хронизации в современных телекоммуникацион-
ных системах [3]. Высокое качество функциони-
рования алгоритмов синхронизации, исполь-
зующих последовательности Задова-Чу, обу-
словлено основным свойством этих последова-

тельностей: периодическая автокорреляционная 
функция (АКФ) таких сигналов не содержит бо-
ковых выбросов, а апериодическая АКФ харак-
теризуется их минимальным уровнем. Последо-
вательности, обладающие таким свойством, об-
разуют обширный класс CAZAC (Constant 
Amplitude Zero AutoCorrelation) сигналов. 

Существует множество решений частотной 
и временной синхронизации, основанных на 
применении CAZAC сигналов [4, 5]. Как прави-
ло, реализация методов синхронизации предпо-
лагает определение взаимной корреляционной 
функции (ВКФ) двух и более синхронизирую-
щих символов (синхросимвол), сформированных 
из последовательностей Задова-Чу. Обобщенный 
процесс временной и частотной синхронизации с 
использованием синхронизирующих символов 
состоит из следующих этапов:  

1) обнаружение и грубая оценка временного 
положения (Symbol Time Offset, STO) сигнала на 
основе вычисления ВКФ принимаемых синхро-
символов;  

2) оценка частотного рассогласования (Carrier 
Frequency Offset, CFO) и его компенсация;  

3) точное оценивание временного положе-
ния синхросимволов на основании ВКФ прини-
маемого и опорных сигналов.  

При этом существенное влияние на качество 
точной оценки временного положения синхро-
символов оказывают сложные условия приема, 
связанные с нестационарностью канала связи и с 
многолучевым распространением радиосигналов. 

Цель работы – исследование эффективности 
выполнения временной синхронизации с исполь-
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зованием дробного преобразования Фурье для 
последовательности Задова-Чу при приеме сигна-
лов в условиях многолучевого распространения. 

Основные свойства дробного преобразо-
вания Фурье. Дробное преобразование Фурье 

порядка а для произвольного угла 
2
 a  опре-

деляется следующим выражением [6]: 
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Выражение (3) представляет собой преобра-
зование Фурье с масштабирующим коэффициен-
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Параметр преобразования   можно рассматри-
вать как угол поворота частотно-временной 
плоскости, определенный в интервале ],[  , 
что соответствует порядку преобразования 

].2,2[a  В частном случае, когда 0 )0( a  
или кратно 2 , результат преобразования 

  )()(0 txtxF  ; если 2/  )1( a , то оператор 
 )(1 txF  соответствует прямому преобразованию 

Фурье, а при 2/  )1( a   )(1 uXF a  – об-
ратному преобразованию Фурье. Для всех ос-
тальных значений ],[    какое-либо соот-
ветствие между FrFT и обычным преобразовани-
ем Фурье отсутствует.  

Дробное преобразование Фурье обладает 
рядом интересных свойств [7], актуальных при 
решении задач временной и частотной синхро-
низации. К ним относятся следующие свойства 
FrFT: 

1) сдвиг сигнала во временной области 
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2) смещение сигнала в частотной области 
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Если )(tx  является функцией с ЛЧМ, то для 
 )(txFa  существует оптимальный порядок пре-

образования а, при котором модуль отклика 
FrFT имеет форму одиночного выброса макси-
мальной амплитуды. Величина оптимального 

значения optopta 

2

  определяется параметрами 

ЛЧМ, а также зависит от разрешающей способ-
ности преобразования по частоте и во времени 
[8]. Иллюстрация этого свойства FrFT для сиг-
налов с ЛЧМ представлена на рисунке 1.  

 
Рисунок 1 – Иллюстрация оптимального значения 

угла   для FrFT от сигнала с ЛЧМ 

Алгоритм временной синхронизации с при-
менением дробного преобразования Фурье для 
последовательностей Задова-Чу. Согласно [9] мо-
дифицированная последовательность Задова-Чу 
может быть определена следующим образом: 
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где 1,0  Nn ; k  – индекс последовательности, 
далее принимается 1k и ).()( 1 ncnc   

Нетрудно заметить, что последовательно-
сти )(nc , определяемые в соответствии (6) и (7), 
являются частным случаем дискретной формы 
представления сигналов с ЛЧМ. Следовательно, 
дискретное преобразование FrFT от )(nc , обо-
значаемое далее оператором aDF , будет иметь 
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оптимальное значение порядка преобразования 
а, при котором модуль отклика  )(ncDFa  харак-
теризуется одиночным выбросом максимальной 
амплитуды. На основании рисунка 1 и учитывая 
характер влияния дискретного представления 
сигнала с ЛЧМ на opt  [8], несложно получить 

выражение оптимального значения порядка opta  
FrFT для последовательностей вида (6) и (7): 
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где sF  – частота дискретизации; T  – длитель-
ность анализируемого сигнала; N  – длина )(nc ; 
L  – количество отсчетов, приходящееся на )(nc . 
Если NL  , то opt  принимает значение 4/3 , 
а оптимальный порядок преобразования 

5.1opta . В этом случае аргумент максимально-
го значения амплитудного спектра дискретного 
FrFT  )()( ncDFmC aa   может быть определено 
следующим образом [8]:  
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где оператор [.] означает операцию округления 
до целого значения. 

На рисунке 2 представлен результат вычис-
ления FrFT  )()( ncDFmC aa  , 1,0  Nm  по 
алгоритму, предложенному в [11], для )(nc  дли-
ны 255N  и .5.1opta  Согласно (9) положе-

ние пика амплитудного спектра )(mCa  соответ-
ствует отсчету спектра 38pm . Для примера на 
рисунке 2 представлены амплитудный спектр 

 )()(1 saa nncDFmC  , соответствующий 

смещению )(nc  во временной области на 30sn  
отсчетов, и спектр 
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смещения 1.0/  Ndf . Максимумы ампли-
тудных спектров )(1 mCa  и )(2 mCa  смещены 

относительно )(mCa  и находятся в точках 
201 pm  и 592 pm , что согласуется со свойст-

вами (4) и (5). 
Рассмотренные выше уникальные свойства 

FrFT, проявляющиеся в классе сигналов с ЛЧМ 
и для полифазных последовательностей Задова-
Чу в частности, открывают новые возможности 

при решении задачи как временной, так и час-
тотной синхронизации. 

 
Рисунок 2 – Примеры спектров FrFT  

для последовательностей )(nc , )( snnc   и 
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Предлагаемый способ временной синхрони-
зации основывается на использовании единст-
венного синхросимвола   1

0)( 
 N

nncC , где )(nc  
определяется (6) или (7) в зависимости от четно-
сти N .  

В рамках решения поставленной задачи ал-
горитм определения временного положения STO 



 синхросимвола будет состоять в вычислении 
следующего выражения:  
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N
nnrR  – матрица-

строка отсчетов принимаемого сигнала; pm  – 
отсчет спектра FrFT, соответствующий ожидае-
мому положению максимума амплитудного 
спектра R ; для выделения максимума ампли-
тудного спектра в (11) применяется окно 

kmp  , 2k . В соответствии с (10) и (11) 
алгоритм определения временного положения 
синхросимвола будет состоять в следующем: 

1) для каждого  1,0  NL  из массива 
отсчетов принятого сигнала формируются блоки 
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2) для всех сформированных в п.1 блоков 
отсчетов вычисляется FrFT   RDFC aa )(  и 
рассчитывается значение целевой функции 

)(M  (11); 
3) определяется аргумент 


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)(M , соответствующий максимальному значе-
нию )(M . Найденное значение 


 будет ука-

зывать на начало искомого синхросимвола. 
Описание моделируемого канала связи. 

Для исследования предложенного алгоритма оцен-
ки STO 


 (10) выбрана система с ортогональным 

частотным разделением (OFDM, Orthogonal 
frequency division multiplexing), использующая для 
синхронизации синхросимволы, описанные в (6) и 
(7). В общем случае OFDM символ с N  поднесу-
щими может быть записан в виде: 
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где ( )X k  – последовательность комплексных 
данных, передаваемых на k-й поднесущей, опре-
деляемая заданным видом квадратурной моду-
ляции; gN  – количество отсчетов, приходящихся 
на циклический префикс (ЦП). С учетом обяза-
тельного наличия в передаваемом сигнале ЦП 
синхросимвол будет иметь следующий вид 

)]1(),..,1(),0(),1(),..,1(),0([  gNcccNccc .  
Сигнал ( )x n  на выходе модели канала связи 

(КС) с многолучевым распространением можно 
записать в виде: 
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где )(mh  – комплексные значения импульсной 
характеристики многолучевого канала связи с M 
лучами; m  – задержка распространения для m-
го луча; )(n  – шумовая составляющая прини-
маемого сигнала.  

Для анализа влияния многолучевого распро-
странения на функционирование предложенного 
алгоритма оценки STO 


 (10) используются сле-

дующие модели распространения радиоволн:  
- модель для стандарта 802.20 [10] для вы-

сокоскоростных транспортных средств 
(Vehicular Test Environmen); 

- модель COST 259 [11] для условий город-
ской застройки (Typical Urban) .  

Доплеровское смещение спектра задавалось 
в виде симметричной модели Jakes [12]. 

Указанные модели позволяют провести ис-
следование качества работы алгоритма времен-
ной синхронизации при быстро изменяющейся 
матрице канальных коэффициентов, что соот-
ветствует условиям высокой динамики движе-
ния подвижных объектов.  

Экспериментальная часть. Цель экспери-
мента состояла в проверке эффективности рабо-
ты алгоритма оценки STO 


 (10) в условиях как 

стационарного, так и нестационарного многолу-
чевого распространения.  

Имитационное моделирование проводилось 
для OFDM символов с количеством поднесущих 

256N  и величиной циклического префикса 
32gN   отсчета. Эффективность алгоритма оце-

нивалась по следующим параметрам: 
- средняя квадратичная ошибка получаемых 

оценок STO 


:  
2

1

1 M

i
iM  


 


, где   – ис-

тинное значение временного положения символа; 
- дисперсия оценок STO 


 

D . 
На рисунках 3 и 4 представлены зависимо-

сти    и 
D  соответственно от отношения сиг-

нал-шум q  в условиях распространения радио-
волн модели для стандарта 802.20 для алгоритма 
(11) при значении доплеровского смещения 
спектра df , равного 0 и 100 Гц (кривые 1 и 2 
соответственно). Для сравнения на этих рисун-
ках представлены аналогичные зависимости, 
отражающие качество оценки STO 


 при кор-

реляции )(nr  и искомой последовательности 
)(nc  (кривые 3 и 4). Дополнительно на рисунках 

3 и 4 отражены зависимости качества оценки 


, 
полученные в тех же условиях по алгоритму, 
предложенному в [13], для количества блоков, 
равного 8 (кривые 5 и 6). Аналогичные зависи-
мости для модели распространения радиоволн 
COST 259 приведены на рисунках 5 и 6. 

Анализ экспериментальных результатов, 
представленных на рисунках 3–6, приводит к сле-
дующим выводам. Для стационарных каналов свя-
зи предлагаемый алгоритм показал различную эф-
фективность: в условиях модели для высокоскоро-
стных транспортных средств 802.20 алгоритм 
обеспечил выигрыш в отношении сигнал-шум по-
рядка 10дБ на уровне 210

  (рисунок 3, кри-
вые 1 и 3), в то время как для модели COST 259 
выигрыш порядка 1 дБ был получен при отноше-
нии сигнал-шум до 0 дБ (рисунок 5, кривая 1).  

 
Рисунок 3 – Зависимость    в условиях распро-

странения радиоволн модели для стандарта 802.20 
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Рисунок 4 – Зависимость 

D  в условиях распро-
странения радиоволн модели для стандарта 802.20 

 
Рисунок 5 – Зависимость    в условиях  

распространения радиоволн для модели COST 259 

 
Рисунок 6 – Зависимость 

D  в условиях  
распространения радиоволн для модели COST 259 

В случае нестационарных каналов иссле-
дуемый алгоритм позволяет получать качество 
оценок STO 


 не хуже, чем при корреляции 

)(nr  и искомой последовательности )(nc .  
Заключение. В данной работе рассмотрена 

возможность применения дробного преобразо-
вания Фурье для решения задачи временной 
синхронизации сигналов с использованием по-
следовательности Задова-Чу. Предлагаемый ал-
горитм временной синхронизации, в целом, де-
монстрирует высокую эффективность оценки 
временного положения синхросимвола в услови-

ях как стационарного, так и нестационарного 
многолучевого распространения. Необходимо 
отметить то обстоятельство, что наибольший 
эффект от использования дробного преобразова-
ния Фурье следует ожидать при совместном ис-
пользовании этого преобразования с известными 
методами синхронизации, использующими по-
следовательности Задова-Чу. Анализ способов 
построения таких алгоритмов частотной и вре-
менной синхронизации является предметом пер-
спективных исследований.  

Работа выполнена в рамках гранта Россий-
ского научного фонда, проект № 14-19-01263. 
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