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АВТОРЕГРЕССИОННОЙ МОДЕЛИ  
ПО КОРОТКОЙ ВЫБОРКЕ СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА 

Предложен и исследован метод оптимизации переопределённой авто-
регрессионной модели случайных сигналов, представленных короткими вы-
борками. Метод основан на учёте в виде весового вектора w точности оце-
нок коэффициентов автокорреляции при расчёте параметров авторегресси-
онной модели. Показано, что предлагаемый подход дает возможность 
уменьшать в 1,2…4 раза невязку между контрольным и модельными спек-
трами за счёт введения в авторегрессионную модель дополнительной ин-
формации о точности оценок автокорреляционной функции, зависящих от 
длины выборки случайного сигнала. 
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Введение. Одна из важных задач в различ-
ных приложениях радиотехники – получение 
спектральной плотности мощности (СПМ) слу-
чайного процесса, представленного ограничен-
ным по времени наблюдением. Особую актуаль-
ность данная задача приобретает в условиях ко-
ротких временных выборок, полученных экспе-
риментально. 

Обычно для повышения спектрального раз-
решения при жёстких ограничениях на длитель-
ность наблюдений используют авторегрессион-
ную (АР) модель, применяя параметрический 
подход к оценке спектра [1, 2]. Отметим, что при 
этом решение задачи спектрального оценивания 
на основе теоремы Винера – Хинчина затруднено, 
так как длительность автокорреляционной после-
довательности (дискретной автокорреляционной 
функции) в условиях коротких выборок наблю-
дений ограничена и/или точность оценок коэф-
фициентов Rj, k автокорреляции невысока [1]. 

Традиционно параметры АР-моделей нахо-
дятся из решения системы линейных уравнений 
Юла – Уолкера [1], основанной на обращении 
корреляционной матрицы R моделируемого 
процесса. При этом дающие его компактное 
описание низкие порядки p моделирующего 
фильтра не позволяют учесть влияние старших 
коэффициентов Rj, k корреляции с индексами 
│j−k│>p, что снижает адекватность спектраль-
ного оценивания авторегрессионным параметри-

ческим методом [3]. Поэтому применяются [4, 5] 
переопределенные системы уравнений Юла – 
Уолкера с различной глубиной c переопределен-
ности. Однако при короткой длине N выборки 
недостаток подобного подхода заключается в 
низкой точности оценок старших коэффициен-
тов Rj, k автокорреляции из-за сокращения стати-
стического материла для их усреднения при 
│j−k│→N. Вместе с тем как будет показано ни-
же, существует возможность найти весовой век-
тор w коэффициентов wn, домножение на кото-
рые полученных оценок Rj, k дискретной авто-
корреляционной функции приводит к повыше-
нию точности оценивания СПМ по критерию 
минимума нормированного квадрата длины Εs 
вектора εs невязки между модельным и кон-
трольным энергетическими спектрами. Значения 
коэффициентов wn имеют смысл точности оце-
нок Rj, k при n=│j−k│. 

Цель работы — разработка методики син-
теза модифицированных переопределенных 
АР-моделей, которая дает повышение точности 
спектрального оценивания в условиях коротких 
выборок наблюдений. 

Постановка задачи. Вектор а авторегрес-
сии АР-модели находится из решения системы 
линейных уравнений Юла – Уолкера, которое 
для дальнейшего изложения удобно представить 
в следующем, эквивалентном известному [1] ви-
де [6, 7]: 
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1 , a R r  (1) 
где R – (p×p)-мерная автокорреляционная квад-
ратная матрица, r – p-мерный крайний левый 
вектор-столбец [(p+1)×(p+1)]-мерной матрицы R 
без её верхнего элемента R0,0. 

Чтобы получить более точное решение и 
найти оптимальный вектор a , учитывающий 
старшие коэффициенты корреляции, модуль 
разницы │j−k│ индексов которых превышает 
порядок p модели, используется переопределён-
ная система линейных уравнений, которая реша-
ется по критерию минимума квадрата длины Ε 
вектора ε невязки [1]: 

H  ε ε , где    ε r R a  , (2) 

где a  – модифицированный вектор авторегрес-
сии, полученный из переопределенной системы 
линейных уравнений (2); R  – [(с+p)×p]-мерная 
корреляционная матрица и r  – (p+с)-мерный 
вектор-столбец коэффициентов автокорреляции; 
H – знак комплексного сопряжения и транспони-
рования. 

Выражения (2) описывают оптимизацион-
ную функцию: 
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где Cp — p-мерное пространство комплексных 
чисел. 

Для определения оптимального вектора a  
возьмем производную по a от функции (3): 
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Приравняв (4) к нулю, получим оптималь-
ный вектор [1]: 

H 1 H .( ) a R R R r     (5) 

Отметим, что использование старших коэф-
фициентов автокорреляции в выражениях (2)-(5) 
сопряжено со сложностью их адекватной оценки 
по короткой экспериментальной выборке. По-
этому в статье предусматривается взвешивание 
полученных по коротким реализациям экспери-
ментальных процессов оценок коэффициентов 
автокорреляции Rj,k представленного короткой 
выборкой процесса. 

Аналитическое решение. При использова-
нии границы Крамера – Рао для оценивания по-
тенциальной точности определения коэффици-
ентов Rj,k автокорреляции предлагается выбрать 
дискретную весовую функцию в виде вектора w 
с компонентами 

wn=[(N−n)/N]2, (6) 

где N – количество отсчётов анализируемого 

процесса, спектральная плотность мощности ко-
торого оценивается. Анализ выражения (6) рас-
чёта весовых коэффициентов wn, учитывающих 
точность измерения элементов дискретной авто-
корреляционной функции, показывает, что при 
n<<N весовые коэффициенты удовлетворяют 
приблизительному равенству wn≈1, а при n→N 
значения wn стремятся к нулю, отражая тенден-
цию потери точности при недостаточном стати-
стическом материале для усреднения оценок Rj,k. 
Поэтому значение веса 1≥wn≥0 учитывает увели-
чение дисперсии оценки Rj,k с уменьшением дли-
ны (N−n) выборки. Весовые коэффициенты wn 
используются для коррекции оценок коэффици-
ентов Rj,k автокорреляции при │j−k│=n для улуч-
шения качества авторегрессионных моделей. 

При учёте величин wn, формирующих вектор 
w, целевая функция (2) модифицируется и при-
нимает следующий вид: 

2
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где Εw — квадрат длины взвешенного вектора ε 
невязки, â  – оценка вектора коэффициентов ав-
торегрессии предлагаемым методом, ║●║ – опе-
рация вычисления евклидовой нормы вектора. 

Выражение (7) описывает оптимизационную 
функцию: 

H
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где W=diag(w) – квадратная матрица c элемен-
тами wn вектора w на главной диагонали, 
n=1, 2,…, (p+c). 

Аналогично (5) решение этой оптимизаци-
онной задачи сводится к виду: 

H H 1 H Hˆ  ,( ) a R RW R rW W W     (9) 

где матрица преобразований в нормальной пере-
определённой системе линейных уравнений 
представляет собой произведение WR , а Wr  –
вектор желаемых решений [8]. Для практических 
расчётов â  по выражению (9) оно было моди-
фицировано для регуляризации задачи обраще-
ния произведения H H WR RW   матриц и для учё-
та фактов диагональности и действительности 
элементов wn матрицы W, рассчитанных по (6): 

H 2 1 H 2ˆ  λ ,( )  a R W WR I R r     (10) 

где I – единичная матрица; λ – регуляризующая 
величина, которая выбиралась из условия: 
cond2( H H WR RW  )<106, где cond2(●) – оператор, 
определяющий число обусловленности матрицы. 
Регуляризация решения даёт возможность полу-
чить практически приемлемые решения, так как 
введение в произведение матриц HR R  , подле-
жащих обращению в (5), дополнительных ком-
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понент HW W  ухудшает обусловленность задачи 
(9) в силу того, что при перемножении матриц 
перемножаются и их собственные числа [8]. 

Экспериментальные исследования. На ри-
сунке 1 приведены результаты спектрального 
оценивания с помощью авторегрессионных па-
раметрических методов в условиях слабых за-
шумлений (отношение Pn мощностей белого 
шума и исследуемого коррелированного сигнала 
Pn=10−8) и при коротких (N=100 отсчётов) вы-
борках наблюдений. Коррелированный сигнал, 
подлежащий спектральному анализу, был при-
нят одномодовым по спектру стационарным га-
уссовским с относительной шириной ΔFT=0,1 
спектра моды и её гауссовской огибающей. По-
добные сигналы характерны для многих при-
кладных областей радиотехники, характеризуя, 
например, отражения электромагнитных волн от 
атмосферных гидрометео-образований [9, 10]. 

 
  Рисунок 1— Оценки спектральных 

плотностей мощности 

На рисунке 1 введены следующие условные 
обозначения: S(l/L) – нормированная к своему 
максимальному значению спектральная плот-
ность мощности, l/L – относительная частота, 
численно равная отношению номера l текущего 
спектрального отсчёта к общему их чис-
лу L=1024; пунктирная тонкая кривая 1 – кон-
трольный спектр (СПМ, полученная по неза-
шумлённым данным с помощью АР-модели со-
рокового порядка); пунктирная жирная кривая 2 
– СПМ, полученная на основе простой 
АР-модели (без переопределённости); сплошная 
тонкая кривая 3 – на основе известной переопре-
деленной АР-модели; сплошная жирная кривая 4 
– на основе предлагаемой модели. Кривые 2…4 
получены при одинаковом порядке p=5 сравни-
ваемых авторегрессионных моделей. 

Из анализа рисунка 1 можно видеть, что ка-
чество оценивания спектра у предлагаемой мо-
дели лучше, чем у известных параметрических 
АР-методов. Для объективной оценки эффек-
тивности предлагаемого подхода сформируем 
вектор εs невязки между векторами отсчетов 
спектральных плотностей мощности: 

s , ε c s  (11) 
где c — L-мерный вектор СПМ контрольной мо-
дели, в качестве которой используют энергети-
ческий спектр, полученный с помощью АР-
модели большого (p=40) порядка при неограни-
ченной выборке N→∞ (приняты рассчитанные 
теоретически коэффициенты корреляции); s — 
L-мерный вектор СПМ, полученный сопостав-
ляемыми АР-методами. 

В качестве критерия адекватности принята 
нормированная величина Εs квадрата длины 
L-мерного вектора-столбца εs невязки: 

T
s s sЕ / ,L ε ε  (12) 

где L – число спектральных отсчетов. 
Результаты сравнения адекватности модели-

рования при использовании различных подходов 
сведены в таблицу 1. 
Таблица  1 — Сравнение адекватности моделей 

 

Модели 
(при 

ΔFT=0,1) 

Обычная 
(p=5, с=0) 

Переопре-
делённая 
(p=5, с=20) 

Предлагае-
мая 
(p=5, с=20) 

Невязка 
Εs 

 
0,03 

 
0,016 

 
9,281∙10−3 

Как следует из анализа данных, сведенных в 
таблицу 1, эксперименты показали, что норми-
рованный квадрат длины Εs вектора εs невязки у 
предлагаемой модели имеет в 2 раза меньшую 
величину, чем у известной переопределенной 
модели с той же глубиной переопределённости 
(c=20) и в 3 раза меньшую величину, чем у 
обычной АР-модели того же порядка (p=5). 

Проанализируем влияние аддитивного бело-
го гауссовского шума на адекватность спек-
трального оценивания (см. рисунок 2) описанно-
го выше коррелированного процесса. При фор-
мировании приведенной на рисунке 2 зависимо-
сти десятичного логарифма величины Εs от от-
носительной мощности Pn некоррелированного 
шума было принято L=1024, p=5, с=20. 

 
  Рисунок 2 — Логарифмические зави-

симости длины вектора невязки от 
мощности шума 
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На рисунке 2 обозначены: пунктирной лини-
ей 1 – нормированный квадрат длины Εs вектора 
εs невязки для обычной АР-модели; точечной 
линией – известной переопределённой модели; 
сплошной линией 3 – предлагаемой модели. Из 
приведенных на рисунке 2 зависимостей следу-
ет, что предлагаемая модель имеет самое высо-
кое качество, а обычная АР-модель имеет низкое 
качество. 

Для числового сравнения адекватности ме-
тодов введем относительные различия ΔΕ1 и ΔΕ2 
между величинами Εs обычной АР-модели и пе-
реопределенной модели, а также предлагаемой 
модели и переопределенной модели соответст-
венно: 

1 1 2 2 2 2 3 2E =(E E ) / E ; E =(E E ) / E ,     (13) 
где Ε1, Ε2, Ε3 – нормированные квадраты длин 
векторов невязки для обычной АР-модели, пере-
определенной и предлагаемой моделей соответ-
ственно. 

Анализ зависимостей (13) показал, что для 
приведенного выше примера относительные 
различия для рассмотренных АР-методов лежат 
в пределах ΔΕ1≈2…3,8, а для предлагаемого ме-
тода ΔΕ2≈0,4…1,6. Так, при Pn=−50 дБ значения 
относительных различий соотносятся, как 
ΔΕ1/ΔΕ2≈5, а при увеличении мощности шума до 
λ=−20дБ выигрыши ΔΕ1/ΔΕ2 достигают 10 раз. 

Проанализируем результаты спектрального 
оценивания при увеличении относительной ши-
рины спектра в три раза (ΔFT=0,3) и Pn=10−8. На 
рисунке 3 использованы аналогичные принятым 
на рисунке 1 условные обозначения. 

 
  Рисунок 3 — Оценки спектральных 

плотностей мощности 

Из анализа рисунка 3 видно, что преимуще-
ства предлагаемого подхода сохраняются с рос-
том ширины спектра моделируемого процесса. 
Качество оценивания спектра предлагаемой ме-
тодикой лучше, чем при использовании извест-
ных параметрических АР-методов с аналогич-
ными значениями p=5, с=20 и относительной 

мощности шума Pn=10−8. 
Для объективной оценки сведём в таблицу 2 

нормированные квадраты длин Εs векторов невя-
зок между оцениваемыми и контрольным спек-
трами. 
Таблица  2  — Сравнение адекватности моделей 

 

Модели 
(при 

ΔFT=0,3) 

Обыч
ная 
(p=5, 
с=0) 

Переоп-
ределён-
ная (p=5, 
с=20) 

Предлагае-
мая (p=5, 
с=20) 

Невязка Εs 0,03 0,018 7,128∙10−3 

Из анализа таблицы 2 нетрудно видеть, что 
квадрат длины Εs вектора невязки у предлагае-
мой модели имеет в 2,5 раза меньшую величину, 
чем у известной переопределенной модели с той 
же глубиной переопределённости (c=20) и в 4 
раза меньшую величину, чем у обычной АР-
модели того же порядка (p=5). 

Проанализируем влияние порядка p моделей 
на адекватность спектрального оценивания 
(см. рисунок 4). 

 
  Рисунок 4 — Логарифмические зави-

симости длины вектора невязки от 
порядка моделей 

При формировании приведенной на рисун-
ке 4 зависимости десятичного логарифма вели-
чины Εs от порядка p моделей было принято 
L=1024, Pn=10−8, с=20, ΔFT=0,3. На рисунке 4 
использованы аналогичные принятым на рисун-
ке 2 условные обозначения: пунктирной линией 
1 показан нормированный квадрат длины Εs век-
тора εs невязки для обычной АР-модели; точеч-
ной линией – для известной переопределённой 
модели; сплошной линией 3 – для предлагаемой 
модели. Из анализа рисунка 4 видно, что адек-
ватность спектрального оценивания различными 
подходами увеличивается с ростом порядка p 
моделей, но предлагаемый метод даёт возмож-
ность уменьшить на одну-две единицы порядок 
переопределённой АР-модели при сохранении 
той же величины Εs нормированного квадрата 
длины вектора εs невязки между контрольным c 
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и модельным s спектрами. При сопоставлении 
эффективности по критерию (12) с обычной АР-
моделью снижение порядка может достигать 
двух раз. Например, при lgΕs=−1,5 использова-
ние предлагаемой методики даёт возможность 
снизить порядок p переопределённой модели с  
8-ми до 7-ми, а для обеспечения той же адекват-
ности Εs спектрального оценивания с помощью 
обычной АР-модели необходим её порядок p=12. 

Числовое сравнение адекватности методов 
по зависимостям (13) показывает, что для приве-
денного выше примера относительные различия 
для различных АР-методов лежат в пределах 
ΔΕ1≈0,5…1,9 а для предлагаемого метода 
ΔΕ2≈0,1…0,3. Так, при p=2 значения относи-
тельных различий соотносятся, как ΔΕ1/ΔΕ2≈5, а 
при увеличении порядка моделей до p=10 выиг-
рыши ΔΕ1/ΔΕ2 достигают 20 раз. 

Выводы. Таким образом, предложен и ис-
следован метод оптимизации переопределённой 
авторегрессионной модели случайных сигналов, 
представленных короткими (сотни и менее от-
счётов) выборками. Метод основан на учёте в 
виде весового вектора w=[wn] точности 
wn=[(N−n)/N]2 оценок коэффициентов Rj,k авто-
корреляции при расчёте параметров авторегрес-
сионной модели. Значения точности wn рассчи-
таны на основе границы Крамера – Рао для оце-
нок коэффициентов Rj,k автокорреляции случай-
ного процесса по его ограниченной выборке, 
длиной в N отсчётов. Эксперименты показали 
(см. таблицы 1, 2), что предлагаемый подход да-
ет возможность уменьшить в 1,2…4 раза относи-
тельную длину Εs вектора εs невязки между кон-
трольным c и модельными s спектрами по срав-
нению с известными авторегрессионными мето-
дами спектрального оценивания при ограничен-
ной длине N=100 выборки процесса. Выигрыши 
достигаются за счёт учёта дополнительной ин-
формации о точности wn оценок коэффициентов 
Rj,k автокорреляции при расчёте параметров â  
переопределённой авторегрессионной модели 
по (10). 

Работа выполнена при поддержке 
государственной субсидии (Соглашение 
№ 14.574.21.0012; УНК RFMEFI57414X0012). 
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