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В.В. Тарасов 
К ПРОБЛЕМЕ ВЫРАЗИМОСТИ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ ФОРМУЛАМИ 

НАД БАЗИСОМ ИЗ СЛУЧАЙНЫХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ 

На основе расширений классов Поста, содержащих константы, иссле-
дуются условия выразимости функций алгебры логики формулами над бази-
сом из случайных булевых функций. 

1. Введение. Будем рассматривать множест-
во 2P~  всех частично ненадежных булевых функ-
ций, т.е.   2P~x~f   тогда и только тогда, когда для 
любого набора ~  из  n1,0  значение  n1 ,,f    
равно 0,1 или  ~f  является случайной булевой 
величиной. Если предполагается возможность, 
что существует набор ~  такой, что  ~f  – слу-
чайная величина, то функцию  x~f  будем назы-
вать случайной булевой функцией (СБ–
функцией), в противном же случае  x~f  – просто 
булева функция, т.е.   2f x P . Обозначим через 

  x~fRe  множество всех реализаций (функций 
неисправности) СБ–функции  x~f . Аналогично, 
если  Tn1 ,,    – столбец с возможным содер-
жанием булевых случайных величин, то через 

 Tn1 ,,Re    обозначим множество всех реали-
заций случайного столбца  Tn1 ,,   . Перемен-
ная ix  СБ–функции  x~f  называется сущест-
венной переменной, если множество   x~fRe  
содержит булеву функцию, существенно зави-
сящую от переменной ix , в противном случае 
переменная ix  называется фиктивной. Термаль-
ной (формульной) суперпозицией над системой 
(базисом)  2P~NN   будем называть любую 
функцию, полученную из данной путем пере-
именования и отождествления переменных, вве-
дения или изъятия фиктивных переменных, а 
также бесповторную подстановку СБ–функций 
над базисом N в СБ–функцию базиса N (ср. с 
определением ф–квазисуперпозицией в [1] и 
убедитесь в содержательной эквивалентности 
этих двух определений). СБ–функции 
   n1n,1 x,,xg,x,xf   могут считаться равны-

ми только в случае, когда они представляют 
один источник. Для любой системы случайных 
булевых величин (столбцы, строки, функции) 

r1 ,,   , составленной из случайных величин 
СБ–функций базиса, множество  r1 ,,Re    

содержит все r2  булевых реализаций. Вопрос о 
зависимости и независимости случайных вели-
чин является несущественным для термальной 
суперпозиции и учитываться нигде здесь не бу-
дет. Два случайных столбца 
   Tk1

T
k1 ,,,,,    называются однотипны-

ми, если для любого ki1,i  , либо 
 1,0ii  , либо i  и i  – случайные ве-

личины. 
В дальнейшем мы используем для классов 

Поста терминологию и обозначения, данные в 
[3]. Составим перечень классов Поста, требую-
щихся для решения наших задач: 

1) 1A  – класс всех монотонных булевых 
функций; 

2) 1L  – класс всех линейных булевых функ-
ций; 

3) 3D  – класс всех самодвойственных буле-
вых функций; 

4) 2C  – класс всех функций, сохраняю-
щих 1; 

5) 3C  – класс всех функций, сохраняю-
щих 0; 

6) 324 CCC  ; 
7) 6P  – класс всех функций, порожденных 

системой  xy,1,0 ; 
8) 6S  – класс всех функций, порожденных 

системой  yx,1,0  ; 
9) 8O  – класс всех функций, порожденных 

системой  x,1,0 ; 
10) 9O  – класс всех функций, порожденных 

системой  x,0 . 
Пусть В – один из классов Поста. Расшире-

нием класса В назовем любую подалгебру 
    2PBUBU  , содержащую В. Расширение 
 BU  назовем В–максимальным, если для любой 

СБ–функции   2P~x~f   такой, что    BUx~f  , 
система   Bf   строит некоторую булеву функ-
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цию h , не принадлежащую В. 
Нетрудно доказать от противного (как это 

сделано, например, в [4]), что если для класса 
Поста В существует В–максимальное расшире-
ние, то оно единственное. Однако, как это будет 
видно далее, некоторые классы Поста (напри-
мер, 9О ) могут быть расширены до максималь-
ных, но не являющихся В–максимальными. В 
таких случаях вместо желаемого В–
максимального класса возникнет достаточная 
система максимальных классов, заменяющая 
функционально В–максимальный класс, т.е. сис-
тема СБ–функций, целиком не содержащаяся ни 
в одном из классов достаточной системы, поро-
ждает булеву функцию Bh . 

2. Цель работы: исследование функцио-
нальных возможностей стохастических функ-
циональных базисов в реализации булевых 
функций термальной (формульной) суперпози-
цией в случае, когда для элементов базиса из-
вестны все входовые булевы комбинации, в ко-
торых значения могут быть вычислены вполне 
надёжно (0 или 1), а на остальных входовых 
комбинациях, при которых элемент базиса рабо-
тает ненадёжно (находится в состоянии сбоя), 
т.е. выпускает случайную булеву величину, ха-
рактеристики распределения которой неизвест-
ны. 

3. В–максимальные расширения для 
классов Поста 1A , 1L , 3D , 6P , 6S . 

Определение 1. СБ–функция  x~f  s –
сохраняет предикат  k1 y,,yR  , если для лю-

бой булевой матрицы  Tn1 ~,,~   , столбцы ко-
торой удовлетворяют предикату  y~R , множе-
ство     n1 ~f,,~fRe    содержит столбец, 
удовлетворяющий предикату  y~R . 

При таком определении, очевидно, класс 
всех СБ–функций, s–сохраняющих предикат Q, 
является замкнутым относительно как схемной 
[2], так и термальной суперпозиции. 

В–максимальные расширения для указанных 
классов Поста заимствуем из работы [2]: 

1A –максимальным расширением 1A~  явля-
ется класс s–сохранения предиката 21 xx  ; 

1L –максимальным расширением 1L~  являет-
ся класс s–сохранения предиката 
      43214321 xx&xxxxxx

   3241 xx&xx  ; 

3D –максимальным расширением 3D~  явля-
ется класс s–сохранения предиката 21 xx  ; 

6P –максимальным расширением 6P~  являет-
ся класс s–сохранения предиката 

  4321 xxxx  
      1x&0x&xx 4132  
   1x&0xxx 4321  ; 

6S –максимальное расширение 6S~  двойст-
венно 6P~ . 

4. Достаточная система расширений для 
класса 9O : 

2
9

1
9 O~,O~ . 

Определение 2. Простым (в отличие от s–
предиката в [2]) s–предикатом  k1 y,,yR   бу-
дем называть отношение, определенное на но-
сителе   ,,,,1,0 m1  , где i  – булевы слу-
чайные величины с условием 

    1,0,,,Re m1  , область истинности 
предиката состоит из случайных столбцов ко-
нечного числа типов. 

Очевидно, класс всех СБ–функций, сохра-
няющих s–предикат, замкнут относительно тер-
мальной суперпозиции (ср. [1]). 

Класс 1
9O~  состоит из СБ–функций, s–

сохраняющих предикат 
        0xx&1x1xx&0x 321321  ; 

класс 2
9O~  состоит из СБ–функций, сохраняющих 

s–предикат DCA  , где 























001110
100110
011010
110010

A , 

С – множество всех случайных столбцов 
 T41 ,,   , таких, что пересечение 

 T41 ,,ReA    непусто, 





























011100
100110
100110

110001

D

21

53

64

87

. 

5. Достаточная система расширений для 
класса 8O : 4

8
3
8

2
8

1
8 O~,O~,O~,O~ . 

Класс 1
8O~  состоит из СБ–функций,  

s–сохраняющих предикат  
  4321 xxxx  

     1x&0x&xx 4132  . 

Класс 2
8O~  состоит из СБ–функций, сохра-

няющих простой s–предикат DCA  , где 
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



















1110
0110
1010
0010

A , 

С – множество всех случайных столбцов 
 T41,    таких, что  T41 ,,ReA    непусто, 

  T110D  . 
Класс 3

8O~  состоит из СБ–функций, сохра-
няющих простой s–предикат DCA  , где А 
и С определены в описании класса 2

8O~ , 
  T100D  . 

Класс 4
8O~  состоит из СБ–функций, сохра-

няющих простой s–предикат DDCA  , 
где А, С, D, D  определены в описании классов 

2
8O~ , 3

8O~ . 
Доказательство максимальности расшире-

ний следует из того, что классы 4,1i,O~ i
8  , 

различны и составляют достаточную систему 
расширений. 

6. Достаточная система расширений для 
класса 1O : 

2 3 1C ,C ,О   . 

Класс 1O~  состоит из СБ–функций, сохра-
няющих простой s–предикат DCA  ,  

где 









1
0

A , С – множество всех случайных 

столбцов  T,  таких, что пересечение 

 T,ReA   непусто, 



























0

,
1

D . 

7. Выводы 
Теорема 1. Для того чтобы система СБ–

функций, содержащая 0, 1, x, порождала тер-
мальной суперпозицией булеву функцию  x~f  из 

2P , необходимо и достаточно, чтобы она не 
содержалась целиком ни в одном из тех классов 
списка 

6611
j
9

i
8 S~,P~,A~,L~,2,1j,O~,4,1i,O~  , 

которые не содержат  x~f . 
Теорема 2. Для того чтобы система СБ–

функций была полна для 2P  относительно тер-
мальной суперпозиции, необходимо и достаточ-
но, чтобы она не содержалась целиком ни в од-
ном из классов 

2,1i,O~,D~,L~,A~,C~,C~,D~ i
9311321  . 

Отметим, что настоящая работа в плане 
функциональной полноты близка к ранее выпол-
ненной работе [5]. В работе [5] случайные буле-
вы функции задаются с полным перечнем их 
реализаций, т.е. с существенно более полной 
информацией о стохастическом функционирова-
нии. Стоит лишь сравнить: число предполных 
классов в настоящей модели всего 8 против 7485 
в модели [5], а число предполных классов опре-
деляет сложность распознавания полноты сто-
хастических базисов. 

Предполагается, что полученные результаты 
должны использоваться в теории и практике 
синтеза надежных схем из ненадежных функ-
циональных элементов. 
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