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УДК 536.2 

А.А. Фефелов, А.И. Улитенко, А.Ф. Маннанов 
РЕШЕНИЕ МЕТОДОМ ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ЗАДАЧИ 

О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ТЕМПЕРАТУРЫ В ПРИЗМАТИЧЕСКОМ 
СТЕРЖНЕ ПРИ ЗАДАННЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ 

ПЕРВОГО И ТРЕТЬЕГО РОДА 

Рассмотрены этапы численной реализации метода граничных элемен-
тов при решении классической задачи о распределении температуры в приз-
матическом стержне постоянного сечения. Проведено сравнение получен-
ных результатов с теоретическим решением задачи, а также с данными 
численного моделирования методом конечных элементов в среде 
SolidWorks/CosmosWorks. Анализ результатов позволяет говорить о более 
высокой точности расчета температуры при использовании метода гра-
ничных элементов. 

Введение. 
В настоящее время уровень развития вычис-

лительной техники позволяет исследователю 
решать с помощью ЭВМ самые разнообразные 
прикладные задачи математической физики. Хо-
тя, как и ранее, эксперимент остается решающим 
критерием правильности того или иного конст-
рукторского решения, возможности численного 
анализа различных физических процессов, пре-
доставляемые современными программными 
продуктами таковы, что позволяют получать 
решения, достаточно хорошо согласующиеся с 
результатами опыта. 

Одним из эффективных методов решения 
широкого класса задач математической физики 
является метод конечных элементов (МКЭ). Бла-
годаря своим особенностям (однотипность фор-
мы конечных элементов, большое число нуле-
вых элементов глобальной матрицы и др.) дан-
ный метод является весьма удобным для чис-
ленной реализации на ЭВМ. Сегодня абсолют-
ное большинство программных пакетов, предла-
гаемых различными разработчиками специали-
зированного программного обеспечения для ин-
женерных расчетов, в том числе и широко из-
вестные пакеты прикладных программ 
SolidWorks/CosmosWorks и ANSYS в качестве 
математического аппарата используют именно 
МКЭ. 

Вместе с тем для решения достаточно широ-
кого круга задач, описываемых дифференциаль-
ными уравнениями Лапласа (   0U M  ) или 
Пуассона (     0U M f M   ), где 

2 2 2

2 2 2x y z
  

   
  

 - оператор Лапласа,  U M  -

функция, дважды непрерывно дифференцируе-
мая на замыкании V V S   области V, ограни-
ченной кусочно-гладкой поверхностью S, 
 f M   заданная на V  функция, M – точка, та-

кая, что M V  весьма эффективным является 
применение метода граничных элементов 
(МГЭ). В отличие от МКЭ, численная реализа-
ция которого связана с необходимостью аппрок-
симации искомой функции  U M  не только на 
границе, но и в самой области, метод граничных 
элементов позволяет получить решение в любой 
точке области V, основываясь лишь на информа-
ции о значениях функции или ее производных на 
границе этой области. Таким образом, размер-
ность решаемой задачи может быть понижена на 
единицу. Есть и другие особенности, выгодно 
отличающие МГЭ от МКЭ при решении указан-
ного типа задач. В частности, МГЭ удобно при-
менять, если по известным значениям  U M  на 
границе S необходимо найти значение этой 
функции в точке, находящейся в области  , яв-
ляющейся внешней по отношению к области V 
(при этом в   должно быть справедливо урав-
нение Лапласа или Пуассона). 

Практическая реализация как МКЭ, так и 
МГЭ тесно связана с проблемой построения рас-
четной сетки в области, если используется МКЭ, 
или на ее границе, если применяется МГЭ. Из-
вестно [1], что плоская область всегда может 
быть разбита на подобласти треугольной формы, 
причем так, что треугольники не будут наклады-
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ваться друг на друга. С другой стороны поверх-
ность любого объемного тела может быть ап-
проксимирована набором плоских фигур. Таким 
образом, задача построения на поверхности сет-
ки треугольных элементов (триангуляция по-
верхности) может быть сведена к задаче триан-
гуляции плоской области. В настоящее время 
разработаны эффективные и надежные алгорит-
мы триангуляции плоских областей, имеющих 
достаточно сложную геометрию (острые углы, 
вогнутости, внутренние вырезы и т.п.). В связи с 
этим применение описанного подхода к по-
строению триангуляции на поверхности объем-
ного тела гарантирует получение желаемого ре-
зультата – сетки граничных элементов. Далее 
рассматриваются этапы численной реализации 
МГЭ при решении классической тепловой зада-
чи о распределении температуры в призматиче-
ском стержне с заданными на его поверхностях 
граничными условиями (ГУ). Данные численно-
го анализа рассматриваемой задачи, полученные 
с помощью МГЭ, сравниваются с данными ана-
логичного моделирования, проведенного мето-
дом конечных элементов в среде CosmosWorks. 
Оба численных решения сравниваются с анали-
тическим решением задачи. 

1. Постановка задачи. 
Для определенности рассмотрим призмати-

ческий стержень, имеющий форму прямоуголь-
ного параллелепипеда с геометрическими разме-
рами a, b и с (см. рисунок 1). 

 

 
Распределение температур внутри стержня в 

отсутствие внутренних источников теплоты опи-
сывается дифференциальным уравнением (ДУ) 
вида 

 0T T T
x x y y z z

                           
, (1) 

где   - теплопроводность материала стержня, 
 , ,T T x y z  - температура. 

При условии независимости коэффициента 
  от температуры ДУ (1) переходит в уравнение 
Лапласа 
 0T  . (2) 

Пусть на поверхности S1 задано ГУ первого 
рода 
 0T T const  , (3) 
а на поверхностях S2, S3, S4, S5 и S6 заданы ГУ 
третьего рода 
  c жT T T    n , (4) 
где n  - вектор нормали к поверхности S2, S3, S4, 
S5 или S6, cT  - температура на этой поверхности, 

жT  - температура среды, омывающей рассматри-
ваемую поверхность,   - коэффициент теплоот-
дачи. Требуется определить температуру стерж-
ня на поверхности S6. 
 

2. Этапы численной реализации МГЭ 
2.1. Триангуляция поверхности. 
Результаты применения алгоритма триангу-

ляции плоской области для построения расчет-
ной сетки на поверхности стержня представлены 
на рисунке 2. Общее число треугольников N 
равно 4376. Время триангуляции 15 с (процессор 
Athlon XP64 3200+, память – два модуля DDR 
RAM 512 Gb). 

 

Рисунок 2 

2.2. Обратный ход МГЭ. 
Переход от дифференциальных уравнений к 

интегральной формулировке задачи приводит к 
системе граничных интегральных уравнений ви-
да [2] 
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где i – номер поверхности с заданным типом 
граничных условий, I – общее число таких по-
верхностей  q p T  n ,  0 4M   , если точ-
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ка 0 ( , , )M x y z V , и  0 2M   , если точка 

0 i( , , )M x y z S , 

    0
0

1,
,

p M
r p M

  , (6) 

     *
0 0, ,p M p M   n , (7) 

 0,r p M  - расстояние между точками ip S  и 

0M , n  - вектор внешней нормали к элементу 
поверхности idS . 

Триангуляция поверхности iS  позволяет 
представить ее совокупностью треугольных ГЭ 

i,nS , i1,n N , где iN  - общее число элементов 
поверхности iS . Теперь согласно МГЭ в преде-
лах каждого ГЭ с номером n функции  q p  и 

 T p  могут быть заменены некоторыми посто-
янными значениями nq  и nT . Тогда (5) примет 
вид 
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 (8) 

Из (8) видно, что для расчета значения 
 0T M  необходимо знать значения nq  и nT , со-

ответствующие каждому из N треугольников 
триангуляции. 

Определение nq  и nT  производится на так 
называемом «обратном ходе» МГЭ. При этом 
точка 0M  последовательно совмещается с узло-
вой точкой mp  m-го треугольника ( 1,m N ), то 
есть полагается 0 mM p  и  m mT p T . Инте-
гралы, входящие в (8), принимают вид 
  

i,n

nm m i,n,
S

I p p dS  , (9) 

  
i,n

* *
nm m i,n,

S

I p p dS  . (10) 

Вид уравнения (8) будет зависеть от типа 
граничных условий, соответствующих рассмат-
риваемому ГЭ с номером m. В частности, рас-
сматривая правую часть (8), можно записать, 
что: 

1) если на участке поверхности, соответст-
вующей m-му ГЭ, заданы ГУ 1-го рода, то 
    m m m2p T p T   ; (11) 

2) если на участке поверхности, соответст-
вующей m-му ГЭ, заданы ГУ 3-го рода, то со-
гласно (4) 

    m m m ж,i m2 2p T p T T q        
, (12) 

где  m mq T  n  - производная от температуры 
по нормали к поверхности m-го ГЭ в его узловой 
точке mp , ж,iT  - температура жидкости, омы-
вающей поверхность iS . Левая часть (8) с уче-
том (4) также должна быть переписана, а имен-
но: в случае, когда индекс i соответствует по-
верхности с ГУ третьего рода выражение в фи-
гурных скобках принимает следующий вид 
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Таким образом, при обратном ходе МГЭ 
уравнение (8) переходит в систему линейных 
алгебраических уравнений (СЛАУ), включаю-
щую в себя уравнения двух видов (по числу ва-
риантов ГУ на поверхностях), а именно: 
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    (15) 

где ГУ1I  - число поверхностей с ГУ 1-го рода, 

ГУ2I  - число поверхностей с ГУ 2-го рода.  
Данная СЛАУ может быть представлена в 

матричной форме в виде 
    �*II R QT QT   . (16) 

Матрица QT размера 1N   - вектор-столбец 
переменных nq  и nT , подлежащих определению. 
При этом m mQT q , если m-му ГЭ соответству-
ют граничные условия первого рода и m mQT T , 
если m-му ГЭ соответствуют граничные условия 
третьего рода. Матрица *II  размера N N  - 
матрица коэффициентов при переменных nq  и 

nT  в рассматриваемой СЛАУ. Причем *
nm nmII I , 

если n-му ГЭ соответствуют ГУ первого рода и 
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* *
nm nm nmII I I
 


, если n-му ГЭ соответствуют 

ГУ третьего рода. Матрица R - диагональная 
матрица размера N N . Ее диагональные эле-
менты таковы, что mm 0R  , если граничному 
элементу с номером m соответствуют ГУ перво-

го рода и mm 2R 
  


, если имеют место ГУ 

третьего рода. Матрица �QT  размера 1N   - век-
тор-столбец свободных членов. Элементы мат-
рицы таковы: 

1) �
ГУ1 ГУ3i i

* *
n nm ж,i nm mm

1 1 1 1
2

I IN N

i n i n
QT T I T I T

   

     , 

если m-му ГЭ соответствуют ГУ 1-го рода; 

2) �
ГУ1 ГУ3i i

* *
n nm ж,i nm ж,im

1 1 1 1
2

I IN N

i n i n
QT T I T I T

   

     , 

если m-му ГЭ соответствуют ГУ 3-го рода. 
СЛАУ (16) может быть решена методом Га-

усса. Однако для этого необходимо сначала вы-
числить все N N  интегралов nmI  и *

nmI . 
При численной реализации МГЭ интегралы 

mmI  оценивались по методике, изложенной в [3]. 
Интегралы nmI  и *

nmI  при n m  оценивались с 
помощью стандартных квадратур Гаусса с 20-
тью узлами на интервале интегрирования. При 
оценке *

mmI  можно заметить, что поскольку тре-
угольный граничный элемент является плоским, 
то *

mm 0I  . 
Касаясь этапа оценки интегралов nmI  и *

nmI , 
необходимо отметить, что здесь имеет место 
проблема, отмеченная в [4] и связанная с квази-
сингулярным поведением подынтегральных 
функций при приближении точки mp  к узловой 
точке np  n-го ГЭ. Эту трудность в принципе 
можно обойти, используя квадратурные форму-
лы с большим числом узлов (до сотни и более). 
Однако применение такого подхода крайне не-
желательно, поскольку быстродействие метода 
при этом сильно снижается. В настоящей работе 
при численной оценке таких квазисингулярных 
интегралов был проведен предварительный ана-
лиз вида подынтегральных функций, определе-
ны участки их наиболее резкого изменения и на 
этих участках введено местное уплотнение сетки 
квадратурной формулы. Это позволило ускорить 
работу алгоритма. 

2.3. Прямой ход МГЭ. 
На данном этапе по формуле  
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 (17) 

производился расчет значения температуры на 
торцевой поверхности стержня 6S . При 

0 400T  К, 37  Вт/м∙К, 1  Вт/м2∙К и 

ж 300T  К значение температуры на поверхно-
сти 6S  оказалось равным 334,552 К. Линейные 
размеры объекта: 1a b  м, 5c  м. 

3. Сравнение решения, полученного мето-
дом граничных элементов, с теоретическим 
решением и решением, полученным МКЭ в 
среде SolidWorks/CosmosWorks. 

3.1. Теоретический расчет. 
Теоретическое решение для распределения 

температуры в стержне при рассматриваемых 
ГУ имеет вид [5] 
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(18) 

где Um
F





, U, F – периметр и площадь попе-

речного сечения стержня соответственно, l – 
длина стержня, x – текущая координата. При 
x l  расчет по (18) дает 334,611T  К. 

3.2. Численное моделирование в среде 
SolidWorks/CosmosWorks. 

Моделирование проводилось при грубом, 
среднем и высоком качестве сетки КЭ. Грубая 
сетка соответствовала разбиению расчетной об-
ласти на 775 КЭ, сетка среднего качества соот-
ветствовала 6450 КЭ, а сетка высокого качества 
разбивала объем стержня на 58241 КЭ. В первом 
случае (грубая сетка) рассчитанное значение 
температуры на поверхности 6S  оказалось рав-
ным 334,8 К, во втором случае – 334,871 и в по-
следнем случае (число конечных элементов сет-
ки 58241) значение температуры оказалось рав-
ным 334,875 К. Таким образом, ошибка расчета 
здесь составила 45,484 10    (лучшее прибли-
жение). МГЭ при рассчитанном значении 
334,552 К дает погрешность 41,763 10   , то 
есть примерно в 3 раза меньше. 

4. Выводы. 
Приведенные данные численного моделиро-

вания показывают, что при решении методом 
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граничных элементов достаточно часто встре-
чающихся задач конвективного теплообмена с 
ГУ 3-го рода может быть достигнуто хорошее 
соответствие результатов численного моделиро-
вания и теоретического расчета. 

В данной статье были рассмотрены этапы 
реализации МГЭ при заданных на поверхностях 
объекта ГУ 1-го и 3-го рода. Однако приведен-
ные математические выкладки нетрудно обоб-
щить на случай наличия на каком-либо участке 
поверхности тела также и ГУ 2-го рода (посто-
янная плотность теплового потока на этом уча-
стке). 
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