
ISBN 978-5-7722-0272-2. Вестник РГРТА. Вып. 20. Рязань, 2007  

 

 
 

 
 

УДК 517.925  
С.С. Мамонов 

РЕЖИМЫ СИНХРОНИЗАЦИИ СИСТЕМЫ ЧАСТОТНО-ФАЗОВОЙ  
АВТОПОДСТРОЙКИ ЧАСТОТЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 
Рассматривается система частотно-фазовой синхронизации второго 

порядка. Находятся значения параметров системы для режимов синхрони-
зации, получены условия существования трех предельных циклов второго ро-
да, выясняется характер их устойчивости. Для системы  с синусоидальной 
нелинейностью построена область притяжения в случае существования 
двух  предельных циклов второго рода. 

 
Широкое распространение в радиоэлектро-

нике, технике, связи, радиоинавигации, механи-
ке получили системы фазовой синхронизации 
(СФС). К системам фазовой синхронизации от-
носятся системы фазовой автоподстройки часто-
ты (ФАПЧ). Для увеличения полосы захвата сис-
темы ФАПЧ используются комбинированные 
системы, содержащие кольца фазовой синхрони-
зации и частотной автоподстройки (ЧАП). Диф-
ференциальное уравнение системы частотно-
фазовой автоподстройки (ЧФАП) можно запи-
сать в виде [1,2] 
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где dt
dp  - оператор дифференцирования, 

)(t - разность фаз эталонного и подстраиваемо-
го генераторов, 1 - полоса удержания кольца 

ФАПЧ, 2 - полоса удержания кольца ЧАП, 
)(1 pK  и )(2 pK - коэффициенты передачи 

фильтров нижних частот в фазовой и частотных 
цепях управления, )(1 F и )(2 F  - характери-
стики фазового и частотного детекторов, н - 
начальная расстройка. В случае интегрирующих 
фильтров 1

21 )1()()(  TppKpK  и нелиней-
ной характеристики частотного детектора 
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p
p  ( 1  - расстройка по час-

тоте, при которой напряжение на выходе ЧД 
максимально) [2] уравнение (1) примет вид: 
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  уравнение (2) приводится к системе  
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Определение. Решение 
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системы (4) называется предельным циклом вто-
рого рода, если существует 0 , целое число 

0j  такие, что jtt  2),(),( 00 , 
),(),( 00 ytyyty  . 

Система (3) изучалась в работах [2,3] где ка-
чественно-численными методами получены ус-
ловия устойчивости, соответствующие режимам 
синхронизации фазовой автоподстройки, усло-
вия существования и числа предельных циклов 
второго рода. Предельный цикл второго рода 
соответствует асинхронному режиму СФС, осо-
бенностью которого является нарастание разно-
сти фаз )(t . Наличие неустойчивого предель-
ного цикла второго рода позволяет выделить до-
полнительную область режимов синхронизации. 
В данной работе для системы (3) получены ус-
ловия существования трех предельных циклов 
второго рода, определен характер их устойчиво-
сти. Найдены значения параметров системы, со-
ответствующие режимам синхронизации, указа-
ны границы полосы захвата. 

Рассмотрим систему (3), где 0b :  
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В этом случае отсутствует кольцо частотной 
автоподстройки [4,5]. 

Теорема 1. Пусть для системы (4) выполне-
ны условия:  )()( g , )(g - периоди-
ческая функция,  
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, тогда у системы (4) 

существует предельный цикл второго рода )(F   
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Доказательство. Рассмотрим функцию 
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3 dg . Найдем производную функции 

),(1 yV  на множестве 1  в силу системы (4): 
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Кривая 1  является линией без контакта. Пусть 
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 yMyyV     

0),(2 yV ,   yy :),(2 , тогда для 
производной функции ),(2 yV на множестве 

2  в силу системы (4) выполняется неравенст-
во 0)(),(2  gyV . По теореме 
Брауэра существует предельный цикл, содержа-
щийся во множестве 21   . 

Теорема 2. Пусть для системы (3) выполне-
ны условия:  )()( g , )(g -
периодическая  функция, 
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тогда у системы (4) существуют три предельных  
цикла второго рода  
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Предельные циклы )(),( 31   являются ус-
тойчивыми, )(2   - неустойчивым предельным 
циклом второго рода. 

Доказательство. Рассмотрим функцию 
)(),(1  FyyV , где )(F  - периодиче-

ское решение системы (4). Обозначим   
 ,0),(:),( 11  yVy  
 )(:),(1  Fyy . Найдем производную 

функции ),(1 yV  на множестве 1  в силу сис-
темы (3). Используя соотношения (5), (6), полу-
чаем неравенство 
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  (10) 
Пусть  ,0),(:),(,),( 2212  yVyyyV  

 1
2 :),(  yy , тогда, используя (7), для 

производной функции ),(2 yV  на множестве 

2  получаем соотношение  12 ),(yV  
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 Mb . Условия (7), (10) 

обеспечивают положительную инвариантность 
множества 21   . По теореме Брауэра во 
множестве 21    содержится предельный 
цикл второго рода 

  ;,)()(0 11F . 

Рассмотрим функцию  23 ),( yyV  
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Используя (8), находим производную функ-
ции ),(3 yV  на множестве 3  в силу системы 
(3): 
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Пусть  0),(:),( 22  yVy , тогда в силу 
(11) множество  

23   отрицательно инва-
риантно и содержит предельный цикл второго 
рода    ;,)( 221 . 

Рассмотрим функцию ,),( 34  yyV  
где 3  удовлетворяет условию (9), тогда произ-
водная ),(4 yV  на множестве  

 34 :),(  yy  меньше нуля. Множест-
во   ),(:),( 4 yVy  0),(,0 3  yV  поло-
жительно инвариантно и содержит предельный 
цикл второго рода   ;,)( 332 .  

Для системы (3) введем обозначе-

ния ),(yP )(
1

2),(, 22 
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Найдем выражение Бендиксона 
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 . Если 

12 0,  yy , то 0),( yB . Следовательно, 
множество 5   10:),(  yy  содержит 
ровно один предельный цикл второго рода 

)(1  , множество  26 :),(  yy  - один 
предельный цикл )(3  , множество 

 217 :),(  yy  - один предельный цикл 
)(2  . Для предельного цикла второго рода 

)(),( **  yy  периода   характеристиче-
ский показатель определяется равенством 

 





0

* ))((1 dyBh . Для предельных циклов 

)(),( 31   показатель 0h , для предельного 
цикла )(2   показатель 0h .Следовательно 
[3],  )(),( 31 устойчивые предельные цик-
лы второго рода, )(2  - неустойчивый пре-
дельный цикл. 

Замечание. Если рассмотреть условия тео-
ремы 2 при  , стремящемся к нулю, то получим 
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lim,2lim,1lim bS . Условия 

(6), (7), (8) примут вид  b2  
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 1M . Таким образом, при достаточно ма-

лых ,  у системы (3) существуют три пре-
дельных цикла второго рода. 
Теорема 3. Пусть для системы (3) выполнены 
условия:  )()( g , )(g -  -периодическая  

функция,   
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существуют ka ,0 такие, что  2
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(13) 

тогда у системы (3) существуют два предельных 
цикла второго рода, множество 
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2 )(1:, dgyyW  является обла-

стью притяжения системы (3). 
Если для системы (3) выполнены условия: 
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   ; , (15) 
то у системы (3) существуют три предельных 
цикла второго рода. 

Пусть кр - значение   системы (4), при ко-
тором существует периодическое решение 

0)(,0)( 200  FF , для системы (3) выполне-
но условие 
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тогда система (3) является устойчивой в целом.  
 
Доказательство. Рассмотрим функцию 
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водную функции ),,( yV в силу системы (3) на 
множестве  : 
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Пусть 
  ),,(,0),,(:),( 531 yVyVy  

    ),,(,0),,(:,,0 242 yVyVy
0 , тогда в силу (12), (17) множество 1  - по-

ложительно инвариантно, 2  - отрицательно 
инвариантно. Множества 21,  содержат пре-
дельные циклы второго рода. 

Из условия теоремы 0)( 2   получим, что 
состояние равновесия )0,( 22 O  является сед-
лом. Пусть )(s  - сепаратриса седла )0,( 22 O , 
для которой 0)(lim,0)( 
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силу соотношений  (13), (18) линия  
  yyL :),(3 ];0[),( 2f  является без-

контактной и 0)(   yfy  . Согласно принци-
пу Чаплыгина [4] сепаратриса )(s  расположена 
выше линии 3L , 1)0()0(  fs . Множество 

3   :),( y 1y  не содержит предельных 
циклов, следовательно,  множество W  
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предельных циклов. В силу теоремы Бендиксона 
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[4] множество W  является областью притяже-
ния состояний равновесий. 

Если для системы (3) выполнены условия 
(14), (15), то множество  :),(3  y  

0),,(,0),,(: 17  yVyV  - положительно 
инвариантно. Множества 321 ,,   содержат 
предельные циклы второго рода. 

Устойчивость системы (3) в целом вытекает 
из соотношения (16), положительной инвари-
антности множества  ),(:),(   Fyy   

кр  и теоремы Бендиксона.  
Пример. Рассмотрим систему (3), для кото-

рой ),sin()(),1;0(,)sin()(  g  

,1,,),arcsin(
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., 1122   Пусть 50,5.0 2 b . На 
рис.1 построена область G  параметров ,  

1
2  T , для которых в системе (3) существу-

ют два предельных цикла второго рода. 
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Рис. 1 

 
 
При фиксированном   с увеличением 2  

система ЧФАП перестает быть устойчивой в це-
лом, появляется неустойчивый предельный цикл 
второго рода, определяющий область притяже-
ния  состояний равновесия. Дальнейшее увели-
чение 2  приводит к появлению трех предель-
ных циклов второго рода. 
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Рис. 2 
 
При 32 109.6,33.0    в системе (3) су-

ществуют два предельных цикла второго рода.  
На рис. 2 построена линия )( , являющая-

ся границей множества W , ниже которой нахо-
дятся начальные условия синхронных режимов 
системы ЧФАП. Таким образом, добавление час-
тотного кольца в систему ФАП приводит к уве-
личению области параметров режимов синхро-
низма, при этом в системе ЧФАП появляется 
дополнительная область синхронных режимов, 
связанная с появлением неустойчивого предель-
ного цикла второго рода. 
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